EXAMEN DU COURS D’INTEGRATION ET PROBABILITES

Dans la suite, ’abréviation « va » signifie « variable aléatoire » et ’abréviation « iid »
signifie « indépendantes et identiquement distribuées».

Exercice 1 (Densité et fonctions caractéristiques). Soit ¢ > 0.

(1) Calculer la densité de la différence de deux variables exponentielles indépendantes
de méme parameétre ¢ (c’est-a-dire de densité x — ce™“* sur R;).
(2) Calculer la fonction caractéristique de la loi sur R a densité = — §e
(3) Calculer la fonction caractéristique d’une loi de Cauchy de densité m
[Indication : Utiliser le résultat de la question (2) et l'inversion de Fourier.|
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Exercice 2 (Lois infiniment divisibles). On dit qu’une loi de probabilités p est infini-
ment divisible si pour toute va X de loi u et pour tout entier n > 1, il existe des variables
iid Y7,...,Y, telles que X a méme loi que Y1 + ...+ Y,. On dit aussi que la va X est
infiniment divisible.

(1) Montrer qu’'une va est infiniment divisible si et seulement si pour tout n > 1 sa
fonction caractéristique est la puissance m-iéme d’une fonction caractéristique de
variable aléatoire.

(2) Montrer que les lois suivantes sont infiniment divisibles : loi normale (A(0,02)), loi
de Poisson (Poi())), loi de Cauchy (Cauchy(c)), loi exponentielle (Exp(c)).
[Indication : Pour la loi exponentielle, on utilisera le fait que pour a,c > 0, la
loi Gamma sur Ry de densité x — F‘zz)efcxzvafl a pour fonction caractéristique
t— (¢/(c—it))*]

(3) Montrer que si X1, ..., X,, sont des va indépendantes et infiniment divisibles, alors
la somme X7 + ...+ X, est aussi infiniment divisible.

(4) Soit (Xy,)n>1 une suite de va iid et N une va de Poisson indépendante. Montrer que

Y = Z]kvzl X}, est infiniment divisible. (Par convention, si N = 0, la somme vaut 0.)
5) Montrer que si une loi infiniment divisible est & support borné, alors ¢’est une masse
q pPp )
de Dirac.

Exercice 3 (Caractérisation des lois infiniment divisibles de variance finie).
Si v est une mesure finie sur R, on définit

(+) $u(t) = exp ( /R (e~ 1 ita) du(x)) .
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(1) Justifier que 'intégrale dans la formule (*) est bien définie.

(2) Montrer que si une variable aléatoire admet pour fonction caractéristique 1, alors
son espérance est nulle et sa variance vaut v(R).

(3) Soit o > 0. Montrer que si v = 028y est un multiple d’une masse de Dirac en 0,
alors 1, est la fonction caractéristique d’une gaussienne de loi N(0, 02).

(4) Soit A > 0. Montrer que si ¥ = Az2§, est un multiple d’'une masse de Dirac en
x # 0, alors 1), est la fonction caractéristique de la variable z(X — \) ou X est une
loi de Poisson de paramétre .



(5) Montrer que si v est une combinaison linéaire finie de masses de Dirac, alors 1, est

(6)

encore la fonction caractéristique d’une va.

Enfin, montrer que pour toute mesure finie v, la fonction 1, est la fonction carac-
téristique d’une loi infiniment divisible. Pour cela on introduira pour tout n > 1, la
mesure discréte

m= X v (R D7) B
ke{0,£1,42,..., 4227}

oll dyo-n désigne la masse de Dirac au point k27". On utilisera la suite (vp)n>1
comme approximation de v par une combinaison linéaire finie de masses de Dirac.
[Indication : On pourra utiliser le fait que pour toute fonction f continue qui tend
vers zéro a Uinfini, [ fdvy, tend vers [ fdv. On pourra aussi utiliser la notion de
suite tendue de mesures de probabilités, et le théoréme de sélection d’existence de
sous-suites convergeantes.|

Exercice 4 (Loi-limite pour sommes de tableaux triangulaires).

(1) Montrer que si Xi,...,X,, sont des variables aléatoires réelles indépendantes et

si X1+ ...+ X, admet un moment d’ordre 2 fini, alors toutes les variables X
admettent un moment d’ordre 2 fini.

(2) Montrer que toute loi infiniment divisible d’espérance nulle et de variance finie

est la limite en loi d’une suite S, = >"}_; X, construite & partir d’un tableau
triangulaire (X, x)n>1,1<k<n de va dans L? d’espérance nulle dont les va par ligne
(c’est-a-~dire a n fixé) sont indépendantes.

(3) Hlustrer la question précédente pour la loi normale et la loi de Poisson (recentrée)

en décrivant un tableau triangulaire (X, ;) convenable.

(4) Soit (Xp)n>1 une suite de va infiniment divisibles. On suppose que cette suite

converge en loi vers une variable X. Montrer que X est infiniment divisible.
[Indication : On pourra utiliser la notion de suite tendue et le théoréme de sélection.|

(5) Soit (Xp k)n>1,1<k<n un tableau triangulaire de va centrées de variance finie, iid par

ligne (c’est-a-dire & n fixé). Pour tout n > 1, posons S, = >_;'_; X, 5. Montrer que
si la suite (Sy,)n>1 admet une limite en loi, cette limite est infiniment divisible.

Exercice 5 (Lois stables). Une loi de probabilités u est dite stable si pour tout n > 1 il
existe a, > 0 et b, € R tels que pour toutes Xy, ..., X, indépendantes de loi pu, la somme
> r—q1 Xk a méme loi que a, X + by, ot X est une va de loi .

(1) Montrer qu'une loi stable est infiniment divisible (notion définie a I’exercice 2).
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Montrer que la loi normale et la loi de Cauchy sont stables.
Montrer que la loi de Poisson et la loi exponentielle ne sont pas stables.

4) Soit (X,,)n>1 une suite de va iid. Montrer que s’il existe des suites (an), € Rg*o et

(bn)n € RY" de réels telles que la suite Y, = (X1 +...+ X,,) — by)/a, tende en loi
vers une variable X, alors X est une loi stable.
[Indication : On pourra étudier pour tout k > 1 fixé, la suite (Ypr)n>1 et considérer

pour tout n > 1 les sommes partielles Sflkj) = Xj-tns1+ -+ Xjn pour 1 < j < k.

On utilisera alors le fait que si (Xp)p>1 est une suite de va iid qui converge en loi
vers X et que an Xy + b, converge en loi vers Y, alors les suites (ap)n et (bn)n

convergent vers des limites a > 0 et b € R respectivement, et Y a la méme loi que
aX +b.]




Exercice 6 (Question de cours a la carte). Choisissez un théoréme important du
cours et présentez son énoncé (si vous avez le temps, vous pouvez, en plus de I’énoncé
exact, donner de maniére synthétique et informelle des éléments de démonstration ou des
exemples d’application).

FIN DU SUJET




