L'intuitionnisme:

ou I'on construit une preuve

Alexandre MIQUEL

Le raisonnement par I'absurde n'est pas constructif!
La logique intuitionniste, au contraire,
relie preuve construite et calcul.

partir de la fin du XIX® siecle,
le développement considé-
rable des mathématiques
conduit de nombreux cher-
cheurs de cette discipline a

sinterroger sur la nature du raisonne-
ment mathématique. Lintroduction
de nouveaux objets toujours plus
complexes et I'utilisation de méthodes
de raisonnement toujours plus abstraites
(comme I'axiome du choix, dont l'in-
troduction par Ernst Zermelo fut suivie
de débats houleux) nécessite bien
plus qu'une simple remise A plat des
principes mathématiques.

Il ne suffit pas de spécifier les
axiomes que I'on se donne et les regles
de raisonnement que I'on s'autorise,
encore faut-il savoir pourquoi on consi-
dere tel ou tel axiome, et pourquoi on
raisonne de telle ou telle maniere.

Dans ce contexte, le jeune mathé-
maticien hollandais Luitzen Brouwer
batit a partir de 1907 une critique philo-
sophique originale du raisonnement
mathématique classique, auquel il
reproche ses méthodes non construc-
tives (on démontre qu'un étre mathé-
matique existe, mais on n’en cons-
truit pas d’exemple). En remplacement,
il propose une méthode de raisonne-
ment centrée sur la notion de «cons-
truction intuitive», qu'il dénomme fina-
lement «intuitionnisme».
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De cette démarche, la plupart des
contemporains de Brouwer — et encore
aujourd’hui la majorité des mathéma-
ticiens — ont retenu qu’elle consistait
rejeter des principes loglques élémen-
taires, tels que le principe du tiers
exclu («ou A ou non-A») et, ce qui
revient au méme, le raisonnement par
I'absurde. Pourtant, loin d’amputer
les mathématiques, I'intuitionnisme
donne au contraire un caractére plus
tangible aux objets mathématiques et
renforce la notion de preuve.

Exclu, le tiers exclu!

Pour saisir la démarche de Brouwer,
examinons pourquoi la logique classique
n'est pas constructive: du point de vue
de la prouvabilité, le comportement des
connecteurs logiques tels que la conjonc-
tion «et», notée A, etla disjonction «ou»,
notée v, est révélateur.

Traitons d’abord la conjonction.
A partir d’une preuve d’une proposi-
tion A et d’une preuve d’une autre
proposition B, il est possible, par simple
assemblage, de constituer une preuve
de la proposition AAB (A et B sont
vraies) : Cest la signification méme de
la conjonction. Réciproquement, a
partir de toute preuve de la proposi-
tion AA B, on peut déduire une preuve
de A (puisque A est une conséquence
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logique de A A B), ainsi qu’'une preuve
de B (par le raisonnement symétrique).
En d’autres termes, la proposition AA B
est prouvable si et seulement si 4 est
prouvable et B est prouvable.

Cette propriété est loin d’étre anec-
dotique: elle exprime que les regles
de démonstration qui régissent le
comportement du connecteur A se
conforment a I'utilisation qu'on

souhaite en faire. Il semble qu'une
logique qui ne vérifierait pas cette
propriété serait bonne 2 jeter.

Passons 4 la disjonction. A partir
d’une preuve de la proposition A4, on
démontre la proposition A4 v B (4 ou
Bestvraie), puisque A v B est une consé-
quence logique de A. De méme on
démontre la proposition A v B partir
d’une preuve de la proposition B. Le
simple fait de disposer ou bien d’une
preuve de A ou bien d’'une preuve
de Bsuffita construire une

preuve de A v B.
Qu'en est-il de

la réciproque?
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Est-il possible, a partir d’'une preuve
de la proposition A v B, de retrouver
ou bien une preuve de 4, ou bien une
preuve de B?

Etonnamment la réciproque est
fausse en logique classique. Le principe
du tiers exclu permet en effet de prouver
certaines propositions de la forme A v B
sans pour autant prouver ni A ni B.
Pour nous en convaincre, examinons
une proposition A qui est indécidable
dans le formalisme, C'est-a-dire telle que
ni A ni sa négation —4 ne sont prou-
vables dans le systeme considéré (le
théoréme de Gédel permet de cons-
truire une telle proposition dans n'im-
porte quelle théorie contenant l'arith-
métique). Bien qu'aucune des deux
propositions A et —A ne soit prouvable,
leur disjonction A4 v—4 est néan-
moins prouvable... d’apres le prin-
cipe du tiers exclu! Lencadré A fournit
un exemple d’une telle preuve.

Le méme probleme surgit avec la

quantification existentielle, notée 3.
Considérons une proposition de la
forme «II existe un objet x qui

possede la propriété A», ce que
on écrit en logique formelle
Jx A(x). Sil existe un terme £ dit
«témoiny, pour lequel la propo-
sition A(#) est prouvable, alors
on détient une preuve de la
proposition Jx A(x).
Réciproquement, on serait
en droit d’attendre que pour
chaque proposition prouvable
de la forme Jx A(x), il soit
possible de trouver un terme #

pour lequel la proposition A(7)

est prouvable. Hélas il n'en est

rien, car le tiers exclu permet de
construire des formules A(x) pour
lesquelles la proposition Jx A(x) est
prouvable, sans pour autant qu'il soit
possible d’exhiber un objet 7 pour
lequel la proposition A(?) est prou-
vable:I'encadré B en donne un exemple.

1. LE THEOREME DES QUATRE COULEURS affirme
qu'il suffit de quatre couleurs pour colorier
n'importe quelle carte de facon que deux pays ayant
une frontiére commune aient des couleurs différentes.
Pour démonter ce théoreme, Kenneth Appel et Wolfgang
Haken eurent recours, en 1976, a des programmes infor-
matiques, mais leur démonstration ne convainquit pas entie-
rement la communauté des mathématiciens. En 2004, le logi-
ciel assistant de preuve Coq de I'INRIA a vérifié cette démonstration,
créant un précédent dans la vérification automatique des preuves mathé-
matiques. Coq repose sur la logique intuitionniste.
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