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Dans tout ce qui suit, on se place dans un univers % satisfaisant les axiomes
de Zermelo-Fraenkel (ZF) et l'axiome de la fondation (AF), et on considére
dans % un ensemble B muni d’une structure d’algebre de Boole compléte (au
sens de %) et non dégénérée. On désigne par Ord (resp. Card) la classe des
ordinaux (resp. la classe des cardinaux) et on note (Vi )acora la hiérarchie de
Veblen, dont I'union transfinie est notée V. D’aprés I'axiome de la fondation,
on a % =V.Le rang d’un ensemble z est noté rk(x).

1 Construction du modéle V®)

1.1 La classe des B-ensembles
Dans I'univers % on définit la classe des B-ensembles comme la plus petite
classe engendrée par la clause suivante :

Si X est un ensemble de B-ensembles,
alors toute fonction f : X — B est un B-ensemble.

Formellement, cette classe est construite comme la limite de la suite transfinie
d’ensembles emboités (V(X(B))aeord définie par

v = JwP —m)
B<a

pour tout a € Ord, ou X — B désigne I’ensemble des fonctions partielles de X
dans B, c’est-a-dire 'ensemble des fonctions totales f & valeurs dans B qui sont
définies sur un sous-ensemble dom(f) C X. On notera que :

° VO(B) =g

° Vﬁ(,B) cvi® B <a (ie. la suite est croissante)
eV =v® B

° VOSB) = U[3<a Vﬁ(B) si « est un ordinal limite.

Etant donné un B-ensemble u, on a appelle rang de u et on note k® (u) le plus
petit ordinal « tel que u € V(X(B). Par construction, on a donc :

rk(u) = ( sup rk(v)) +1 > 0.
vedom (u)

Si u est un B-ensemble et v € dom(u) un élément de son domaine, u(v)
désigne la valeur de vérité de B associée & v par la fonction u. Dans tout ce qui
suit, on étend la notation u(v) & tous les B-ensembles v en dehors du domaine
de 2 en posant u(v) = 0 dés que v ¢ dom(u).



1.2 Valeur de vérité d’une formule

Définition 1 (Valeur de vérité d’une formule) — A chaque couple de B-
ensembles u et v on associe deux valeurs de vérité [u = v]® [u € v]® € B
définies par induction sur les rangs de u et v par :

w=20® = A (sw)=wed®) r A (vw) =[weu®)

wedom (u) wedom (v)

\/ (v(w) Afu = w]](B))

wedom (v)

[u € v]®

Cette définition est étendue a toute formule ¢ de la théorie des ensembles &
paramétres dans V() en posant

oI® = o]
[ovo]® = []® v [¢]®
Bo o@]® =\ [p@I® = \/{peB : 3uev® [pu]® = b}

ueV ®)

(Dans ce qui suit on écrira fréquemment [¢] pour [¢]® lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur 'algébre de Boole B considérée.)

Remarque 1 — Il est important de distinguer les deux inductions & ’ceuvre
dans la définition ci-dessus. L’induction mutuelle qui définit les valeurs de vérité
[u=v] et Ju € v] est une induction sur max(rk® (u), rk® (v)), qui est interne
a la théorie des ensembles. En revanche, 'induction sur ¢ qui permet d’étendre
cette définition a toutes les formules de la théorie des ensembles est une induction
externe, effectuée dans le formalisme ambiant (i.e. le formalisme utilisé pour
raisonner & l'extérieur du modeéle (%, €)).

Pour que cette définition ait un sens, il est crucial que pour chaque formule
¢(x1,...,x,) de variables libres x1,...,x, la relation « [¢(ui,...,un)] = b »
soit définissable a l'aide d’une formule de la théorie des ensembles de variables
libres w1, ..., u,,b". C'est en effet cette propriété de définissabilité qui permet
de construire le sous-ensemble {b € B : Ju € V® [¢(u)] = b} comme un point
du modéle (a l’aide du schéma de compréhension) et de justifier 'existence de la
borne supérieure définissant la valeur de la formule 3z ¢(x) dans B. Sans cette
propriété de définissabilité dans ZF, le sous-ensemble en question n’est pas un
point du modéle (il s’agit d’'un ensemble externe & %) et sa borne supérieure
n’est pas définie.?

Le langage des e-formules Pour comprendre la définition (assez complexe)
des valeurs de veérité Ju = v] et Ju € v], il est commode d’étendre le langage de
la théorie des ensembles avec une deuxiéme relation d’appartenance notée x ¢ y
(« appartenance immédiate »). On distinguera ainsi deux types de formules :

1 faut par ailleurs que cette relation soit fonctionnelle en ce sens que
% = VureV® ovu, eV® IeB « [d(ur,...,un)]=b»,

afin de justifier la notation skolémisée [¢(u1,...,un)].
2Rappelons que I’algébre de Boole B est compléte dans %, mais qu’elle ne l'est pas en
général en dehors du modéle (%, €).



— Les formules de la théorie des ensembles, ou €-formules, construites a
partir des seuls symboles de prédicat = et €.
— Les e-formules, construites a partir des symboles de prédicat =, € et ¢.
On utilisera également dans le langage des e-formules ’abréviation

TCy = V2(zex=2€y)

(a ne pas confondre avec l'inclusion ordinaire t Cy = Vz(z €z = z € y)).
La définition de la valeur de vérité d’une formule (Déf. 1) s’étend immédia-
tement au langage des e-formules en posant

[uev] =v(u)

pour tous u,v € VB, Grace a cette extension, on peut caractériser la valeur de
vérité des formules atomiques x = y et € y & travers les égalités suivantes

[uev] = [Fz(zevAu=2)] = [Fzev u=7]

[u=v] = [uEv A vCuf
= [Vzeu FZ'ev z2=2" A Vzev Feu z=7]

pour tous u,v € V® | ce qui permet de faire apparaitre au niveau de la logique
la nature récursive de la définition de ’égalité.

Remarque 2 — Le passage de V a V(B) entraine une duplication considérable
des éléments de I'univers®. Par exemple, I’ensemble vide peut-étre représenté
dans V® par n’importe quel B-ensemble de la forme {(u,0) : v € X}, ou X
est un ensemble quelconque de B-ensembles. Plus généralement, la classe des
B-ensembles u tels que [u = ug] = 1 (pour up € V® fixé) est une sous-classe
propre de V®_ Cest cette duplication qui explique la définition non triviale
de la valeur de vérité Ju = v], qui sert a effectuer (récursivement) toutes les
identifications nécessaires.

Dans ce cadre, la relation d’appartenance immédiate x € y, dont la valeur
de vérité dans B est définie par Ju € v] = u(v), n’est compatible avec la relation
d’égalité ni & gauche ni & droite. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer
deux B-ensembles distincts u et u’ tels que [u = w'] = 1 (par exemple : deux
copies distinctes de ensemble vide) et de former les B-ensembles v = {(u,1)}
et v/ = {(v/,1)} pour lequels on vérifie aisément que [v = ¢'] = 1. On a alors
[uev] =[u ev'] =1 tandis que [u' € v] = [u e v'] =0, d'ou

[u=vAuvev=uev] = [uevAhv=v=ued] = 0.

Pour résoudre ce défaut de compatibilité avec I’égalité, on doit donc définir la
relation d’appartenance usuelle « & égalité prés » en posant :

[uev] = [3z (zevu=2)].

Dans notre exemple, on a alors [u € v] = [u/ € v] = [u € V'] =[u €] =1.

3Nous verrons plus loin comment envoyer chaque élément de % sur un élément de v®),



1.3 Premiéres propriétés

Etant donnée une e-formule close a paramétres dans V® on dit que ¢
est vraie dans V®) et on note VB = ¢ si [¢] = 1. L’ensemble des e-formules
vraies dans V(®) est clos par conséquence logique (au sens du calcul des prédicats
classique* Cette propriété est trés utile en pratique pour déduire que certaines
formules sont vraies & partir de formules dont la vérité a déja été établie. Par
exemple nous avons vu que par définition :

VE EVaVy (z€y & Fz(zeyia=2))

VE = va vy (r=y & 2Cy A yCua)
(avecx Ty = Vz(zex = z € y)), ce qui permet de conclure par simple voie
de conséquence logique que 1’égalité est symétrique dans V(B :

VE = vavy (z=y=>y=21).

Cependant, ce mécanisme de raisonnement est insuffisant pour établir cer-
taines propriétés telles que la réflexivité et la transitivité de I’égalité. Pour cela
on doit d’abord établir le principe d’induction suivant :

Proposition 1 (Principe d’induction non extensionnel) — Si ¢(x) est
une e-formule & une variable libre = et & paramétres dans V® | alors

VE = va(Vyer ¢(y) = ¢(z) = VYod(z).

Preuve. Soit b = [Vx(Vyez¢d(y) = ¢(z))]. Il s’agit de montrer que pour
tout u € V® on a b < [¢(u)], ce que 'on fait en procédent par induction sur w.
Pour cela, supposons que b < [¢(v)] pour tout v € dom(u). On a donc

b< A @] < A (uw)=[¢@)]) = [Vyeu éy)]-

veEdom(u) veV (B)
Comme par ailleurs b < [Vy € u ¢(y)] = [¢(uw)], il vient b < [¢(u)]. O
Gréace au principe d’induction ci-dessus, on peut démontrer que :

Proposition 2 — Les formules ci-dessous sont vraies dans V® :
1. Vrrx==x

Ve Vy (yex =y € x)

Ve Vy (x=y=y=u1)

VeVyVz (xt=yAy=z=x=2)

YV VyVz (zreyhy=z=1x¢€2)

6. Ve VyVz (x=yAy€z=x€2)

N N

Preuve.
1. Par induction avec la formule ¢(x) =z = x.
Conséquence immédiate de 1.
Immeédiat.
Par induction avec la formule ¢p(z) = Yy Vz (x=yAy=2=z = 2).
Conséquence de 4.
Idem. O

4Sans assigner de sens particulier au symbole d’égalité.

A




Dans le modele V® | les relations ci-dessus se traduisent par les inégalités
suivantes pour tous u,v,w € V®) .

1. [u=v]=1

u(v) < v € u]
[u=2v]=[v=u]
[u=v]AJv=w] <Ju=uw]
[u€ev] Av=w] <[uecw]
[u=v]AJvew] <Juecu]

A

1.4 Le principe de Leibniz et ses conséquences

D’aprés la proposition qui précéde, 'appartenance ordinaire (mais pas l'ap-
partenance immédiate) est compatible avec ’égalité. Par conséquent :

Proposition 3 (Principe de Leibniz) — Si ¢(z) est une €-formule & une
variable libre = et & paramétres dans V® | alors :

VO | Ya vy (z =y @) = 6y).
Preuve. Par récurrence (externe) sur la structure de ¢. O

Dans le modéle V® | le principe de Leibniz se traduit par 1'inégalité

[u= o] Ao(u)] < [o(v)]

pour tous u,v € V) Bien entendu, cette inégalité ne vaut que si ¢(x) est une
e-formule, et elle est en général fausse dans le cas contraire.
Du principe de Leibniz on déduit alors le résultat suivant :

Proposition 4 (Quantifications bornées) — Si ¢(z) est une €-formule a
une variable libre x et a parameétres dans V®) | alors pour tout u e VE® :

VE = Jrcu¢(z) & reu ¢(x)
VB = Vreu ¢(x) & Vreu ¢(x)
Preuve. 11 suffit de montrer 'implication 3z € u ¢(z) = Iz e u ¢(x). Supposons

qu’il existe z € u tel que ¢(x). Comme = € wu, il existe 2’ € u tel que 2’ = x.
D’apres le principe de Leibniz, on a ¢(z'), d’on 3z’ e u ¢(z'). O

Dans le modéle, ces relations se traduisent par les égalités

Becud@] =\ (u@)r[()])

vEdom(u)

[Fecuo@] = N (u@)=[s)])

vedom(u)

qui ne sont valables que si ¢(x) est une e-formule.

Ces équivalences ont plusieurs conséquences importantes. La premiére est
que linclusion ¢ C y = Vz (z € * = z € y) utilisée pour définir I’égalité est en
réalité équivalente a I'inclusion usuelle t Cy=Vz(z €z =z € y) :



Corollaire 1 (Inclusion) — V® = Vo Vy (zCy< x Cy)

Dans ce qui suit, on considérera que les symboles C et C sont interchan-
geables. Pour tous u,v € V® on a donc les égalités

[u=v] = [wWCvAvEu] = [uCvAvCu],
d’ou il ressort que :

Proposition 5 (Axiome d’extensionnalité) — L’aziome d’extensionnalité
est vrai dans le modele VB : VB = vavy (Vz(z€ax e 2€y) = x=y).

Combinée avec le principe d’induction non extensionnel (Prop. 1), la propo-
sition précédente permet de montrer que ’axiome de la fondation est vrai dans
le modele V®) .

Proposition 6 (Axiome de la fondation) — Si ¢(x) est une €-formule a
une variable libre x et a parameétres dans V®, alors

VE Vo (Ve d(y) = d(z) = Vro(x).

2 Meélange et principe du maximum

Rappelons tout d’abord la définition de la notion d’antichaine :

Définition 2 (Antichaine) — Soit (b;);c;r € B! une famille de valeurs de
vérité. On dit que cette famille est une antichaine si b; Ab; = 0 pour tous i # j.
Si en outre \/,.; b; = 1, on dit que cette famille est une partition de l'unité.

2.1 La notion de mélange

Définition 3 (Mélange d’une famille de B-ensembles) — Etant données
une famille de B-ensembles (u;);c et une famille de valeurs de vérité (b;);c; € B!
indicées par le méme ensemble I, on appelle mélange de la famille (u;);e; suivant
les proportions (b;);cr le B-ensemble v défini par

1. dom(u) = U dom(u;) ;
il
2. u(v) = \/(bi A u;(v)) pour tout v € dom(u).
il
Dans ce qui suit, le B-ensemble u est noté Z biu;.
icl

Le lemme ci-dessous exprime que sous une certaine condition de recollement
(qui est automatiquement satisfaite dans le cas ou (b;);es est une antichaine),
le mélange u = ), ; bju; est égal & chacune de ses composantes u; (pour tout
i € I) suivant une valeur de vérité au moins égale a b; :

Lemme 1 (Lemme du mélange) — Soit u = ), ;bju; le mélange d’une
famille de B-ensembles (u;);er suivant une famille de valeurs de vérité (b;)ier.
Si pour tous 1,5 € I on a by Nbj < [u; = u;] (condition de recollement), alors
pour tout i € I on a

bi < [[U, = ui]] .



Preuve. Montrons d’abord que b; < [u; C u]. Pour tout v € dom(u;) on a
b < uwi(v) =bAu(v) < [vew,=veu] < [veu; = veEu]

d’ou b; < Ju; E u] par passage a la borne inférieure. Montrons & présent que
b; < [u C w;]. Soit v € dom(u). Pour tout j € I on a

b; bj=>bj/\bi < b]:>[[u]:ul]] < b]:>[[ujguz]}

<
< b= (ww) = vew]) = (b Au;(v) = [veu]

Par passage a la borne inférieure (pour j € J) il vient

bi < /\((bjAuj(v))ﬁ[[veui]]> = V(bjAuj(v)):&[veui]]
* = ﬁisuévéui}]

et cela pour tout v € dom(u). Done b; < [u C u;]. O

Remarque 3 — La condition de recollement b; Ab; < [u; = u;] est automati-
quement satisfaite lorsque (b;);c; est une antichaine.

Une conséquence importante du lemme du mélange est que la classe des B-
ensembles u tels que V® |= ¢(u) (out ¢(z) est une formule quelconque de la
théorie des ensembles) est stable par mélange suivant n’importe quelle partition
de 'unité, c’est-a-dire :

Proposition 7 (Stabilité par mélange) — Soit ¢(x) une €-formule & une
variable libre x et & parametres dans V® | et (u;)ier une famille de B-ensembles
telle que V® = ¢(u;) pour tout i € 1. Pour toute partition de l'unité (b;)icr €

B! on a alors
v® = ¢<Z biui) .
iel

Preuve. Soit u = ), ;bju;. D’aprés le lemme du mélange (Lemme 1) et la
Prop. 3 on a

by < [ui=u] = [ui=u] Ao(u)] < [o(u)]

pour tout i € I, d’out [¢(u)] = 1 par passage a la borne supérieure. O

2.2 Le principe du maximum

Nous pouvons & présent démontrer que la borne supérieure qui définit la
valeur de vérité d’une e-formule existentielle

Bro@)] = \/ [6u)]

ueV (®)
est atteinte sur un B-ensemble u € V®) particulier :

Proposition 8 (Principe du maximum) — Si % = AC, alors pour chaque
e-formule ¢(z) a une variable libre x et d parameétres dans VB il existe un

B-ensemble u tel que
[Fz ¢(2)] = [#(u)] -



Preuve. Soit (u;);er une famille de B-ensembles telle que pour tout u € VB,
il existe un indice ¢ € I pour lequel on a [¢(u)] = [¢(u;)]. (Une telle famille
existe d’aprés le schéma de collection.) Soit < une relation de bon ordre sur
Pensemble T (qui existe d’aprés 'axiome du choix). Pour tout 7 € I on pose

b = [p(ui)] A /\a[[¢><uj>]].

La famille (b;);er est clairement une antichaine, et on vérifie par une induction
immédiate (sur i) que [¢(u;)] = V;,; b pour tout i € I. Par conséquent :

Vo = Visw)l = '\ [e@w)] = Bao)].

el el ueV (®)

Soit u = ;. biui. On a by < [¢(u;)] (par construction) et b; < [u; = u
(d’apres le lemme du mélange), d’on

bi < [ui=ul A[o(us)] < [o(u)]
d’aprés la Prop. 3. Par passage a la borne supérieure, il vient alors
Beo@)] = Vb < [¢(w)].
il
L’inclusion réciproque est immeédiate. O

On notera que I’axiome du choix (AC) intervient de maniére essentielle dans
la preuve du principe du maximum. Il n’est pas possible de se passer de cette
hypothése dans la mesure ot :

Proposition 9 — Si pour toute algébre de Boole compleéte B (dans % ) le mo-
dele V®) satisfait le principe du mazimum, alors % E AC.

(Voir [1, Problem 1.30 p. 36].)

Remarque 4 — Le principe du maximum exprime que le modéle booléen V'(B)
(sur algebre de Boole B) est un modéle plein du langage de la théorie des en-
sembles. Grace a cette propriété, on pourra donc quotienter V® par un ultra-
filtre pour obtenir un modéle ordinaire de la théorie des ensembles (une fois que
nous aurons démontré que VB) satisfait bien tous les axiomes de ZFC).

Corollaire 2 — On suppose que % |= AC et que ¢(x) est une €-formule a une
variable libre x et a parametres dans V®) telle que VB |= 3z ¢(x).

1. Pour tout v € V® il existe u € V® tel que
VO o) et [u=1]=[¢)].

2. SiY(x) est une €-formule de variable libre x et & paramétres dans V(B)
telle que pour tout u € VB VE) = ¢(u) entraine VB |=1h(u), alors

VE = vz (¢(z) = ¢(x)).



Preuve. 1. Soit w € V® tel que [¢(w)] = 1 (d’aprés le principe du maximum).
Etant donné v € VB on pose b = [p(v)] et u = b-v + (=b) - w. D’aprés le
lemme du mélange, on a [u =v] > b et Ju = w] > —b, d’ou

[p(w)] > [u=vAp@)]Vu=wApw)] > bVv-b = 1.
Comme par ailleurs on a
[u=2] = [u=vAd)] < [o()] = b

il vient Ju = v] = b = [¢(v)].
2. Supposons que [é(u)] = 1 entraine [)(u)] = 1 pour tout u € V®. Soit v
un B-ensemble arbitraire. D’aprés 1., il existe u € V®) tel que VB = ¢(u) et
[u = v] = [¢(v)]. D’aprés notre hypothése on a VB = (), d’ou

[v@)] = [u=v]A o] = [o(v)]-
Donc [¢(v)] < [1(v)] pour tout v € VB soit [Va (¢p(z) = ¢(x))] = 1. O

2.3 Ceceur d’un V®_ensemble

Définition 4 (Cceur d’un B-ensemble) — Soit u un B-ensemble. On dit
qu'un ensemble de B-ensembles C' C VB est un ceeur de u si :

1. Pour tout v € Cona [veu] =1;

2. Pour tout w € V® tel que [w € u] = 1, il existe un unique v € C' tel que
[v=w]=1.

Proposition 10 (Existence d’un coeur) — Si l'aziome du choiz (AC) est
vrai dans l'univers % , alors tout B-ensemble admet un ceeur.

Preuve. Soit u € V®). Pour tout v € V® on note
fo = {(w, [v=w]) : we dom(u)} e Rdom(w)

Par construction, la correspondance v — f, a cette propriété que si f, = fo,
alors pour toute €-formule ¢(x) on a

[eurnd@] = \/ (uw)A[v=w]) A [6(v)]
_ wevwzu(w) Ao = w] A[g(w)])
=V ) A o = w4 o)
=V Al el a b)) e fo= 2
_ d\)“zgu(w) Al =wl A To(]) = [ €und(v))]

et en particulier v € u] = [v € u]. D’aprés le schéma de collection, il existe un
ensemble S € V® tel que pour tout v € VB il existe v/ € S tel que for = fo.
Soit T={veS : [veu] =1} et C un systéme de représentants de la relation
d’équivalence définie sur T par v ~ v/ & [v = v'] = 1 pour tous v,v' € T.
Montrons que C' est un cceur de u.



1. Pour tout v € C on a [v € u] = 1 par construction.

2. Soit w € VB tel que [w € u] = 1, et montrons I'existence de v € C' tel
que [v = w] = 1. Par construction de S, il existe w’ € S tel que f,y = fu.
On a donc Jw' € u] = [w € u] =1 d’ouw’ € T, et en utilisant la propriété
de la correspondance v — f, avec ¢(z) = z = w’, il vient

[w=vw] = [weuvAhw=u] = [W eurw =] = 1.

Si v désigne le représentant de la classe d’équivalence de w’ dans C, on a
[w=72v] > [w=w Aw" =v] =1. L'unicité de v est immédiate. O

3 Valeur de vérité dans une sous-algébre

3.1 Valeur de vérité dans une sous-algébre B’ C B

Soit B’ C B une sous-algebre de Boole compléte de B. L’algebre de Boole B’
définit & son tour une classe V®) des B/-ensembles. Il est clair (par une induction
transfinie immédiate) que VCEB) C VCSB) pour tout a € Ord, d’ou il ressort que
V(®) est une sous-classe propre de V) . V(B) C y(B)

Proposition 11 — Pour tous u,v € VE) CV® o g

[ue v] Eﬁii = Juev] (]Z;
[u =] = [u=1]
[uev]®) = [ueo]®

Preuve. Pour tous u,v € VB on a [u e v]®) = [u e v]® = v(u). Les deux
égalités [u = v]®) = [u = v]® et [u € v]®) = [u € v]® s'¢tablissent ensuite
par induction transfinie sur le maximum des rangs de u et de v. O

D’apres Uinclusion V®) C V®  toute e-formule ¢ a paramétres dans V(&)
est aussi une e-formule & paramétres dans V(®) . On peut donc interpréter cette
formule de deux maniéres différentes : dans ’algébre de Boole B’ par la valeur
de vérité [¢]®) € B/, mais aussi dans Palgébre de Boole englobante B par la
valeur de vérité [¢]®) € B. Dans le cas général cependant, ces deux valeurs ne
coincident pas car les quantifications existentielles (resp. universelles) présentes
dans la formule ¢ sont interprétées par des bornes supérieures (resp. inférieures)
qui portent sur des domaines différents :

e o@)]® =\ [s]® # \/ [ew]®) = [Beé@)]™
ueV (B) ucV ®)

(de méme pour la quantification universelle Va ¢(x)).

Ce probléme n’apparait pas dans le cas particulier ou ¢ est une formule
restreinte, c¢’est-a-dire une formule dans laquelle toutes les quantifications sont
relativisées a un ensemble (a l'aide d’un des deux symboles € ou ¢) :

Définition 5 (Formules restreintes) — La classe des e-formules restreintes
est définie par la BNF suivante :

¢, = x=y | we€y | wey
| = | oV | Jzeyo | Treyo
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La classe des €-formules restreintes est définie comme ’intersection de la classe
des e-formules avec la classe des e-formules restreintes.

Il est utile de remarquer que toute e-formule restreinte ¢ peut étre remplacée
par une e-formule restreinte ¢’ formée dans la signature {=, £}. Pour cela, il suffit
de remplacer chaque sous-formule atomique de la forme x € y dans la formule ¢
par Pe-formule restreinte 3zey = = 2z qui est équivalente & z € y dans V®
comme dans VE). La formule ¢’ ainsi obtenue est une e-formule restreinte
équivalente a la formule initiale ¢ au sens des modeéles VB et 174CoN

Proposition 12 — Si ¢(z1,...,2,) est une e-formule restreinte de variables
libres 1, . .., Ty, alors pour tous uq,...,u, € VE) on a :

[6(us, ..., un)]®) = [(u, ... u)]®.

Preuve. D’aprés la remarque qui précéde, il suffit de démontrer le résultat
pour les e-formules restreintes formées dans la signature {=,e}. On procéde
par récurrence sur la structure de la formule, en utilisant le fait que B’ est une
sous-algeébre de Boole compléte de B pour traiter le cas des quantificateurs. 0O

3.2 Valeur de vérité dans la sous-algébre 2 C B

Soit V@ la classe des 2-ensembles induite par ’algébre de Boole initiale 2 =
{0;1}. Quitte a poser 0 = Op et 1 = 1p, on peut considérer cette algébre initiale
comme une sous-algébre de Boole (compléte) de B; on a donc v cy®,

Il s’agit de démontrer que la classe V(?) est isomorphe & V en un certain
sens. Pour cela, on associe a tout ensemble x € % = V un 2-ensemble & € V2
défini par induction sur le rang de x en posant :

& = {(,1) : yex}.

(La correspondance = — & est clairement injective.) Notons que d’apreés l'inclu-
sion 2 C B, & est également un B-ensemble.

Lemme 2 — Pourtousz €V etueV® ona :
[ueci]® = \/ [u=g]®.
yET

Preuve. Par définition on a

wedl® = \ @A=u®) = Vu=9®. ©

vEdom (&) yeT
Proposition 13 — Pour tous z,y € V on a les équivalences :

r=y < [[j::yA]](B)zl
rey & [[:ieg}]](B):l = [[j;gm](ﬁ)zl

Preuve. L’équivalence z € y < [# ¢ §]®) = 1 est immédiate. Les deux autres

équivalences se démontrent simultanément par induction sur le maximum des
rangs de = et de y en utilisant le lemme 2. O
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Réciproquement, on démontre que :

Lemme 3 — Pour tout 2-ensemble v € V), il existe un unique ensemble
€V tel que [& = u]® = 1.

Preuve. L’unicité découle directement de la Prop. 13. Pour montrer ’existence
de cet ensemble, on a associe a tout 2-ensemble u € V(2 un ensemble @ € V
défini par induction sur u par

@ = {0 : (v,1) €u},

et on vérifie que [ = u]® = 1. O
Proposition 14 (Isomorphisme entre V et V(®) — Soit ¢(21,...,2,)
une €-formule de variables libres x1,...,x,. Alors pour tous x1,...,x, € V
on a

(@1, .. xn) < [p(@1,...,8,)]P =1.

Si en outre ¢(x1,...,x,) est une formule restreinte, alors

O(x1,. .. 1) < [d(E1,...,5,)]® =1.

Preuve. La premiére équivalence se démontre par récurrence (externe) sur la
formule ¢(x1,...,2,). La deuxiéme équivalence découle de la premiére d’aprés
la Prop. 12. O

11 est important de comprendre que dans le cas général (i.e. sans aucune hy-
pothése sur la formule ¢(z1, ..., x,)), aucune des deux implications qui forment
I’équivalence

(a1, . xn) < VE = o(d,...,2)

n’est satisfaite. Cependant, il est possible (et en pratique trés utile) de conser-
ver 'implication directe dans un cas particulier, a savoir quand la formule
d(x1,...,2,) est dans la classe ¥ :

Définition 6 (Formules 3;) — La classe des e-formules ¥; est définie in-
ductivement par les deux clauses suivantes :

1. Si ¢ est une e-formule restreinte, alors ¢ est X.

2. Si ¢ est une e-formule 1, alors 3z ¢ est X.

Dualement, on définit la classe des e-formules II; en remplagant les quantifica-
tions existentielles par des quantifications universelles.

Proposition 15 (Conservation des formules 31) — Si ¢(x1,...,2,) est
une €-formule 31, alors pour tous x1,...,x, on a

d(x1,. .. xn) = [O(E1,...,5,)]® =1.
Preuve. Par récurrence (externe) sur la formule ¢(z1,...,2,). O

(On a aussi ’énoncé dual avec les formules II;.)
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4 Satisfaction des axiomes de ZFC

Nous avons vu que I’axiome d’extensionnalité est vrai dans V&) (Prop. 5),
de méme que le schéma d’induction ensembliste (Prop. 6) qui équivaut bien
entendu & l'axiome de la fondation. Il s’agit a présent de démontrer que V()
satisfait tous les autres axiomes de ZFC.

4.1 Paire, union, compréhension et collection

Proposition 16 (Axiome de la paire) — L’aziome de la paire est vrai dans
le modele V' B) :

VE® = VYavb3IcVe (rec & r=arz=0).

Preuve. Etant donnés deux B-ensembles a et b, on pose ¢ = {(a,1); (b, 1)}.
Pour tout u € V® on a alors

[ued = \/ (cW)Au=2]) = [u=a] V] u="1]

vedom(c)
d’ou il ressort que [Vz (z € cex=aVae=>0)] = 1. O

Dans V®) | la paire (non ordonnée) formée par deux B-ensembles u et v
est donc définie par {u;v}®) = {(u,1);(v,1)}. Dans ce qui suit, on utilisera
également la notation

(u,0)® = {{u;u}®); {u; 0} B}E)
pour désigner la paire ordonnée formée par u et v dans V®),

Proposition 17 (Axiome de 'union) — L’aziome de l'union est vrai dans
le modele V®) :

VE = Va3dcVe (rec & Jy(yecarzey)).

Preuve. Soit a € VB, On considére le B-ensemble ¢ défini par
e dom(c) = U dom(v)
)

vedom(a
o c(u) = \/ (a(v) Av(u)) pour tout u € dom(b).
vedom(a)
Pour tout u € V® on a alors

ued = \/ (cw)Afu=uT])

u’€dom(c)

= \/ \/ (a(v) Av(u') A u=1u'])

vedom(a) u’€dom(v)

=V (s V() A=)

vedom(a) u’€dom(v)

= \/ (a(v)/\[[uévﬂ) = [yecauecy]

vedom(a)

d’ou il ressort que [Vz (z € c& Jycax cy)] =1. O
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Proposition 18 (Schéma de compréhension) — Le schéma de compré-
hension est vrai dans le modeéle VB) | en ce sens que pour toute €-formule o(x)
a une variable libre et  parameétres dans V® on a

V® = Vo3IV (rec & zcand(z)).
Preuve. Soit a € V), On considére le B-ensemble ¢ défini par
e dom(c) = dom(a)
o c(u) = a(u) A [¢(u)] pour tout u € dom(c)

Pour tout u € V® on a

[ued =\ (cwAr[u=2]) = (a(v) A ()] A [u = 2])
a)

vedom(c) vEdom(
=\ (@) ALu=o]ALbw)]) [u € a] Ao(u)]
vedom(a)
d’ou il ressort que [Vz (z €c & z€aA¢(z))] =1 O
Proposition 19 (Schéma de collection) — Le schéma de collection est vrai

dans le modele VB) | en ce sens que pour toute €-formule o(x,y) & deuz variables
libres et & paramétres dans VB on a

VB & Va3deVeea Fyo(e,y) = yec ¢(x,y)).

Preuve. Soit a € V® . D’aprés le schéma de collection dans %, il existe un
ensemble F C V® tel que pour tous u € dom(a) et b € B, s’il existe v € V(B
tel que [¢(u,v)] = b, alors il existe v € F tel que [¢(u,v)] = b. On pose alors
¢c=A{(v,1) : ve F}. Pour tout v € dom(a) on a

Byowy)] = \/ [suy)]

veV (B)

=\ (cAlowy]) = [Byecco(uy)]

vedom(c)
(d’apres la définition de F' = dom(c)), d’ou il ressort que
[Veea Fy(z,y) = Iy ec o(z,y))]
= /\ (a(u) = [Fy o(u,y) = Fy € c ¢(u,y)])

u€dom(a)
= /\ (a(u)ﬁl) = 1 O
u€dom(a)
4.2 L’axiome des parties

A tout B-ensemble a on associe le B-ensemble noté PP (a) et défini par
_ dom(‘p(B)(a)) — Rgdom(a)
~ BB (a)(u) = [u C a] pour tout u € dom(P®)(a))

Proposition 20 (Axiome des parties) — L’aziome des parties est vrai dans
le modele VB :

VE® = Va3deVe (rec & xCa).
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Preuve. Soit a € V® fixé, et posons ¢ = ‘,B(B)(a). Il s’agit de démontrer que
[u C a] = [u € ] pour tout u € V). Pour cela, on fixe u € V&) et on considére
le B-ensemble v/ défini par

— dom(u') = dom(a)

- u/(v) =a(v) AJvewu] pour tout v € dom(u') = dom(a)
Par construction, on a u’ € dom(c). Pour tout v € V® on a

[veanveu] = \/(a(w)/\[[vzw]])/\[[véu]]
wedom(a)

= \/ (a(w) Ao =w] A v e u])

wedom(a)

\/ (a(w) A w € u] A v =w])

wedom(a)

=V WwAlk=u]) = [eu]

wedom(a)

Autrement dit : V® =/ = a Nu. Ce qui entraine que :

1. [o/ Cu] =1, dot Ju Cu'] = [u=1u].

2. [WCa]=1,douc(w)=[u Ca] =1, s0it: [u' €] =1.
On a alors

[uCal] = [uCalAuCu] = [uCd] = [u=1u]
d'ou Ju Ca] =u=v]Auw €c] <[uc€ c]. Réciproquement on a
[ued = /\ ([vCa]Au=2]) < [uCd]. O
vedom(c)

Il est utile de remarquer que
Lemme 4 — Pour tout x € % : ‘]?(;) C BB (1),
Preuve. Pour tout y € PB(z) on a en effet [§ € PE(2)] =9 C 2] = 1. O

Bien entendu, I'inclusion réciproque est en générale fausse dans V®) : Ien-
semble des parties de & dans V®) est bien plus gros que I’ensemble des parties
de x dans %, et c’est méme 'un des intéréts majeurs de la construction.

4.3 L’axiome de ’'infini
Soient les abréviations

zero(z) = Vyezy#y
succ(z,y) = zCyANze€yAVzey(z€axVz=u2)

qui expriment respectivement que x est 'ensemble vide et que y = 2 U {z} (i.e.
y est le successeur de x).

Proposition 21 (Axiome de l’infini) — L’aziome de linfini est vrai dans
le modele V®) :

VB £ Ja(3zea zero(z) A Vaeca Jyca suce(x)).

Preuve. Cet axiome est de la forme Ja ¢(a), ot ¢ est une €-formule restreinte.
Comme ¢(w), on a alors V(®) |= ¢(&) d’apreés la Prop. 14. O
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4.4 L’axiome du choix

Nous savons maintenant que V (®) E ¢ pour toute formule close ¢ qui est un
théoréme de ZF. Pour étendre ce résulat & ZFC (sous 'hypothese ou = AC),
on commence par généraliser le second item du corollaire 2 p. 8 & des formules ¢
et 1) dépendant d’un nombre quelconque de variables :

Proposition 22 — Soient ¢(x1,...,x,) et (x1,...,x,) deur €-formules de
variables libres x1, ..., z, et & paramétres dans V® . S :

1. % = AC
2. V(IB) ': 31’1 e 31;" d)(l’l’ . ,In)
3. VB = ¢(u, ..., u,) entraine VB = (uy, ... up)

B
pour tous uq, ..., u, € VE®,

alors V® = V-V, (p(z1,...,2,) = V(@1 ... Tn)).

Preuve. On se raméne au corollaire 2 item 2 en considérant les formules
— ¢ (z) = Fry--- Tz, (2=(x1,...,20) NO(21,...,2,)) et
—(2) = 3wy o (2= (@1, ) A1)
et en utilisant le fait que V(®) EVey---Va, Az z=(x1,...,25). O

Proposition 23 (Axiome du choix) — Si % = AC, alors 'aziome du choix
est vrai dans le modele VB : V(B = AC.

Preuve. 11 s’agit de montrer que la formule « toute relation d’équivalence admet
un systéme de représentants » est vraie dans V(). Sans perte de généralité, on
peut se restreindre au cas des relations d’équivalence non vides. (L’existence
d’un systéme de représentants étant triviale dans le cas de la relation vide.) On
considére les abréviations suivantes :

hab(a) = 3Jzxz€a
equiv(a,r) = Vz€arel(r,z,z)
N YxeaVyea (rel(r,z,y) = rel(r,y, x))
AN VreaVyeaVzea (rel(r,z,y) = rel(r,y, z) = rel(r,z, z))
repr(a,r,c) = cCa
A Yx€a Jy€ecrel(r,z,y)
AN VxecVyec (rel(r,z,y) = x=1y)

1l s’agit de montrer que
V®) = Va Vr (hab(a) A equiv(a,r) = 3crepr(a,r,c)).
Pour cela on utilise la Prop. 22 en remarquant que
V® = 3¢ 3r (hab(a) A equiv(a,r))

(la formule & droite du symbole |= étant un théoréme de ZF). Soient a,r € V(®
tels que (1) V® = hab(a) et (2) V®) |= equiv(a,r). Soit A un coeur de a.
D’aprés (1), A est non vide. On considére la relation binaire ~ sur A définie
pour tous u,v € A par

u~v = VE = rel(r, u,v)
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D’aprés (2), ~ est une relation d’équivalence sur A. Soit C' C A un systéme de
représentants de la relation ~, et ¢ le B-ensemble défini par ¢ = {(u,1) : u € C}.
(Par construction ¢ est un B-ensemble dont C' est un cceur.) En utilisant la
Prop. 22, on vérifie sucessivement que

1. VE E Ve(rce=aca)
2. VB = Vo (z €a= Ty (y € cArel(r,z,y)))
3. VB = VaVy(z € cAy € cArel(r,a,y) = 2 =y),
soit : V® |= repr(a,r, c). O

5 Ordinaux et cardinaux
5.1 Les ordinaux dans V(®
Dans ZF + AF, la classe des ordinaux est définie par la formule
Ord(a) = VzeazCa A VezeaVyca(zeyVe=yVyecu).
Comme cette formule est restreinte®, la Prop. 14 nous donne immédiatement :

Proposition 24 (Transfert des ordinaux) — Pour tout ensemble = :
Ord(z) & V® =0rd(z).

On peut affiner ce résultat de la maniére suivante :

Proposition 25 — Pour tout B-ensemble u, on a
[Ord(uw)] = \/ [u=4a].
a€Ord

Preuyve. Pour tout a € Ord, on a Ju = @] = Ju = &] A [Ord(&)] < [Ord(u)]
(car [Ord(&)] = 1), d’ou

\/ [u=4] < [Ord(u)].

a€eOrd

Réciproquement, on associe a tout v € dom(u) la classe D, définie par
D,={8e€0rd : [v=7]#0}.

On remarque que la correspondance 8 — [v = BH est injective de D, dans B.
Comme B est un ensemble, D, est aussi un ensemble. On pose alors

D= U D,,

vedom(u)
et on considére un ordinal ag ¢ D. Comme la formule

Ord(z) AOrd(y) =z cyVe=yVyecx

50n notera que la définition caractérise la classe des ordinaux uniquement dans la mesure ot
la relation d’appartenance est supposée bien fondée sur l'univers % (axiome de la fondation).
Dans le cas ol on ne suppose pas ’axiome de la fondation, la classe des ordinaux ne peut pas
étre définie par une formule restreinte.
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est un théoréme de ZF + AF on a
[Ord(u)] = [Ord(u) A Ord(dg)] < [u€ &)V [u= d&]V [&o € u].
On remarque alors que pour tout v € dom(u) on a [é&y = v] =0, d’on

[ao €] = \/ (u(v) Aado=v]) = 0.

vedom(u)
Comme par ailleurs [u € do] =V 5, [u = 3], il vient
[Ord(uw)] < [u € ao] V [u=do] < \/ [u=4a]. O
a€Ord

Corollaire 3 (Quantification sur les ordinaux) — Si ¢(z) est une €-for-
mule o parametres dans V® | alors

[Be (Ord(x) A ¢(2)]® = \/ [#(@)].

a€eOrd

Preuve. On a clairement l'inégalité \/, co,q[¢(4)] < [z (Ord(z) A ¢(2))]®).
Réciproquement, pour tout u € V® on a :

[Ord(w) A¢(w)] =\ ([w=a]Alp@]) < '\ [¢(@],
aeOrd a€eOrd
d’ott autre inégalité par passage a la borne supérieure. O

D’aprés les Prop. 7 et 25, le mélange d’une famille d’ordinaux standards
(vi)ier suivant une partition de 'unité (b;);cs reste un ordinal dans V(B :

VE Ord(Z bidi) .
el

Grace a ce qui précéde, on peut méme démontrer que tous les ordinaux de V' (B)
sont de cette forme :

Proposition 26 (Décomposition des ordinaux) — Pour tout u € V(® tel
que V®) |= Ord(u), il existe une famille d’ordinauz (a;)icr (dans %) et une
partition de 'unité (b;);cr telles que VB = u = D ier bidu.

Preuve. On considére la classe I définie par I = {« € Ord : J[u = &] > 0}, et
on note b, = [u = &] pour tout ¢ € I. Pour tous aj,as € I, a1 # a3, on a
bal /\boé2 = [[U:dl /\’U,:éég]] § [[&1 :@QH = 0.

d’ott 'on déduit que la correspondance o — b, est injective de I dans B. Par
conséquent, I est un ensemble et (by)aecr est une antichaine. Enfin d’aprés la
Prop. 25 on a

\/ba = \/ [u=a&] = [Ord(u)] = 1
ael a€Ord

ce qui montre que (by)acr est une partition de I'unité. Soit v =} _; bs. Pour
tout @« € T on a Ju = &) = by < [& = v] d’aprés le Lemme 1 (lemme du
mélange), d’ott b, < [u = & A& =v] < [u = v] pour tout a € I, et finalement
1 < [u = v] par passage a la borne supérieure. O
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5.2 Rappels de théorie des cardinaux

Avant d’analyser le comportement des cardinaux dans V®) il est utile de
rappeler quelques éléments de théorie des cardinaux.

Equipotence (sans AC) On dit que deux ensembles z et y sont équipotents
s’ils sont en bijection. Une condition nécessaire et suffisante pour que deux
ensembles x et y soient équipotents est qu’il existe une injection de x dans y et
une injection de y dans z (lemme de Cantor-Bernstein-Schroder).

La classe des cardinaux (sans AC) On dit qu'un ordinal & est un cardinal
s’il n’existe aucun ordinal @ < k équipotent a . La classe des cardinaux est
notée Card. D’aprés cette définition, il est immédiat que deux cardinaux sont
équipotents si et seulement si ils sont égaux. Tout ordinal « est équipotent & un
(unique) cardinal que I'on note |«|. Ce cardinal est défini comme le plus petit
ordinal k < «a tel que k est équipotent & a. Par construction, deux ordinaux ont
le méme cardinal si et seulement si ils sont équipotents.
De plus on démontre (sans AC) que

Lemme 5 — La classe des cardinauz est une classe propre.

Preuve. Supposons que Card est un ensemble. Soient W 1’ensemble des bons
ordres définis sur un élément de Card, et W' I'image de W (construite par
remplacement) & travers la correspondance qui & tout bon ordre associe son
ordinal. Comme tout ordinal « est équipotent & un cardinal — et donc isomorphe
a un bon ordre défini sur un élément Card — on a W’ = Ord, ce qui est absurde
puisque la classe des ordinaux n’est pas un ensemble. O

Ordre sur les cardinaux (sans AC) La classe des cardinaux Card C Ord
est munie de l'ordre induit par la classe des ordinaux (c’est-a-dire de l'ordre
de linclusion). On vérifie aisément que si k et p sont des cardinaux, k < p
si et seulement si il existe une injection de x dans p. Si X est un ensemble
de cardinaux, son union (c’est-a-dire sa borne supérieure dans la classe des
ordinaux) est encore un cardinal. Les bornes supérieures se calculent donc dans
la classe des cardinaux de la méme maniére que dans la classe des ordinaux. Par
ailleurs, la classe des cardinaux n’a pas de plus grand élément (sinon Card serait
un ensemble) et tout ordinal est majoré par un cardinal. Le plus petit cardinal
strictement supérieur & un cardinal k est noté k* (« successeur de & »).

Cardinaux finis et infinis (sans AC) Les ordinaux finis (i.e. les entiers
naturels) sont tous des cardinaux. L’ordinal w est lui méme un cardinal, que
lon note également Ry. (Il s’agit du plus petit cardinal infini.) L’ordinal w + 1
n’est pas un cardinal car il est en bijection avec 'ordinal w; c’est donc le plus
petit ordinal qui n’est pas un cardinal. Les autres ordinaux dénombrables ne
sont pas non plus des cardinaux. Le plus petit ordinal non dénombrable est &
son tour un cardinal, que I'on note Nj.

Plus généralement, on construit la suite transfinie (X, )acora des cardinaux
infinis en définissant X,, (pour chaque ordinal /) comme le plus petit cardinal
tel que k > Ng pour tout 8 < « (cardinal dont lexistence découle du fait
que Card est une classe propre). Cette suite transfinie est caractérisée par
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1. NO = w
2. Vo1 =NE (= successeur de R, dans Card)
3. Ry =supg., Np  sia est un ordinal limite.

Tout cardinal x est soit fini (i.e. K € w = Rg), soit de la forme k = N, pour
un certain ordinal «. La classe des cardinaux infinis est donc en bijection avec
la classe des ordinaux & travers la correspondance o — X,. (De méme pour la
classe de tous les cardinaux.)

Conséquences de axiome du choix D’aprés 'axiome du choix, tout en-
semble x peut-étre muni d’un bon ordre, lui-méme isomorphe a un certain ordi-
nal. Par conséquent, tout ensemble z est équipotent a un unique cardinal, que
Pon note |z|. Une conséquence de cette propriété est que pour deux ensembles
quelconques x et y, il existe toujours ou bien une injection de x dans y ou bien
une injection de y dans z (suivant que |z| < |y| ou |y| < |z]).

Comme tout ensemble admet un cardinal, on peut définir la somme & + p,
le produit k x p et la puissance k* de deux cardinaux k et p comme le cardinal
(respectivement) de l'union disjointe de k et de p, du produit cartésien de s
par u et de ensemble des fonctions de p dans k. (Attention : ces opérations
ne coincident pas avec les opérations de somme, de produit et d’exponentation
telles qu’elles sont définies habituellement sur les ordinaux.) On démontre que
pour tout cardinal infini X, on a X2 = X,, d’ott I'on tire les formules

Ry +Rg = Ny xNg = maX(Na,N,g) = Nmax(a,ﬁ)

pour tous «, 3 € Ord.

Cardinal de ’ensemble des parties et hypothése du continu Si « est un
cardinal, on note 2% le cardinal de I’ensemble des parties de k. On a clairement
2% > Kk et par conséquent 2% > kT, en notant kT le successeur du cardinal .
L’hypothése du continu s’écrit alors

(HC) 2% —
tandis que I’hypothése généralisée du continu s’exprime par la formule
(HGC) YaeOrd 2% =R, ;.

(On notera que dans le cas ou  est un cardinal fini, il y a en général de nombreux
cardinaux situés entre x + 1 et 27.)

De maniére similaire a la hiérarchie (X, )acora des cardinaux infinis, on dé-
finit la hiérarchie (34)acora €n posant :

2. Jpp1 = 27
3. Jo =supg.,ds sia est un ordinal limite.

Avec ces notations, I’hypothése du continu s’écrit alors 8; = J; tandis que
Ihypothése généralisée du continu devient : Vo € Ord R, = J,,.
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Notions avancées : cofinalité et régularité (avec AC) Soit a et 3 deux
ordinaux. On dit que « est cofinal a 0 s’il existe une injection de a dans (8
(strictement) croissante dont I'image n’est pas bornée dans 3. La relation « « est
cofinal & 8 » est une relation d’ordre plus fine que 'ordre usuel sur les ordinaux
(i.e. elle implique a@ < B). Cette relation n’est pas totale (0 et 1 ne sont pas
comparables) et n’admet pas de plus petit élément. Etant donné un ordinal
on appelle la cofinalité de « et on note cof(«) le plus petit ordinal 8 < « tel que
3 est cofinal & a. Un ordinal « est régulier si cof () = a. (Les ordinaux réguliers
sont donc les ordinaux minimaux pour la relation de cofinalité.) On démontre
que tout ordinal régulier est un cardinal ; dans ce qui suit, on parlera donc de
cardinaux réguliers. Les seuls cardinaux finis réguliers sont 0 et 1. Le cardinal R
est régulier, de méme que tous les cardinaux de la forme R,41 (a € Ord). Cette
derniére propriété découle immédiatement du lemme suivant :

Lemme 6 (Cardinaux réguliers) — Un cardinal p est régulier si et seule-
ment si pour tout cardinal k < p et pour toute famille de cardinauz (fia)acsk tels

que o < pu (pour tout a € k) on a Y ¢, fra < fh-

En revanche, le cardinal X, n’est pas régulier, car cof(X,) = Rg. On pourra
également remarquer que

N, = sup¥,, = ZN"

new neERy
Un outil important de théorie des cardinaux est le suivant :

Théoréme 1 (Konig) — Soient (u;)icr et (v;)ier deuz familles de cardinaux
indicées par un méme ensemble I (quelconque). Si p; < v; pour tout i € I, alors

Z,ui < Hui.

i€l iel

Preuve. Si pu; < v; pour tout i € I, il existe (d’aprés AC) une famille d’injec-
tions f; : u; — v; (pour i € I). Comme aucune des injections f; n’est surjective,
il existe (d’aprés AC) une famille d’ordinaux (3;);er tels que 5; € (v; \ fi(1i))
pour tout i € I. Soient S =3, pu; et P =]];.; i (on considére ici la somme
et le produit au sens ensembliste). On vérifie aisément que la fonction f : S — P
définie pour tous i € I, o € p; et j € I par

P — fila) sij=i
(f(i,)), {5j L

est injective, d’out I'inégalité |S| < |P| (au sens large). Pour montrer que cette
inégalité est stricte, supposons l'existence d’une bijection h : S — P et montrons
que cette hypothése est absurde. Pour chaque ¢ € I, on construit une fonction
gi : p; — v; en posant g;(a) = (h(i, )); pour tout o € p;. La fonction g; ne peut
pas étre surjective, car u; < v;. Ceci nous permet donc de choisir un élément
vi € (v \ gi(p;)) pour tout i € I. Soit (ip,ag) = h=((7:)ier)- On a alors

gio(ao) = (hlio,@0))iy = ((Vidien)iy = Yio & Gio(Hio)

ce qui est absurde. Donc il n’y a pas de bijection de S sur P. O
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Corollaire 4 — Pour tout cardinal infini p on a p < p°°f®),

Preuve. Soit = cof(p). Dans le cas ot k = p (p est régulier), on a clairement
w < 2* < pt. Dans le cas ot k < p (u n’est pas régulier), on vérifie aisément
qu’il existe une suite de cardinaux (a )ack tels que p, < p pour tout a € K et
[ = SUP,c, Mo On a alors d’aprés le théoréme de Konig

po=swppa < > pa < [[r = " O
aer aER ack

De ce corollaire on tire immédiatement que
Corollaire 5 — cof(2%0) > X,.

Preuve. Soit ¢ = 2%, On a cof(c) > Ry (car ¢ est infini). Comme ¢°°f(9) £ ¢
(Corollaire 4) et ¢Mo = (2R0)Ro = 28o-Ro = 980 — ¢ ] vient cof(c) # No. O

Le corollaire ci-dessus permet ainsi de démontrer (dans ZFC) que ¢ # N,
¢ # Ny, ¢ # Ny, etc. et plus généralement que ¢ # N, pour tout ordinal a tel
que cof (o) = Ng (car dans ce cas on a cof(R,) = Ny également).

5.3 Les cardinaux dans V®

Dans cette section on suppose que % = AC, et on considére les abréviations
suivantes :

bij(z,y, f) = « f est une bijection de z sur y »

equip(z, y) 3f bij(z,y, f)
Card(a) = Vf (Ord(a) AVBEa —bij(3,a, f))

Comme la formule bij(x,y, f) est restreinte, les formules equip(z,y) et Card(«)
sont respectivement de classe ¥, et II;. D’aprés la Prop. 15 on a alors :

Proposition 27 — Pour tous ensembles x,y, o on a

equip(z,y) = V® |= equip(@,)
V® = Card(a¢) = Card(a)

D’aprés ce qui précéde, tout élément de % qui est un cardinal dans V/(®) (a
travers la correspondance a — &) est un cardinal dans %/, mais la réciproque
est fausse en général. Intuitivement, V®) contient moins de cardinaux standard
que % . (Mais V®) contient également des cardinaux non standard.) Comme
pour les ordinaux, on peut démontrer que tout cardinal de V® est un mélange
de cardinaux de % (la réciproque étant fausse en général).

Proposition 28 (Décomposition des cardinaux) — Pour tout u € V(B
tel que V® |= Card(u), il existe une famille de cardinauz (r;)icr et une parti-
tion de l'unité (b;)ier telles que VB = u = > icr biki.

Preuve. D’aprés la Prop. 26, il existe une famille d’ordinaux («;);er et une par-
tition de I'unité (b;)ics telles que V®) |=u = 3", b;d;. Quitte & restreindre I,
on peut supposer que b; # 0 pour tout ¢ € I. Montrons & présent que tous les
ordinaux «a; sont des cardinaux. Pour cela, on raisonne par I’absurde en sup-
posant qu’il existe un indice ¢ € I tel que «; n’est pas un cardinal. Comme la
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formule « = n’est pas un cardinal » est 31, on a [Card(&;)] = 0. Or d’apreés le
lemme du mélange, on a également

0 # b < Ju=&] = [u=d]A[Card(u)] < [Card(q;)],

ce qui est absurde. Donc pour tout ¢ € I, o; est un cardinal. O

Proposition 29
1. VE® =Ry =R
2. Pour tout ordinal o : V®) = &; < N4

Preuve. 1. Conséquence de la Prop. 14, car 'énoncé x = Ry (« z est 'ordi-
nal w ») peut étre défini par une formule restreinte.
2. On note tout d’abord que pour tout ordinal a on a V(® |= Ord(k\/I;), méme
si on n’a pas nécessairement VB = Card(R,). On démontre la propriété par
induction transfinie pour tout ordinal o > 0. Soit « > 0 tel que pour tout 5 < «
on ait V®) E R < NB‘ On commence par démontrer que pour tout ordinal
£ <N, onaV® = £ <Ry On distingue deux cas :
1. £ < Rg. Dans ce cas on a V®) )=é<§g:NO§N@.
2. £ > Rg. Dans ce cas il existe 5 < « tel que || = Ng. On a alors
- V® g = [Rs| <Ry (Prop. 27)
- VB = [ <R (hypothese d’induction)
~V® = <Ry (car VB = N; < N puisque VE® Ea < )

— y®) ‘: é < Ny
On a alors
RacCRa] = \/ Ra@)=[ers]) = V[Een] = 1,
vedom(Ry,) E<N,
soit V(B) = §; < Nj. O

Nous avons vu que V(®) contient moins de cardinaux que % (en se limitant
aux cardinaux standard). On peut néanmoins faire coincider les cardinaux de %
avec les cardinaux standard de V® en supposant la condition suivante sur
I’algébre de Boole B :

Définition 7 (Condition de chaine dénombrable) — On dit que l’algébre
de Boole B satisfait la condition de chaine dénombrable si toute antichaine de B
a un support fini ou dénombrable.

On notera que la terminologie de « condition de chaine dénombrable » est
particuliérement maladroite puisqu’elle porte sur les antichaines plutot que sur
les chaines. Mais puisque c’est la terminologie consacrée par 1'usage...

Proposition 30 — Si B satisfait la condition de chaine dénombrable, alors
pour tous x, y et pour tout ordinal « :

1. Card(a) = V® E Card(d)
2. VB =R, =R
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3. equip(z,y) < V& |= equip(z, §).

Preuve. 1. L’implication est immédiate dans le cas ot a est un cardinal fini
ou dénombrable. Supposons donc que « est un cardinal infini non dénombrable.
On cherche a démontrer que pour tout § < a et pour tout f € V(®

[f est une surjection de § sur ] =
Pour cela on raisonne par I’absurde en supposant que
a = [f est une surjection de 3 sur a) # 0

On a donc A
a < [Veeadyep (y,z) € f],

< A VI erl.

E€anep

soit

Comme a # 0, pour tout ordinal £ € « il existe au moins un ordinal ne € 3 tel
que [(7g,€) € fl Aa # 0. Comme « est un cardinal infini non dénombrable et
comme [ < «, il existe un ordinal v € 3 tel que ’ensemble

X={{<a:n=9}

est infini non dénombrable (principe des tiroirs). En utilisant le fait que a <
[f est une fonction], on vérifie alors aisément que la famille

([(%:€) € f1 A a)eex

est une antichaine non dénombrable, ce qui contredit 'hypothése sur B. De ceci
il ressort que pour tout 8 < « on a [Jequip(3, &)] = 0 d’ou

[Card(& /\ [~equip(8,&)] =

BEa

2. On raisonne par induction sur a. Supposons que V() = &; = N pour tout
ordinal 8 < a. D’ apres la Prop 29, il suffit de montrer que V(B ): N, < N
D’aprés 1. on a VB = Card( «)- Pour tout f < a on a V(B) = Ng < Na, et

conllme VE = &; = N (hypothese d’induction) il vient VE = Ns < X,. On
a alors

»—~
I

WM,HAAM<MH
B<a
= [[Card( )/\VBEQN5<N]] < [Na <Na]]

3. D’aprés la Prop. 27 il suffit de montrer que V® = equip(#,§) entraine
equip(z, y). On raisonne par contraposition en supposant que x et y ne sont pas
équipotents. D’aprés (AC), il existe des cardinaux x et p tels que equip(z, k),
equip(y, 1) et kK # p. On a d’aprés la Prop. 27 (2.) et le point 1. ci-dessus :

V® = Card(k) A Card(i) A & # fi A equip(&, &) A equip(§, 1) .

Par conséquent : V®) = —equip(z, ), d'ott V® £ equip(z, 7). O
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Lemme 7 — Pour tout u € VE : VB = |y| < |dm)|

Preuve. 1l suffit de montrer que

—

Ve = 3f (fonction(f) A dom(f) = dom(u) Au C im(f)) .
Pour cela on considére le B-ensemble f défini par
f={(22®1) : zedom(u)}

et on vérifie que f satisfait les conditions requises dans V(®). O

6 Construction par forcing

6.1 Ensembles de conditions

Une maniére simple de construire une algébre de Boole compléte consiste
a partir d'un préordre (P, <) quelconque. Les éléments de P sont appelés des
conditions, et la relation p < ¢ se lit : « p est plus forte que ¢ ».

La relation de compatibilité entre deux éléments p, q € P est définie par

pTq=3IreP(r<pAr<gq)

et sa négation est notée p L g (« p et ¢ sont incompatibles »). L’orthogonal d’un
ensemble de conditions X C P est défini par

Xt = {qgeP: plgqg}.

Cet ensemble est clos inférieurement dans P. Comme d’habitude, on a :

1. Y C X entraine X+ C Y+ (contravariance de I'orthogonal)
2. X C X+t (cloture par bi-orthogonal)
3. Xt =x+t (tri-orthogonal)

Dans le cas ot X est un ensemble clos inférieurement dans P, les définitions
de Xt et de X1 se simplifient de la maniére suivante :

Lemme 8 — Pour tout ensemble de conditions X C P qui est clos inférieure-
ment et pour toute condition p € P on a :

peXt & Vg<p q¢C
peXt o VYg<p Ir<q recC

Si en outre Y C P est clos inférieurement, alors :
(XNY)H = Xy

On désigne alors par B(IP) I’ensemble des ensembles de conditions égaux a
leur bi-orthogonal, c’est-a-dire B(P) = {X CP: X = X1}, et on vérifie que

Proposition 31 (Algébre engendrée par P) — L’ensemble B(P) muni de
lordre de linclusion est une algébre de Boole compléte, ot

1.0=2 e 1=P
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2. XANY=XNY e XVY=(XUY)tt
3. -X =X+

Preuve. Par construction, B(P) est un treillis complet ot X AY = X NY et
ot X VY = (XUY)*+. Ce treillis complet est également muni d’une involution
antimonotone X — X L. Pour conclure, il reste & établir la loi de distributiviteé,
c’est-a-~dire pour tous X,Y, Z € B(P) :

(XVY)ANZ = (XuY)Htnz = (Xuy)ttnztt
= (XuY)n2)*+ = (Xn2)u(yYnz)tt
= (XAZ)V(YAZ)

en utilisant le lemme 8 pour (X UY)t+nZ+ = (XuY)n Z)*L+. O

Par ailleurs, I’ensemble de conditions P s’envoie de maniére monotone dans
'algébre de Boole B(IP) a travers I'application p — p+ (qui n’est pas injective
en général). L’algebre de Boole compléte B(P) peut donc étre vue comme une
forme de complétion du préordre (P, <) dans laquelle les conditions qui ont le
méme (bi-)orthogonal sont identifiées.

Réciproquement, toute algébre de Boole compléte B peut étre construite de
cette maniére, en remarquant que

Proposition 32 — Si B est une algébre de Boole compléte, alors l’algébre de
Boole compléte B(B\ {0}) engendrée par B\ {0} est isomorphe a B.

6.2 Forcing dans V®

Supposons & présent que le modéle V®) est construit a partir de P’algébre
de Boole B = B(P) engendrée par un ensemble de conditions (P, <). (D’aprés la
Prop. 32, on peut toujours faire cette hypothése quitte a prendre P =B\ {0}.)
Dans ce cadre, on définit la relation de forcing par

plEd = pe[g]®

(ot ¢ est une formule quelconque a paramétres dans V(IB)). Par construction,
I'ensemble [¢]®) est clos inférieurement dans P, c’est-a-dire :

g<p ANplEo = qlFo.

En utilisant la définition simplifiée de 'orthogonal et du bi-orthogonal d’un
ensemble de conditions clos inférieurement dans P (Lemme 8), on obtient alors
les équivalences suivantes :

plF—¢ & VYg<p qlf¢
pIEGAY < plEG A plEY
plEOVY < Vg<p Ir<q (rlE ¢ VvV riEY)
plEd=v & Vg<p (¢IF¢ = Ir<qrlEqy)
plEVE ¢(z) & YueVE plE ¢(u)
plEdr ¢z) & Vg<p Ir<q uecV® rlE¢u)
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Le modéle V(") En pratique, on peut se passer entiérement de P’algébre de
Boole engendrée par P dans la construction du modéle en remplagant la notion
de B-ensemble par la notion de P-ensemble définie inductivement par la clause

e Si X est un ensemble de P-ensembles et si u C X x P,
alors u est un P-ensemble.

Intuitivement, les fonctions de X dans B sont remplacées par des relations bi-
naires u C X x P, de telles relations pouvant toujours étre vues comme des B-
ensembles ot application est définie par u(v) = {p € P: (v,p) € u}**+. Comme

pour V® on construit une hiérarchie (VQ(P))aeord en posant

vE = | B xp)
B<a

pour tout a € Ord et on note v = Uanrd VUEP).

Toute la difficulté de I’exercice réside ensuite dans la définition des relations
de forcing p IF u € v et p I u = v sur les formules atomiques (avec u,v € V()
de telle sorte qu’on ait

[uev] = {p:pFucv} € B(P),
[u=v] = {p:pFu=v} € B(P)

et qu’on retrouve les égalités attendues :

J[u=v] = /\ (u(w) = Jw e v]) A /\ (v(w) = [w € u])
weV ®) weV ®)
[wed] = \/ (ow)Au=mw))

weV (®)

dans 'algébre de Boole engendrée, en notant u(w) = {p : (w,p) € u}*++.

Le modéle de forcing V®) ainsi défini est évidemment isomorphe au modéle
booléen V) (avec B = B(P)) en ce sens qu'il existe une fonction u +— uf
de V® dans V® telle que pour toute formule de la théorie des ensembles
é(21,...,2,) (sans paramétres), pour tous P-ensembles ui,...,u, € VF) et
pour toute condition p € P on ait

pIE Glur,.. . un) & p€[dlul,... uf)].

Le forcing de Cohen La construction qui précéde est difficile & manipuler en
pratique car les formules qui définissent la relation p I ¢ sont trés lourdes. Pour
simplifier ces formules, Cohen utilise [2, 3] une relation de forcing p I ¢ pour
laquelle I’ensemble des conditions forgant ¢ n’est pas nécessairement un élément
de l'algebre de Boole B engendrée par (P, <), mais seulement un ensemble de
conditions clos inférieurement. La construction de Cohen reste équivalente a la
construction précédente dans la mesure ot ’'on conserve 1’égalité

{p:phkey= ={p:pkEg}t = [4g].

La conservation des relations ci-dessus est facilitée par les égalités
11 11
(ﬂ Xi) = AXH et (U Xi) = \/ X
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(en supposant les X; clos inférieurement) qui permettent d’interpréter la dis-
jonction par 'union et la conjonction par l'intersection. Dans ce cadre, seule
Pinterprétation de la négation reste non triviale, puisqu’on conserve la défini-
tion par orthogonalité. Formellement, la relation de forcing p I+ ¢ au sens de
Cohen est définie sur les formules non atomiques par :

plk=¢ < Vg<p qlfo

plFoANY < plEo A plEy
plFoVY & plko V plky
pké=9 « Vg<p (¢l-¢ = plky)
plFVe ¢(z) < Yuec VP plk é(u)

plF3z ¢(z) < JueV® pl-¢(u)

Les relations p IF u € v et p IF u = v sont alors définies par induction sur les
rangs de u et de v par les équivalences :

plFrucev & Jw Ir>p (w,r)ev A plku=w)

plru=v & Yw V¢g<p Vr>q ((w,r)€u = plFwev) A
Yw Yg<p Vr>q ((w,r)€v = plFw € u)

(Exercice : vérifier que {p : p I ¢}++ = [#]. On peut également vérifier que la
définition ci-dessus est équivalente a celle qui est donnée dans [6].)

6.3 Antichaines de conditions

Dans cette section, on suppose 'axiome du choix (% | AC).

La notion d’antichaine (définie au départ dans les algébres de Boole) se
définit de maniére analogue dans n’importe quel ensemble de conditions (P, <)
a partir de la relation d’incompatibilité p L ¢ = -IreP (r < pAr < q).
Formellement, on dit qu'un ensemble de conditions A C P est une antichaine
si pour tous p,q € A tels que p # g on a p L ¢q. On notera qu’un ensemble de
conditions A C P est une antichaine si et seulement si I’ensemble

A’:{pll:peA}

est une antichaine dans l’algébre de Boole engendrée. Comme pour les algébres
de Boole, on dit qu'un ensemble de conditions (P, <) satisfait la condition de
chaine dénombrable si toute antichaine de P est finie ou dénombrable.

On vérifie alors (en utilisant 'axiome du choix) que

Proposition 33 — Un ensemble de conditions (P, <) satisfait la condition de
chaine dénombrable si et seulement si l’algébre de Boole engendrée B = B(P)
satisfait la condition de chaine dénombrable (au sens des algébres de Boole).

Preuve. La condition sur P entraine celle sur B. Supposons que P satisfait la
condition de chaine dénombrable, et considérons une antichaine A C B (au sens
des algebres de Boole). Sans perte de généralité, on peut supposer que & ¢ A.
Soit A : A — P une fonction de choix qui & tout X € A associe une condition
h(X) € X. Comme les éléments de A sont des ensembles de conditions deux a
deux disjoints, la fonction h est une injection de A dans P. Soit A’ I'image de
Pantichaine A par h dans P. On vérifie aisément que A’ est une antichaine de P
(au sens de P). Donc A’ est au plus dénombrable, de méme que A.
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La condition sur B entraine celle sur P. Supposons que B satisfait la condition
de chaine dénombrable, et considérons une antichaine A C P (au sens des en-
sembles de conditions). L’ensemble A’ = {p*+ : p € A} est une antichaine de B
de méme cardinal que A. Donc A’ et A sont au plus dénombrables. O

L’axiome du choix permet également de démontrer un résultat trés utile :

Lemme 9 — Tout ensemble de conditions (P, <) admet une antichaine mazi-
male au sens de l'inclusion.

Preuve. On applique le lemme de Zorn & I’ensemble des antichaines de P. O

Lemme 10 — Soit P un ensemble infini de conditions et B ’algébre de Boole
engendrée. Si P satisfait la condition de chaine dénombrable, alors |B| < [P[Yo.

Preuve. Soit o/ ’ensemble des antichaines de P. D’aprés la condition de chaine
dénombrable, on a |.«7| < |P|¥. D’aprés I'axiome du choix et le lemme de Zorn,
il existe une fonction F' : B — & qui a tout élément X C B associe une
antichaine F'(X) C X qui est maximale dans X. Montrons & présent que pour
tout X € Bon a F(X)+ = X1, cest-a-dire : F(X)+ C X+ (lautre inclusion
est immeédiate). Soit ¢ € F(X)* et p € X. Pour montrer que p | g, on suppose
qu’il existe r € P tel que r < p et r < ¢. On vérifie aisément que

1. r € X (car X est clos inférieurement)
2. r ¢ F(X) (sinon on aurait r L ¢, ce qui est impossible)
3. 7€ F(X)* (car F(X)? est clos inférieurement)

Par conséquent, F'(X) U {r} est une antichaine de X, ce qui contredit la maxi-
malité de F(X). Donc p L ¢, et F(X)* = X*+. Do X = F(X)*+, ce qui
entraine que F: B +— &/ est injective, et que |B| < || < |P[No. O

6.4 L’algébre des ouverts réguliers

La construction esquissée dans les sections 6.1 et 6.2 est une instance parti-
culiére d’une contruction plus générale ot I’ensemble de conditions est remplacé
par un espace topologique quelconque. Si P est un espace topologique, on dit
qu’un ouvert U C P est régulier si

U=U.
L’ensemble des ouverts réguliers de P est noté RO(P). On vérifie alors que :

Proposition 34 (Algébre des ouverts réguliers) — L’ensemble RO(P)
muni de l'ordre de linclusion est une algébre de Boole compléte, ou

1.0=2 e 1=P i

2.UANV=UNV e UVV=UUV

3. -U=X\U

Plus généralement, si (U;);cr est une famille d’ouverts réguliers de P, on a

/\Ul = ﬂUz et \/UvZ = UUl
i€l el i€l i€l
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En particulier, tout ensemble de conditions (P, <) peut étre muni de la to-
pologie induite par son ordre, c’est-a-dire de la topologie dont les ouverts sont
les ensembles clos inférieurement et dont les fermés sont les ensembles clos su-
périeurement (par complémentation). On vérifie alors que :

Proposition 35 — Pour tout préordre (P, <) on a
B(P) = RO(P),
en munissant P de la topologie de l’ordre.

Pour tout ensemble X C P on a alors

o]

1X = X, Xt=P\7IX = P\[X e Xx=71X.

o
(On fera attention au fait que | X # X, bien que | X soit un ouvert.)

7 Négation de I’hypothése du continu

Dans toute cette section on suppose ’axiome du choix (i.e. Z = AC).

7.1 L’ensemble de conditions P = Fin(/, 2)

Soit I un ensemble quelconque. On s’intéresse a ’ensemble de conditions
P = Fin(I,2) formé par toutes les fonctions partielles de I dans 2 = {0;1} a
domaine fini. On munit cet ensemble de ’ordre défini par

f<g=fDyg (inclusion inverse)

pour tous f,g € P. Dans cet ensemble, deux fonctions f et g sont compatibles
si et seulement si leur union est encore une fonction, que 'on note fg (produit
des conditions f et g). On vérifie alors que :

Lemme 11 — (P, <) satisfait la condition de chaine dénombrable.

Preuve. On démontre d’abord par récurrence sur n € w que si A C P est une
antichaine telle que |dom(f)| = n pour tout f € A, alors A est finie.

~ Cas de base : n = 0. Evident car A = @ ou A = {@}.

— Cas inductif. Supposons la propriété vraie pour n, et considérons une
antichaine A C P telle que |[dom(f)| =n + 1 pour tout f € A. Si A =&,
I’antichaine A est finie. Sinon, on considére un élément fy € A et on note
i1y...,int1 les éléments de dom(fy). Pour tout entier k € {1;...;n + 1}
onnote Ay, = {f € A : f(ir) # fo(ix)}. Comme A est une antichaine,
ona A= {fo}UALU---UA,q1, et il suffit pour conclure de montrer
que chacun des ensembles Ay est fini. Soit k € {1;...;n 4+ 1}. Comme
f(ix) =1 — fo(ix) pour tout f € Ag, tous les éléments de Ay prennent la
méme valeur au point i;. Par conséquent, 'ensemble A}, C P défini par

Ay = {fiaomn iy ¢ [ € Ax}

est une antichaine de P, dont tous les éléments ont un domaine de car-
dinal n. L’antichaine Aj, est donc finie (par hypothése de récurrence), de
méme que 'antichaine Ay qui a le méme cardinal.
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On considére a présent une antichaine A C P quelconque, et pour tout n € w
on pose A, = {f € A:|dom(f)| =n}. D’aprés ce qui précéde, A, est fini pour
tout n € w. Par conséquent, A = |J,,,, An est fini ou dénombrable. O

On note B = B(P) l'algébre de Boole engendrée par ’ensemble de condi-
tions (P, <). D’apreés la Prop. 33, l'algébre de Boole B satisfait la condition de
chaine dénombrable (au sens des algébres de Boole), ce qui permet d’encadrer
le cardinal de B de la maniére suivante :

Lemme 12 — Si l’ensemble I est infini, alors |I| < [B| < |I|No.

Preuve. Si I est infini, alors |P| = |Fin(I,2)| = |I], d’ou |B| < |I|Y d’aprés
le lemme 10. Pour montrer que |I| < |B|, on associe a tout ¢ € I la fonction
fi = {(i,0)} € P, et on vérifie que la fonction i — fi-+ est injective. O

7.2 Construction des réels de Cohen

Il s’agit & présent de construire dans V®) un ensemble de parties de w de
cardinal arbitrairement élevé (au sens de %). Pour cela on se fixe un cardinal
infini X, et on pose P = Fin(w x Ry, 2). A chaque ordinal 8 € R, on associe un
B-ensemble ug défini par

1. dom(ug) = dom(w) = {f:n € w}

2. ug(n)={f €P: f(n,8) =1} pour tout n € w,
en remarquant que {f € P: f(n,3) =1} = {f € P: f(n,3) = 0}+.
Lemme 13 — Pour tous 3,3 € X, :

1.V® =ug Co

2. 81 8# 0, alors [ug = ug] = 0.

Preuve. 1. [ugCa] = /\ (ug(h) = [nea]) = 1
new
2. On commence par remarquer que pour tous 8 € R, et n € w on a

[ eus] = \/ (ws(i) A =1]) = ug(n).
mew
Pour tout 3’ # 3 on a alors
[feug=necugp] = {feP:f(n,p)=1}={f€eP: f(np)=1}

1
{fE]Pf(TL,IB):O}\/{fE]Pf(n,ﬁl)zl}
{feP:f(nB)=0Vf(n,p)=1}

en remarquant que

{feIP:f(n,ﬁ)zo\/f(n,ﬂ’)ZH = {fEP:f(n,ﬁ):1/\f(7’l/,ﬁ/):0}l
(car B # (3'). De ceci on tire

[us Cug] = N (up(h) = up (7))

= {feP : ¥Ynew (f(n,B)=0V f(n,0)=1} = @

(car les éléments de P sont a domaine fini). D’ou [ug = ug] = 0. O
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Théoréme 2 — Soit a un ordinal tel que XY = R,. i P = Fin(w x X,) et
B = B(P), alors
VE = oM — R, .

Preuve. Soit p = P& (@) le B-ensemble représentant ’ensemble des parties
de w dans VB, On a |w x Ry| = R, dott |P| = R, et [B| = X, d’aprés le
Lemme 12 puisque ¥ = R,,. Par conséquent, on a

dom(p)] = [BH"E] = R = R,
d’ou l'on tire que
VE | 2% = || < |dom(p)] = [Ra| = Ra

en combinant (dans cet ordre) le Lemme 7, la Prop. 27 et la Prop. 30. Récipro-
quement, on considére le B-ensemble h défini par

h={((8,us)®,1) = e}

et on vérifie que V(B = « f est une injection de ?‘/2; dans p ». Par conséquent :
VE ERs = [Ro| < [p| = 2%, don VB |= 2% =R, O

7.3 Conclusion

Le théoréme 2 repose trés fortement sur ’hypothése que RYo = R, dans
P'univers % de départ. On notera que cette hypothése est automatiquement
satisfaite pour tout cardinal de la forme R, = 285 (avec B < ) puisque

Npo = (2%)No = 2NexRo = oRe = N, .

Quitte & remplacer % par Z* (ou L désigne la classe des ensembles construc-
tibles®), on peut supposer que '’hypothése généralisée du continu (HGC) est
vraie dans l'univers %/, auquel cas on a automatiquement Ng‘jrl = Ny41 pour
tout ordinal o (car N,y = 2%*). Le théoréme 2 devient alors :

Théoréme 3 — Si % = HGC, alors pour tout ordinal a € Ord il existe une
algebre de Boole compléte B (non dégénérée) telle que VB |= 2% =Ry ;.

Preyve. 11 suffit de prendre B = B(Fin(w x Rq41,2)). O

Par conséquent :
Corollaire 6 — Si ZF est cohérent, alors ZFC + 2% = Ry est cohérent.

Preuve. Si ZF est cohérent, alors ZFC + HGC l'est aussi. Soit % un modéle
de ZFC + HGC. D’aprés le théoréeme 3 il existe dans % une algébre de Boole
compléte B (non dégénérée) telle que V(B = 2% = Ny, soit VE) = 2R = R,
(car V®) =1 = 1). Ainsi, V® est un modéle booléen de ZFC + 2% = Ry, qui
est donc une théorie cohérente. O

Dans le résulat précédent, on peut évidemment remplacer Ny par N3, N4o,
etc., mais aussi par R,,11, Nxy+1, NN&OH, ete.

6Rappelons que si % = ZF, alors %L = ZFC + HGC [4, 6].
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