
Candidats de réductibilité quantitatifs et logique linéaire

élémentaire modulo

Aloïs BRUNEL∗

sous la direction d’Olivier Hermant†et de Gilles Dowek‡

Mars - Juillet 2010

Introduction

La complexité algorithmique a été intensivement étudié ces dernières décennies. Cependant,

aucun résultat signiVcatif de séparation concernant les classes de complexité (comme P, NP

ou PH) n’a été établi. Certains pensent que ce manque de résultat provient du fait que les

déVnitions et les caractérisations mathématiques de ces classes de complexité sont toujours

insatisfaisantes. Le domaine de la complexité implicite cherche à fournir des caractérisations

intrinsèques (qui ne font référence à aucun modèle de calcul spéciVque) de ces classes de

complexité.

Logiques allégées

En 1995, Jean-Yves Girard introduit la logique linéaire allégée ou LLL ainsi que ELL (pour

Elementary Linear Logic) dans [18]. Ces logiques, vue au travers de la correspondance de

Curry-Howard et notamment via la normalisation des preuves, constituent des langages de

programmation capturant respectivement les classes de complexité en temps P et ELEMEN-

TARY. Depuis, un certain nombre d’ autres logiques, génériquement appelées logiques al-

légées telles que SLL (pour Soft Linear Logic [23]) ou LAL (pour Light AXne Logic [1]) ont

été introduites pour caractériser d’autres classes de complexité.

Orthogonalité et réalisabilité

La réalisabilité est une technique permettant habituellement d’établir des propriétés calcula-

toires de langages de programmation typés et de fournir des modèles de diUérents systèmes

logiques. De récents travaux basés sur la réalisabilité ont par exemple permis de fournir un

cadre uniforme d’étude des logiques allégées, en particulier la réalisabilité de Dal Lago et

Hofmann [5] et [6]. La technique des candidats de réductibilité est une autre forme de réalis-

abilité introduite par Girard [16] pour prouver la normalisation forte du système F, et a été
utilisée par la suite dans de nombreuses preuves de normalisation forte, faible ou encore de

conWuence forte [13] de nombreux systèmes.

Le concept de l’orthogonalité en informatique théorique est basé sur l’observation des

interactions entre un programme et des environnements d’exécution. La réalisabilité à la

Krivine, basée sur ce concept, a notamment permis de généraliser le forcing de Cohen [3]

et de montrer l’indécidabilité de nombreux énoncés en théorie des ensembles [21] et [22].
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D’autres travaux basés sur la réalisabilité à la Krivine permettent de prouver la correction de

compilateurs de langages fonctionnels [19].

L’utilisation de l’orthogonalité de concert avec la technique des candidats de réductibilité

(voir par exemple [25] et [29]) permet de construire des preuves de normalisation modulaires

et avec un haut niveau d’abstraction. Les candidats de réductibilité pour la logique linéaire

en sont un exemple [17]. Une version généralisée de ces candidats linéaires, basée sur la

sémantique des phases et proche de la réalisabilité à la Krivine, a été introduite par Okada

[27]. C’est cette présentation des candidats de réductibilité linéaires qui constitue le point de

départ de notre travail.

Déduction modulo

La déduction modulo, introduite pas Dowek et Werner dans [11], est une extension de la

logique des prédicats du premier ordre où les axiomes sont remplacés par une congruence

et dans laquelle on peut exprimer de nombreuses théories comme la théorie des types sim-

ples, l’arithmétique [9] ou encore certaines variantes de la théorie des ensembles [10]. La

déduction modulo a l’avantage de fournir un cadre où l’on peut exprimer une notion de ré-

duction des preuves indépendante de la théorie ambiante et de fournir un critère algébrique

de normalisation forte d’une théorie appelé superconsistance [9].

Candidats de réductibilité quantitatifs

L’objet de ce rapport est l’introduction des candidats de réductibilité quantitatifs. Basée à la

fois sur les candidats de réductibilité pour la logique linéaire d’Okada, sur la réalisabilité de

Dal Lago et Hofmann et des idées issues de la réalisabilité à la Krivine, cette construction

permet d’obtenir de manière modulaire et uniforme des bornes de complexité sur la normal-

isation des réseaux de preuve. Nous appliquons en particulier dans ce rapport la technique

à ELL et montrons un théorème de normalisation en temps élémentaire de ses réseaux de

preuve.

En utilisant les techniques héritées de la déduction modulo, nous montrons également

comment obtenir un critère algébrique de normalisation en temps élémentaire d’une théorie

(pour ELL) donnée appelé superconsistance. Nous donnons un exemple concret d’une théorie

non triviale satisfaisant ce critère. Nous espérons que ce critère permettra d’étendre plus

facilement les langages fonctionnels basés sur les logiques allégées sans perdre leurs pro-

priétés de complexité.

Plan du rapport

Nous rappelons dans la section 1 une version simpliVée de la construction des candidats de

réductibilité d’Okada pour le fragment multiplicatif exponentiel de la logique linéaire MELL.

Dans la section 2, nous introduisons les candidats de réductibilité quantitatifs pour le frag-

ment multiplicatif de la logique linéaire MLL qui fournit le cadre général pour l’étude des

diUérentes logiques allégées, puis nous appliquons la technique mise en place à l’étude de la

normalisation faible en temps élémentaire de ELL dans la section 3. La déduction modulo et le

critère algébrique de normalisation en temps borné sont introduits en section 4. EnVn, nous

concluons ce travail dans la section 5.

1 Candidats de réductibilité pour la logique linéaire

Dans cette partie, nous introduisons une version simpliVée de la construction d’Okada dans le

cas d’une preuve de normalisation faible du fragment multiplicatif exponentiel de la logique



linéaire (MELL). La simpliVcation vient du fait que nous ne cherchons pas à prouver la nor-

malisation forte et nous utilisons uniquement des candidats de réductibilité non typés. Les

techniques décrites dans cette partie servent de cadre de base aux autres constructions présen-

tées dans ce rapport.

Il s’agit de déVnir une relation de réalisabilité notée 
 entre un programme (ici une struc-

ture de preuve) et une formule de MELL. t 
 A signife informellement que le programme t se
comporte suivant la spéciVcation décrite par la formule A. Nous allons voir comment montrer

ainsi des propriétés de normalisation faible. Les notations et les déVnitions ont été choisies

dans le but de clariVer la présentation et de la rapprocher des techniques de réalisabilité à la

Krivine.

1.1 Structures et réseaux de preuve de MELL

Nous déVnissons brièvement le fragment multiplicatif et exponentiel de la logique linéaire

(noté MELL) ainsi que le langage choisi pour déVnir la relation de réalisabilité, celui des

réseaux de preuve de MELL non typés, autrement appelés structures de preuves de MELL.

Les structures de preuve ont l’avantage d’être munis d’une relation de réduction locale (au

contraire du λ-calcul) et possèdent de nombreuses symmétries. On déVnit les structures et

réseaux de preuve uniquement de manière informelle, car en faire une présentation rigoureuse

serait long et fastidieux. On trouvera dans [15] une introduction plus complète aux réseaux

de preuve de la logique linéaire.

Structures de preuve

On introduit d’abord le fragment multiplicatif des structures de preuve ainsi que la relation de

réduction associée à ce fragment. On considère des graphes formés à partir des composants

(appelés liens) de la Vgure 1. Les noeuds (représentés par des symboles ◦) situés au dessus

d’un lien sont appelés prémisses et les les noeuds situés en dessous d’un lien sont appelés

conclusions. Les noeuds conclusions qui ne sont prémisse d’aucun lien sont appelés noeuds

pendants.

ax

cut

&
z

Figure 1: Liens multiplicatifs: axiome, coupure, par, tenseur et daimon

Une structure de preuve multiplicative est un tel graphe où chaque noeud est prémisse

d’au plus un lien et conclusion d’exactement un lien. Les structures de preuve de MELL

sont construits de la même manière, en utilisant les liens multiplicatifs ainsi que les liens

contraction, aUaiblissement et déréliction ((C), (W) et (D)) de la Vgure 2. De plus si t est une
structure de preuve de MELL, le graphe obtenu en plaçant t dans une !-boîte est aussi une

structure de preuve de MELL (voir Vgure 2).

Le noeud à droite du port ! de la boîte est appelé noeud principal de la boîte.

DéVnition 1 (Profondeur). Si t est une structure de preuve, on appelle profondeur de t et on
note ∂(t) le nombre maximum de boîtes ! encapsulées. La profondeur d’une coupure est le

nombre de boîtes ! encapsulant ce lien coupure.
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Figure 2: !-boîte et liens exponentiels: contraction, aUaiblissement et déreliction

Réduction

Le langage des structures de preuve multiplicatives est muni d’une relation de réduction �MLL:

on dit que t se réduit sur u et on note t �MLL u si u est obtenu à partir de t en appliquant une

des trois règles de la Vgure 3. La relation de réduction de MELL, notée � contient la relation

�MLL ainsi que les réductions décrites dans les Vgures 4 et 5. On note t �0 u si t se réduit

sur u en éliminant une coupure à profondeur 0 en utilisantn’importe quelle règle autre que

(ax/z).
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Figure 3: Réduction (ax/cut), (⊗/M) et (ax/z)
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Figure 4: Réduction (!/C) et (!/W)
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Figure 5: Réduction (!/!) et (!/d)

DéVnition 2 (Mesure de temps). Si t est une structure de preuve, et que R est une suite de

réductions t � t1 � · · · � tn telle que tn est en forme normale (on ne peut plus lui appliquer

de règle de réduction), alors on note #R le nombre de règles autre que (ax/z) utilisées dans



cette suite de réductions. Si t normalise faiblement, on note

Time(t) = min{ #R | R est une réduction partant de t et menant à une forme normale pour � }

Réseaux de preuve

On suppose disposer d’un langage de termes du premier ordre T (notés s, t, etc.) et pour

chaque entier n, d’une inVnité de variables du second ordre (notés X,Y, etc.) d’arité n. Le

langage des formules de MELL est déVni par la grammaire suivante:

A, B ::= X(t1, . . . , tn) | X(t1, . . . , tn)⊥ | A ⊗ B | AM B | !A | ?A

Les formules atomiques sont les formules de la forme X(t1, . . . , tn). La négation A⊥ d’une

formule A, uniquement déVnie sur les atomes, peut être étendue inductivement:

• (A ⊗ B)⊥ = A⊥ M B⊥ et (AM B)⊥ = A⊥ ⊗ B⊥.

• (!A)⊥ =?(A⊥) et (?A)⊥ =!(A⊥).

DéVnition 3 (Réseaux de preuve). Une structure de preuve t dont les noeuds sont étiquetés
par des formules est un réseau de preuve de MLL (resp. de MELL) si il a été construit induc-

tivement en utilisant les règles (Ax), (Cut), (⊗), (M) (resp. toutes les règles) suivantes:

(Ax)
` A, A⊥

` Γ, A ` ∆, A⊥
(Cut)

` Γ,∆

` Γ, A ` ∆, B
(⊗)

` Γ,∆, A ⊗ B

` Γ, A, B
(M)

` Γ, AM B

`?Γ, A
(Prom)

`?Γ, !A

` Γ
(W)

` Γ,?A

` Γ,?A,?A
(C)

` Γ,?A

` Γ, A
(D)

` Γ,?A

Les prémisses de chaque règle de construction correspondent à un réseau de preuve déjà

construit et les formules étiquettant chacun des noeuds pendants du réseau. On obtient le

réseau conclusion en appliquant le lien correspondant à la règle aux formules modiVées. Par

exemple: la règle (C) permet d’obtenir un réseau de preuve en reliant par un lien (C) deux
noeuds pendants d’un réseau de preuve étiquetés par ?A.

On notera que le daimon z n’apparaît dans aucun réseau de preuve.

1.2 DéVnitions de base

Nous déVnissons un certain nombre de notions utilisées tout au long de ce rapport.

DéVnition 4 (Structures pointées). On dit que une structure de preuve est pointée si exacte-

ment un des noeuds pendants est distingué. S’il existe, cet unique noeud est appelé noeud

distingué et les autres noeuds pendants sont appelés noeuds d’environnement. On note Λ◦

(resp. Λ) l’ensemble des structures pointées (resp. non pointées).

On notera z la structure pointée constituée d’un unique lien (z) et dont l’unique noeud
pendant est distingué.

DéVnition 5 (Interaction). On peut déVnir une opération ? : Λ◦ × Λ◦ −→ Λ dite opération

d’interaction. Si t, u ∈ Λ◦, alors on déVnit t ? u comme la structure de preuve obtenue en

reliant les deux noeuds distingués de t et u par un lien coupure.

Remarque. Il est à noter que pour tout t, Time(t ?z) = Time(t).



Si t ∈ Λ◦ alors on note [t]! la structure pointée obtenue en plaçant t dans une !-boîte, telle
que le noeud principal de la boîte soit le noeud distingué de t (qui reste distingué dans [t]!).

Si X ⊆ Λ◦, on note [X]! = { [t]! | t ∈ X }.
Si t, u ∈ Λ◦, on note t ⊗ u l’élément de Λ◦ obtenu en reliant les deux noeuds distingués de

t et u par un lien (⊗). Le noeud résultant est distingué.

Si t est une structure pointée avec au moins n noeuds d’environnements notés x1, . . . , xn

, et si u1, . . . , un sont des éléments de Λ◦, on note t[x1 := u1, . . . , xn := un] (ou simplement

t[u1, . . . , un]) la structure pointée obtenue en connectant les noeuds xi aux noeuds distingués

des ui en utilisant un lien coupure.

Si t est une structure de preuve avec au moins deux noeuds d”environnements et u ∈ Λ◦,
C(t[u, u]) est la structure obtenue en connectant dans t[u, u] chaque noeud d’environnement x
du premier u au noeud d’environnement x dans la seconde copie de u, via un lien contraction.

cut

cut

C C

...

... ...

u u t

cut

cut... ...

u u tt[u, u] = C(t[u, u]) =

1.3 Comportements et réalisabilité

Nous décrivons la notion de modèle de phase calculatoire, puis nous donnons un exemple

pratique de tel modèle: le modèle des candidats de réductibilité. Ces modèles sont basés sur

la notion de réalisabilité et d’orthogonalité.

On suppose qu’un ensemble ⊥⊥ ⊆ Λ appelé pôle (parfois appelé observable) est Vxé. Cet

ensemble induit une notion d’orthogonalité entre deux structures pointées:

t⊥u ssi t ? u ∈ ⊥⊥

On peut voir ⊥⊥ comme l’ensemble des structures de preuve "correctes", et t⊥u signiVe que t
et u interagissent de manière satisfaisante: ils sont orthogonaux. Si X ⊆ Λ◦, alors on note X⊥

et on appelle l’orthogonal de X l’ensemble

X⊥ ≡ { u ∈ Λ◦ | ∀t ∈ X, t⊥u }

On dispose de plusieurs propriétés usuelles liées à l’orthogonalité:

Lemme 1.

Si X,Y ⊆ Λ◦ alors:

1. X ⊆ Y implies Y⊥ ⊆ X⊥

2. X ⊆ X⊥⊥

3. X⊥⊥⊥ = X⊥

Si X est un ensemble de structures pointées, on peut voir X⊥⊥ comme l’ensemble des

structures qui se comportent de la même manière que les structures de X (puisque les élé-

ments de X et X⊥⊥ sont orthogonaux aux mêmes éléments). Ainsi un ensemble égal à son

biorthogonal est un ensemble contenant toutes les structures partageant un même comporte-

ment. C’est pourquoi un ensemble X ⊆ Λ◦ tel que X = X⊥⊥ est appelé comportement.



Exemple. Tout ensemble de la forme X⊥ est un comportement (par la propriété 3 du lemme 1).

Lemme 2.

Si X et Y sont des comportements, X ∩ Y aussi.

preuve. Soit t ∈ (X ∩Y)⊥⊥. Si u ∈ X⊥ ⊆ (X ∩Y)⊥, t? u ∈ ⊥⊥, et donc t ∈ X⊥⊥ = X. De même t ∈ Y⊥⊥ = Y .
D’où t ∈ X ∩ Y . De plus X ∩ Y ⊆ (X ∩ Y)⊥⊥ par le lemme 1. /

Si X et Y sont deux ensembles de structures pointées, on déVnit deux comportements

X ⊗ Y et !X qui vont servir à interpréter les formules de MELL :

• X ⊗ Y = { t ⊗ u | t ∈ X ∧ u ∈ Y }⊥⊥

• !X = ([X]!)⊥⊥

Les modèles de phase calculatoires, qui sont une version simpliVée des modèles de phase

pour les preuves d’Okada [27], sont essentiellement la donnée d’un pôle ⊥⊥ et d’un ensemble

de comportements D. Ils nous fournissent une classe de modèles deMELL.

DéVnition 6 (Modèle de phase calculatoire). On dit que la structure (⊥⊥,D, |.|) est un modèle

de phase calculatoire si:

• (�0-saturation) Si u ∈ ⊥⊥ et t �0 u, alors t ∈ ⊥⊥.

• (AUaiblissement) Si t ∈ ⊥⊥, alors toute structure de preuve t′ obtenue en plaçant côte à

côte t et un lien aUaiblissement est dans ⊥⊥ également.

• (Stabilité) D est un ensemble de comportements clos par ⊗, (.)⊥ et !.

• |.| est une valuation des formules atomiques deMELL vers D.

Exemple. Posons ⊥⊥ = { t ∈ Λ | t possède une suite de réductions inVnie } et D l’ensemble de

tous les comportements. Alors la structure (⊥⊥,D, |.| : A 7→ {z}⊥) est un modèle de phase

calculatoire.

Etant donné une telle structure, on peut associer à chaque formule A de MELL un com-

portement noté |A|, appelé valeur de vérité de A ou interprétation de |A|. Pour chaque t ∈ Λ◦,
on dit que t réalise A et on note t 
 A, si t ∈ |A|. On déVnit |A| par induction sur le langage des

formules (pour simpliVer, jusqu’à la section 4 on ne considèrera pas la présence de termes du

premier ordre, et tous les prédicats atomiques sont d’arité 0):

• |A| si A est atomique.

• |A⊥| = |A|⊥ si A est atomique.

• |A ⊗ B| = |A| ⊗ |B|.

• |AM B| = |A|M |B| = (|A|⊥ ⊗ |B|⊥)⊥.

• |!A| =!|A|.

• |?A| =?|A| = (!(|A|⊥))⊥.

Remarque. •On vériVe que |A⊥| = |A|⊥ pour toute formule A. Ainsi t 
 A⇔ ∀u 
 A⊥, t?u ∈ ⊥⊥.
• La stabilité de D par toutes les opérations utilisées ci-dessus assure que |A| est toujours un

élément de D.



La relation de réalisabilité vériVe un théorème dit d’adéquation au typage dans MELL.

Cela signiVe que toute structure de preuve (pointée) qui est un réseau de preuve typé par

une formule A est également un réalisateur de cette formule et donc se comporte suivant la

spéciVcation donnée par la formule A. Cela implique que les modèles de phase calculatoires

sont des modèles de MELL.

Théoreme 1 (Adéquation MELL).

Soit (⊥⊥,D, |.|) un espace de phase calculatoire et 
 la relation de réalisabilité associée. Si t est
un réseau de preuveMELL de conclusion ` A1, . . . , An, B, alors pour tous u1 
 A⊥1 , . . . , un 
 A⊥n ,
on a t[u1, . . . , un] 
 B (où le noeud de type B est distingué).

1.4 Modèle des candidats de réductibilité

On décrit maintenant un modèle de phase calculatoire particulier, le modèle des candidats

de réductibilité. Le théorème d’adéquation, une fois appliqué à ce modèle, nous fournit une

preuve de normalisation faible pour les réseaux de preuve de MELL.

Le pôle choisit est ⊥⊥ ≡ { t ∈ Λ | t normalise faiblement } et on notera dans le reste de ce

rapport ⊥⊥◦ l’ensemble des structures pointées t ∈ Λ◦ telles que la structure non pointée sous-

jacente appartient à ⊥⊥. Une propriété remarquable est que ⊥⊥◦ = {z}⊥. Et donc en particulier,

⊥⊥◦ est comportement.

DéVnition 7 (Candidats de réductibilité). On déVnit D comme l’ensemble des comporte-

ments X vériVant z ∈ X ⊆ ⊥⊥◦. Les éléments de D sont appelés candidats de réductibilité.

Exemple. ⊥⊥◦ est le plus grand candidat de réductibilité.

On peut obtenir le théorème suivant:

Théoreme 2 (Modèle de réductibilité).

Pour toute valuation |.| des formules atomiques vers D, la structure (D,⊥⊥, |.|) est un modèle

de phase calculatoire.

Associé au théorème d’adéquation, ce théorème permet d’obtenir le théorème de normal-

isation faible suivant. Le même paradigme sera appliqué par la suite aux logiques allégées

pour obtenir des théorèmes de normalisation en temps borné.

Théoreme 3 (Normalisation faible).

Si t est un réseau de preuve de MELL ayant A1, . . . , An et B comme conclusions, alors t
normalise faiblement.

preuve. Le théorème d’adéquation appliqué à un modèle de réductibilité (par exemple avec la valuation

|A| = ⊥⊥◦) nous donne t[z, . . . ,z] 
 B (car pour tout i, |A⊥i | ∈ D et donc z 
 A⊥i ). Or |B| ⊆ ⊥⊥
◦,

donc t[z, . . . ,z] normalise faiblement. D’où l’on déduit aisément que t lui-même normalise

faiblement (sinon t[z, . . . ,z] ne normaliserait pas faiblement). /

2 Candidats de réductibilité quantitatifs: le fragment multiplicatif

Dans cette partie et la suivante, nous développons une version plus élaborée des candidats de

réductibilité présentés à la section 1, appelés candidats de réductibilité quantitatifs, dont le rôle

est non seulement de prouver la normalisation faible des réseaux de preuve mais également

de fournir des bornes sur le nombre d’étapes de réduction nécessaires à leur normalisation.

Nous commençons par introduire une structure inspirée des monoïdes de ressource de Dal

Lago et Hofmann [5], le monoïde quantitatif, dont les éléments (appelés majorants) vont nous

permettre d’exprimer ces bornes. Les éléments p d’une telle structure ont la particularité de



pouvoir être "mesurés" via une une fonction ‖.‖. La relation de réalisabilité qui était aupara-

vant de la forme:

t 
 A

devient dans notre nouveau cadre une relation entre un couple réalisateur/majorant et une

formule:

(t, p) 
 A

et signiVe informellement "t est une structure de preuve se comportant suivant la spéciVcation

A et utilise au plus ‖p‖ ressources pour normaliser". Nous donnerons plus tard un sens au

terme "ressource" utilisé ici.

Dans cette section nous introduisons les candidats de réductibilité quantitatifs pourMLL,

que nous étendrons dans la section suivante au cas d’une logique allégée plus complexe: ELL.

2.1 Monoïdes quantitatifs

Nous allons déVnir plusieurs notions dérivées de celle de monoïde, qui serviront à la fois à

quantiVer les ressources (comme le nombre de pas de réduction nécessaire à une structure de

preuve pour normaliser), et à modéliser les règles de MLL.

On s’attachera dans la suite de ce rapport à diUérencier les structures nécessaires pour

obtenir l’adéquation au typage et celles nécessaires à la construction du modèle des candidats.

Dans le cas du fragment multiplicatif, la structure nécessaire pour obtenir l’adéquation est

celle de monoïde pointé.

DéVnition 8 (Monoïde pointé). On dit queM = (M,+,0, g) est unmonoïde pointé si (M,+,0)
est un monoïde commutatif et g ∈ M.

Pour construire le modèle des candidats, nous aurons besoin d’une structure plus riche: le

monoïde quantitatif. Pour obtenir des bornes concrètes en utilisant un élement x du monoïde,

il est nécessaire de savoir quelle quantité cet élément représente. Dans un monoïde quanti-

tatif, c’est l’existence d’une mesure ‖x‖ de cet élément qui nous fournit cette information.

DéVnition 9 (Monoïde quantitatif). Unmonoïde quantitatif est un quintupletM = (M,+,0,≤M

, ‖.‖M) tel que:

• (M,+,0) est un monoïde commutatif.

• ≤M est un préordre sur M compatible avec +.

• ‖.‖M : M → N est une fonction telle que:

+ ‖a‖M + ‖b‖M ≤ ‖a + b‖M

+ Si p ≤M q, alors ‖p‖M ≤ ‖q‖M .

+ Pour chaque n ∈ N, il y a un a ∈ M tel que n ≤ ‖a‖M .

On dit de plus qu’un élément 1 ∈ M est une unité si pour tout p ∈ M, ‖p + 1‖ = ‖p‖ + 1
(on considérera implicitement un monoïde quantitatif avec unité comme un monoïde pointé).

Exemple. La structure (N,+,0,≤, ‖.‖N), avec ‖n‖N = n est un monoïde quantitatif.

On peut expliquer les diUérents points de cette déVnition en pensant à la mesure d’un

élément d’un monoïde quantitatif comme à un temps de calcul d’un programme informatique

(comme un λ-terme ou une structure de preuve):

• L’opération + du monoïde correspond à la composition de programmes. Ainsi, si x et y
bornent le temps de deux programmes, x + y borne leur composition.



• L’inégalité anti-triangulaire peut alors s’expliquer par le fait que le temps de calcul de la

composition de deux programmes est en général plus grande que la somme des temps

de calcul des deux programmes (par exemple: la composition dans le λ-calcul (t)u ou la

coupure t ? u de deux structures de preuve).

• Un programme pouvant avoir un temps de calcul arbitraire, on doit disposer d’éléments

du monoïde dont la mesure est elle-même arbitrairement grande.

Les monoïdes quantitatifs diUèrent des monoïdes de ressource de Dal Lago et Hofmann

car ces derniers supposent l’existence d’une "anti"-distance (vériVant une inégalité anti-triangulaire)

surM×M alors que nous n’avons ici besoin que d’une mesure. Tout monoïde de ressource

est en particulier un monoïde quantitatif. Cette diUérence permet de simpliVer en partie les

arguments développés par la suite.

2.2 Orthogonalité et réalisabilité

Dans ce qui suit, on considère un langage de structures de preuve contenant au moins le

fragment multiplicatif (i.e. les liens axiome, coupure, ⊗ , M et z) muni d’une relation de

réduction contenant �MLL. On suppose avoir Vxé un monoïde commutatif pointé M =

(M,+,0, 1). Désormais, une formule va être réalisée par un couple (t, p) formée d’une struc-

ture pointée (appelée réalisateur) et d’un élément du monoïde M (appelé majorant). Nous

étendons l’opération d’interaction ? aux éléments de Λ◦ ×M:

(t, p) ? (u, q) = (t ? u, p + q)

Fixons maintenant un pôle ⊥⊥ dorénavant sous-ensemble de Λ × M. Celui-ci induit na-

turellement une notion d’orthogonalité pour un ensemble X ⊆ Λ◦ ×M:

X⊥ = { (t, p) ∈ Λ◦ ×M | ∀(u, q) ∈ X, (t, p) ? (u, q) ∈ ⊥⊥ }

Comme dans la section 1, X est un comportement si X⊥⊥ = X.

Si X,Y ⊆ Λ◦ ×M, nous déVnissons les opérations suivantes:

• X.Y = { (t ⊗ s, p + q) | (t, p) ∈ X et (s, q) ∈ Y }

• X ⊗ Y = (X.Y)⊥⊥

• X M Y = (X⊥.Y⊥)⊥

Nous allons à présent déVnir une classe de modèles basés sur les structures pointées et les

monoïdes pointés, à partir de laquelle on peut, comme dans la section 1.3, déVnir une relation

de réalisabilité qui vériVe un théorème d’adéquation au typage (dansMLL).

DéVnition 10 (Modèle de phase quantitatif multiplicatif). On dit que le quadruplet (M,⊥⊥,D, |.|)
est un modèle de phase quantitatif multiplicatif si:

• M = (M,+,0, 1) est un monoïde pointé.

• (�0-saturation) Si (t, p) ∈ ⊥⊥ et u �0 t alors (u, p + 1) ∈ ⊥⊥.

• (Stabilité) D est un ensemble de comportement clos par ⊗ et (.)⊥.

• |.| est une valuation des formules atomiques vers D.

Remarque. La clôture de D par ⊗ et (.)⊥ implique la clôture par M.



Les comportements héritent des propriétés calculatoires du pôle ⊥⊥. En eUet,

Lemme 3.

Si X est un comportement, alors X est �0-saturé.

DéVnition 11 (Relation de réalisabilité). Etant donné un espace de phase multiplicatif quan-

titatif, on peut associer à chaque formule A de MLL un comportement noté |A|, appelé valeur
de vérité de A ou interprétation de A. Pour chaque (t, p) ∈ Λ◦ ×M, on dit que (t, p) réalise A
et on note (t, p) 
 A, si (t, p) ∈ |A|. On déVnit |A| par induction sur le langage des formules de

MLL:

• L’interprétation de A est |A| (la valuation) si A est atomique.

• |A⊥| = |A|⊥ si A est atomique.

• |A ⊗ B| = |A| ⊗ |B|.

• |AM B| = |A|M |B|.

Cette notion de réalisabilité vériVe un théorème d’adéquation similaire au théorème 1.

Désormais un réseau de preuve t typé par une formule A nous fournit non seulement un

réalisateur de cette formule, mais également un majorant p ∈ M qui représente les ressources

utilisées par t au cours de sa normalisation.

Théoreme 4 (Adéquation).

Soit (D,M,⊥⊥, |.|) un modèle de phase quantitatif multiplicatif. Si `MLL x1 : A1, . . . , xn :
An, t : B alors il existe p ∈ M tel qu’on ait pour tous (ui, qi) 
 Ai, (t[x1 := u1, . . . , xn :=
un], p + (q1 + · · · + qn)) 
 B. De plus, p = (#(t)ax + #(t)M)1, où #(t)ax (resp. #(t)M) est le nombre

de liens axiome (resp. liens M) de t.

2.3 Candidats de réductibilité quantitatifs

On introduit ici les candidats de réductibitilité quantitatifs. M = (M,+, 0, ‖.‖, 1) est un

monoïde quantitatif avec unité Vxé. La déVnition du pôle diUère de celles de la section 1.4

par le fait qu’il contient maintenant des éléments de Λ◦ × M et qu’en plus de normaliser

faiblement, le temps de normalisation du réalisateur est borné par la mesure du majorant

associé:

⊥⊥ = { (t, p) ∈ Λ ×M | Time(t) ≤ ‖p‖ }

Remarque. On suppose implicitement que Time(t) ≤ ‖p‖ implique que Time(t) est déVni et
donc que t normalise faiblement.

Lemme 4.

On a toujours ⊥⊥◦ = {z}⊥ et ⊥⊥◦ est donc en particulier un comportement.

Remarque. Cette déVnition du pôle est similiaire à la notion de σ-saturation introduite dans

[2]. Il semble que la possibilité de déVnir simplement le pôle (ou la σ-saturation) vienne du

choix d’utiliser des réalisateurs en forme non-nécessairement normale, à l’inverse de ce qui est

fait dans [5] et qui nécessite la présence d’une anti-distance.

L’ensemble des candidats de réductibilité quantitatifs (ou plus simplement des candidats)

noté D est l’ensemble des X ⊆ Λ◦ tels que:

X⊥⊥ = X et (z, 0) ∈ X ⊆ ⊥⊥◦



Théoreme 5 (Modèle de réductibilité de MLL).

Pour toute valuation |.|, et tout monoïde quantitatif avec unitéM, la structure (M,⊥⊥,D, |.|)
est un modèle de phase quantitatif multiplicatif. En particulier, on note CMLL et on appelle

modèle de réductibilité pourMLL le modèle obtenu en choisissant le monoïde des entiers naturels

(N,+,0, n 7→ n,1) et la valuation A 7→ |A| = ⊥⊥◦.

Nous ne développons pas de preuve de ce théorème par manque de place. Néanmoins,

notons que le seul point diXcile de la preuve est la stabilité de D par (.)⊥ et ⊗ . L’existence de
l’unité du monoïde est quant à elle nécessaire pour montrer la �0-saturation de ⊥⊥.

En appliquant le théorème d’adéquation au modèle CMLL, nous pouvons prouver un

théorème de normalisation en temps linéaire.

Théoreme 6 (Normalisation faible en nombre de pas linéaire).

Si `MLL A1, . . . , An, t : B, alors t normalise en n pas, avec n ≤ |t|.

preuve. Tout d’abord, notons que pour tout i ∈ J1;nK, (z, 0) 
 Ai. En appliquant le théorème

d’adéquation au modèle CMLL, on obtient l’existence d’un entier k ∈ N tel que:

1. (t[z, . . . ,z], k + n0) 
 B

2. k ≤ |t|

En utilisant 1, puisque |B| ∈ D, on obtient Time(t[z, . . . ,z]) ≤ ‖k + n0‖ = k. Mais cela signiVe

alors que Time(t) ≤ k. En utilisant 2, on obtient Time(t) ≤ |t|. EnVn, on conclut en notant

que t ne contenant pas de z (car il est bien typé), Time(t) est exactement le nombre de pas de

réduction nécessaire à t pour normaliser. /

On aurait tout aussi bien pu construire un modèle prouvant la normalisation forte en

temps linéaire. Cependant, pour plus de simplicité et parce que la méthode ne s’étend pas

simplement en présence d’exponentielles, nous ne traitons pas cette question ici.

3 Candidats de réductibilité quantitatifs: ELL

Nous allons maintenant étendre le cadre des candidats de réductibilité quantitatifs à une

logique plus élaborée: ELL (pour Elementary Linear Logic). Cette logique, introduite dans

[18] est une version de la logique linéaire où la modalité ! est aUaiblie. En particulier les rè-

gles de promotion et de déréliction sont abandonnées au proVt d’une promotion fonctorielle.

Le résultat de cette restriction est le théorème de normalisation des réseaux de preuve ELL en

temps élémentaire.

DéVnition 12 (Fonctions élémentaires). L’ensemble des fonctions élémentaires (au sens de

Kalmar) est l’ensemble la clôture par composition et projection de l’ensemble des fonctions

suivantes:

• (n,m) 7→ n + m.

• (n,m) 7→ max(n − m,0).

• (n,m) 7→ [n/m] où [.] est la partie entière inférieure.

• n 7→ 2n.

Théoreme (Normalisation en temps élémentaire).

Il existe une famille de fonctions élémentaires (ei)i∈N telle que dès que si t est un réseau de

preuve de ELL, alors t normalise en un nombre d’étapes borné par e∂(t)(|t|).

Les candidats de réductibilité quantitatifs nous permettent d’obtenir une borne similaire

en utilisant une méthode sémantique, modulaire et extensible.



3.1 ELL et ses réseaux de preuve

ELL est un fragment de MELL, qu’on va décrire par ses réseaux de preuve. Il est possible de

caractériser les réseaux de preuve de ELL comme les réseaux de preuve de MELL vériVant

une certaine propriété dite de stratiVcation (voir [8]). Cependant, on choisit ici d’ introduire

des règles de typage spéciVques à ELL.

Le langage des structures de preuves de ELL est le même que celui deMELL. Les règles de

typage des réseaux de preuve de ELL sont celles de MELL, à la seule diUérence que les règles

` Γ, A
(Dereliction)

` Γ,?A

`?Γ, B
(Promotion)

`?Γ, !B

ont été remplacées par la règle de promotion fonctorielle:

` Γ, B
(Promotion)

`?Γ, !B

C’est-à-dire que si t est un réseau de preuve dont les noeuds pendants sont étiquetés par

A1, . . . , An, B, la structure de preuve obtenue en étiquetant les noeuds pendants de [t]! par

?A1, . . . ,?An, !B est un réseau de preuve.

Remarque. En particulier, la règle de digging !A(!! A n’est plus prouvable dans ELL.

Quant à la réduction des structures de preuve, elle diUère par la règle (!/!) qui devient:

!

t

!

u tu

!

cut

3.2 Monoïde élémentaire

Comme dans la section précédente, nous présentons ici la structure nécessaire à l’obtention

d’un théorème d’adéquation pour ELL. Cette structure est celle de monoïde avec exponen-

tielles élémentaires.

DéVnition 13 (Monoïde avec exponentielles élémentaires). Une structureM = (M,+,0,≤
, !, rcontr) est un monoïde avec exponentielles élémentaires si:

• (M,+,0,≤) est un monoïde commutatif préordonné.

• ! : M → M est une opération unaire telle que:

1. (Fonctorialité) Pour tous p, q ∈ M, on a !(p + q) ≤!p+!q.

2. (Contraction) Pour tout p ∈ M, !p+!p ≤!p + rcontr.

Les conditions de fonctorialité et de contraction sont respectivement utilisées pour mod-

éliser les règles de promotion fonctorielle et de contraction.

Exemple. (N,max(., .),0,≤, n 7→ n,0) (où max(n,m) est le maximum de n et m et ≤ l’ordre

usuel sur N) est un monoïde avec exponentielles élémentaires.

Pour construire le modèle des candidats quantitatifs, nous aurons besoin d’un monoïde

avec exponentielles élémentaires particulier, que nous appellerons le monoïde élémentaire.



DéVnition 14 (Le monoïde élémentaire). Le monoïde élémentaire est le monoïde quantitatif

Me suivant:

• Les éléments deMe = N×N×N×N
N sont les quadruplets (a, n,m, f ) tels que f : N→ N

est une fonction élémentaire croissante.

• L’addition est déVnie par: (a, n,m, f ) + (b, l, k, g) = (a + b, n + l,m + k,max( f , g)). Avec
max( f , g) la fonction qui à x associe max( f (x), g(x)).

• On dit que (a, n,m, f ) ≤ (b, l, k, g) quand:

+ a ≤ b

+ n ≤ l

+ 2nm ≤ 2lk

+ Pour tout x ∈ N, f (x) ≤ g(x)

• La mesure est ‖(a, n,m, f )‖ = n f (n + 2nm) + a

• L’opération exponentielle est !(a, n,m, f ) = (0,1, n+m+a, f +) où f +(x) = max(x f (x2x), x)
si (a, n,m, f ) , (0,0,0, x 7→ 0) et !(0,0,0, x 7→ 0) = (0,0,0, x 7→ 0).

Ce monoïde est directement adapté du monoïde utilisé par Dal Lago et Hofmann dans

[5] pour prouver la correction de ELL vis-à-vis de la classe ELEMENTARY. Notre monoïde

diUère essentiellement en trois points:

• Il possède un élément unité 1 tel que ‖p + 1‖ = ‖p‖ + 1, ce qui permet de borner

plus Vnement le nombre d’étapes de réduction d’une structure de preuve. C’est une

condition nécessaire à la construction des candidats de réductibilité.

• Il possède la propriété

(P1) !(0,0,0, 7→ 0) = (0,0,0, 7→ 0)

• La fonction f + est la fonction x 7→ max(x f (x2x), x), quand le monoïde introduit dans [5]

utilise f +(x) = x f (x2x). Cette diUérence minime permet pourtant d’obtenir la propriété

(P2) ∀p ∈ Me, ‖p‖ ≤ ‖!p‖

La première propriété était nécessaire pour construire le modèle CMLL (en fait, pour mon-

trer la �0-saturation de ⊥⊥, voir section 2.3), la deuxième (P1) et la troisième (P2) permettent

de construire le modèle des candidats de réductibilité dans le cas de ELL. Il est possible de

prouver queMe est un monoïde quantitatif avec exponentielles élémentaires et avec unité.

3.3 Comportements et réalisabilité

Dans ce qui suit, on suppose Vxé un monoïde avec exponentielles élémentairesM et un pôle

⊥⊥ ⊆ Λ × M. Toutes les déVnitions et constructions développées dans le cas de MLL sont

toujours valides. Ce qui suit constitue une extension de la section 2. Grâce à l’opération ! du
monoïde, on peut ajouter une construction modélisant ! et ?:

• !X = { ([t]! , !p) | (t, p) ∈ X }⊥⊥

• ?X = (!(X⊥))⊥



DéVnition 15 (Espace de phase quantitatif élémentaire). On dit que la structure (M,⊥⊥,D, |.|)
est un espace de phase quantitatif élémentaire ssi:

• M = (M,+, 0,≤, !, rcontr, 1) est un monoïde pointé avec exponentielles élémentaires.

• (�0-saturation) Si (t, p) ∈ ⊥⊥ et u �0 t alors (u, p + 1) ∈ ⊥⊥.

• (≤-saturation) Si (t, p) ∈ ⊥⊥ et p ≤ q alors (t, q) ∈ ⊥⊥.

• (AUaiblissement) Si (t, p) ∈ ⊥⊥, alors pour toute structure de preuve t′ formée de t et de
l’ajout d’un lien aUaiblissement, (t′, p) ∈ ⊥⊥.

• (Contraction) Si (t[u, u], p) ∈ ⊥⊥ alors (C(t[u, u]), p) ∈ ⊥⊥.

• (Stabilité) D est un ensemble de comportements clos par ⊗, M, !, ? et (.)⊥.

• |.| est une valuation des formules atomiques vers D.

Bien entendu, comme tout monoïde pointé avec exponentielles élémentaires est aussi un

monoïde pointé, tout espace de phase quantitatif élémentaire est également un espace de

phase quantitatif multiplicatif.

DéVnition 16 (Réalisabilité étendue). On peut étendre l’interprétation déVnie dans la section

précédente à toutes les formules de ELL de la manière suivante:

• |A| si A est atomique.

• |A⊥| = |A|⊥ si A est atomique.

• |A ⊗ B| = |A| ⊗ |B|.

• |AM B| = |A|M |B|.

• |!A| =!|A|.

• |?A| =?|A|.

Cette notion de réalisabilité induit un théorème d’adéquation pour ELL.

Théoreme 7 (Adéquation à ELL).

Soit (M,⊥⊥,D, |.|) un espace de phase quantitatif élémentaire. Si `ELL x1 : A1, . . . , xn :
An, t : B alors il existe p ∈ M tel que pour chaque (u1, q1) 
 A1, . . . , (un, qn) 
 An, on ait

(t[x1 := u1, . . . , xn := un], p + (q1 + · · · + qn)) 
 B.

Par manque de place nous ne donnons pas la preuve de ce théorème, mais on peut cepen-

dant trouver dans le tableau suivant le récapitulatif des bornes données par le théorème

d’adéquation. Il donne les majorants utilisées en fonction de la dernière règle utilisée dans le

réseau de preuve (sur laquelle est eUectuée l’induction).

3.4 Candidats de réductibilité quantitatifs pour ELL

La construction des candidats de réductibilité quantitatifs pour ELL ne diUère que très peu de

celle pour pour MLL introduite à la section 2.3. En eUet, la seule diUérence est le monoïde

utilisé: on a besoin ici d’un monoïde quantitatif (pointé avec exponentielles élémentaires) qui

dispose d’une unité et vériVe à la fois les condition (P1) et (P2). On pourra ainsi choisir le

monoïde élémentaire (voir déVnition 14) en lieu et place du monoïde des entiers N. Le fait

que ‖p + 1‖ = ‖p‖ + 1 assure que les preuves de saturation de ⊥⊥ et de stabilité de D par (.)⊥

et ⊗ sont toujours valides. Il reste uniquement à traiter les modalités, ce qui donne lieu au

théorème de stabilité, qui constitue la seule diXculté de la construction et qui repose sur la

preuve du cas multiplicatif et les conditions (P1)et (P2).



Figure 6: Majorants obtenus par adéquation

(Axiom)
1 : (` A⊥, A)

p1 : (` A,Γ) p2 : (` A⊥,∆)
(Cut)

p1 + p2 : (` Γ,∆)

p1 : (` A,Γ) p2 : (` B,∆)
(⊗)

p1 + p2 : (` A ⊗ B,Γ,∆)

p : (` A, B,Γ)
(M)

p + 1 : (` AM B,Γ)

p : (` C1, . . . ,Cn, A)
(Prom)

!p + 1 : (`?C1, . . . ,?Cn, !A)

p : (` Γ,?A,?A)
(Contr)

p + 1 + rcontr : (` Γ,?A)

p : (` Γ)
(weak)

p : (` Γ,?A)

Théoreme 8 (Stabilité de D).

D est clos par (.)⊥, ⊗ et !.

Grâce à ce théorème, on montre que la structure CELL = (D,Me,⊥⊥, |.|) est un modèle de

phase quantitatif élémentaire (Me est le monoïde élémentaire, et si A est atomique, |A| = ⊥⊥◦).
On peut alors obtenir le théorème de normalisation en temps élémentaire.

Théoreme 9 (Normalisation en temps élémentaire).

Il existe une famille de fonctions élémentaires (ei)i∈N telle que dès que `ELL A1, . . . , An, t : B,
t normalise faiblement en k étapes avec k ≤ e∂(t)(|t|).

La preuve de ce théorème, utilisant le théorème d’adéquation appliqué au modèle CELL,

repose sur une analyse Vne du monoïde élémentaire Me et sur les bornes fournies par le

théorème d’adéquation (résumées dans le tableau 3.3).

4 Déduction Modulo et logiques linéaires

La déduction modulo [11] permet de déVnir de manière uniforme une notion de réduction des

preuves paramétrée par une théorie du premier ordre. Nous allons ici adapter ce concept à

ELL, dans le but d’obtenir un critère algébrique impliquant la normalisation faible en temps

élémentaire de ELL enrichie d’une théorie donnée.

4.1 Logiques linéaires modulo

Les logiques linéaires modulo sont obtenues en quotientant le langage des formules par une

congruence sur les formules ≡. C’est-à-dire qu’on ajoute la règle de typage des réseaux de

preuve dite de conversion:

` Γ, A A ≡ B
(≡)

` Γ, B

Si t est un réseau de preuve et A étiquette un des noeuds de t, alors si A ≡ B, la structure
obtenue en remplaçant A par B est également un réseau de preuve. Cela permet d’exprimer

dans un même cadre la normalisation d’un grand nombre de théories "non-calculatoires" (par

exemple l’arithmétique), c’est-à-dire qui ne nécessitent pas l’extension du langage des struc-

tures de preuve ni de la relation de réduction. On obtient ainsi plusieurs systèmes que l’on

noteraMLL≡, ELL≡ etMELL≡.



Si l’on dispose d’unmodèle de phase quantitatif (élémentaire oumultiplicatif)P = (M,⊥⊥,D, |.|)
tel que: A ≡ B implique |A| = |B|, alors la relation de réalisabilité qui en découle vériVe le

théorème d’adéquation au typage étendu à la règle de conversion (car si A ≡ B, les réalisa-
teurs de A sont également des réalisateurs de B). On dit alors que la valuation |.| est adaptée

à ≡.

4.2 La superconsistance

Les algèbres de valeur de vérité (ou TVA pour "Truth Value Algebra") sont une extension des

algèbres de Heyting, déVnies par Dowek dans [9] pour étudier la normalisation de théories

exprimées en déduction modulo. On introduit une version simpliVée des algèbres de valeur

de vérité adaptée à la logique linéaire.

DéVnition 17 (Algèbre de valeur de vérité linéaire). Une algèbre de valeur de vérité linéaire

(ou LTVA) est une structure (B,⊗, !, (.)⊥) telle que B est un ensemble (appelé domaine), ⊗ est

une fonction B × B −→ B, ! et (.)⊥ sont des applications de B −→ B.

On notera B pour parler du domaine aussi bien que de l’algèbre.

Remarque. Cette notion est une simpliVcation de la notion habituelle de TVA, car elle ne fait
pas référence à un ensemble de valeurs dites positives, clos par les règles de la logique dans

laquelle on travaille (logique intuitionniste pour les TVA et les préalgèbres de Heyting, logique

linéaire pour les LTVA). Cette simpliVcation se retrouve également dans le travail de Cousineau

[4].

DéVnition 18 (Algèbre ordonnée). On dit qu’une LTVA, (B,⊗, !, (.)⊥) est ordonnée si il existe
un ordre ≤ sur B tel que ⊗ et ! sont des fonctions croissantes pour ≤ et (.)⊥ est décroissante

pour ≤. On dit de plus que B est complète si ≤ est complet (tout sous-ensemble de B possède

une borne inférieure et une borne supérieure).

Théoreme 10 (Algèbre des candidats).

La structure (D,⊗, !, (.)⊥) des candidats de réductibilité quantitatifs élémentaires est une

LTVA ordonnée et complète pour l’inclusion.

preuve. On rappelle que D est l’ensemble des candidats de réductibilité quantitatifs et est stable par ⊗,

! et (.)⊥ (voir 3.4) donc (D,⊗, !, (.)⊥) est une LTVA. De plus cette algèbre est ordonnée pour

l’inclusion entre ensembles ⊆. En eUet, par les propriétés d’orthogonalité (.)⊥ est décroissante

pour ⊆ et ⊗ et ! sont trivialement croissantes.

De plus cet ordre est complet. Soit S ⊆ D, alors:

• La borne inférieure est l’intersection.
⋂

X∈S X est un comportement, et de plus il est clair

que (z, 0) ∈
⋂

X∈S X ⊆ ⊥⊥◦, donc
⋂

X∈S X ∈ D.

• La borne supérieure est (
⋃

X∈S X)⊥⊥. Il est aisé de voir que c’est le plus petit com-

portement contenant
⋃

X∈S X. Il suXt donc de vériVer que (
⋃

X∈S X)⊥⊥ ∈ D, ce qui est

immédiat. /

Remarque. On pourrait vériVer de la même manière que les candidats de réductibilité pour

MELL déVnis à la section 1 forment également une LTVA ordonnée et complète.

On peut maintenant énoncer la déVnition de la superconsistance d’une congruence ≡ et

montrer qu’elle implique la normalisation en temps borné de ELL≡.

DéVnition 19 (Superconsistance). Une théorie ≡ est superconsistante si pour toute LTVA A
ordonnée et complète, il existe un modèleA-valué adapté à ≡.

La superconsistance était connue pour être un critère de normalisation forte d’une théorie

en déduction modulo. On montre ici qu’elle est un critère de normalisation faible en temps

élémentaire en logique linéaire élémentaire modulo.



Théoreme 11 (Superconsistance implique normalisation).

Si ≡ est une théorie superconsistante, alors le théorème 9 est toujours valable pour ELL≡.

preuve. La preuve repose essentiellement sur le fait que le théorème 9 a besoin:

• du théorème d’adéquation, qui est toujours vrai si la valuation |.| est adaptée à ≡, ainsi

qu’on l’a dit précédemment.

• de la construction d’un modèle des candidats de réductibilité quantitatifs, construction

qui est toujours possible si l’on peut construire une valuation adaptée à ≡. Or étant

donné le théorème 10, la superconsistance implique l’existence d’une telle valuation. /

Remarque. • Nous n’avons pas montré que la superconsistance impliquait la normalisation

forte dans MELL. Cependant cette propriété est certainement vraie. Pour la prouver, il

faudrait reprendre la preuve de normalisation forte commencée par Okada dans [27]. Cette

preuve traite de manière incomplète les additifs et la modalité !, mais si l’on se restreint

à MELL, il est possible de la compléter (voir [28] pour plus d’explications). Il est à noter

que si ≡ est superconsistante, alorsMELL≡ normaliserait fortement et ELL≡ normaliserait

faiblement en temps élémentaire. Existe-t-il alors une théorie normalisant fortement dans

MELL mais pas en temps élémentaire dans ELL?

• Il existe des théories exprimables sous la forme d’une congruence ≡, telles que ELL≡ nor-

malise en temps élémentaire, mais ≡ n’est pas superconsistante. On sait depuis les travaux

de Girard [18] et Terui [31] que l’on peut rajouter un schéma de compréhension naïf à ELL

sans casser la normalisation en temps élémentaire. Or cette théorie implique qu’il ex-

iste une formule A telle que A ≡!(A⊥). Si l’on prend la LTVA B = ({0,1},+, x 7→ x, x 7→
(1−x)) (+ est le "OU" booléen), trivialement complète et ordonnée, alors |!A⊥| = 1−|A| , |A|
et donc il est impossible d’obtenir un modèle de ≡ pour cette algèbre.

4.3 Des théories superconsistantes

Plusieurs théories intéressantes sont superconsistantes et donc ne cassent pas la normalisa-

tion en temps élémentaire. Dans la tradition de la déduction modulo, quelques théories sont

bien connues pour être superconsistantes. Parmi celles-ci, notons:

• La logique d’ordre supérieur (cf [9]).

• L’arithmétique de Péano (cf [9]).

Pour exprimer ces théories, il nous faudrait disposer de la quantiVcation du premier ordre

∀. Néanmoins, par manque de place, nous ne l’avons pas traitée dans ce rapport. Nous nous

intéressons donc à une théorie intéressante qui n’en a pas besoin. Cette théorie introduit un

type point-Vxe, et correspond à l’équivalence linéaire suivante, valable pour toute formule A
telle que la variable du second-ordre X n’apparaît qu’en occurrence positive dans A (c’est-à-

dire qu’on ne traverse qu’un nombre pair de (.)⊥ pour atteindre X):

µX.A� A[µX.A/X]

Cette théorie permet notamment de déVnir diUérentes structures de données linéaires comme

les entiers ou les mots de Scott [26]. On introduit ici cette théorie sous la forme d’une con-

gruence ≡ et on montre que ≡ est superconsistante, et donc que ELL≡ normalise en temps

élémentaire. On rappelle qu’une théorie du premier ordre porte sur un langage du premier

ordre, lui-même constitué d’un ensemble de sortes, de symboles de prédicats et de termes du

premier ordre. On pourra se reporter à [9] pour une présentation plus formelle des théories

du premier ordre avec congruence. Décrivons la théorie considérée, en commençant par le

langage du premier ordre:



• Il existe une seule sorte o.

• Le langage introduit un unique symbole de prédicat unaire ε d’arité (o).

• Les termes sont construits inductivement à partir des constantes ⊗̄ : o → o → o,
M̄ : o → o → o , ¬̄ : o → o, !̄ : o → o, ?̄ : o → o, µ̄ : (o → o) → o et des variables X̄
pour chaque variable X du second ordre. µ̄ représente l’opérateur de point Vxe.

On peut étendre la notation .̄ en une traduction des formules de ELL vers le langage des

termes (ici � est une notation pour ⊗ et M, et � signiVe ! ou ?):

A � B = Ā�B̄

�A = �̄Ā

A⊥ = ¬̄Ā

On déVnit la relation ≡ comme la plus petite congruence ≡ telle que:

ε(A) ≡ A

ε(x�y) ≡ ε(x) � ε(y)

ε(�x) ≡ �ε(x)

ε(¬x) ≡ ε(x)⊥

Et telle que pour chaque formule F où la variable du second ordre X n’apparaît qu’en

occurrence positive µ(λX̄.F) ≡ F[(µ(λX̄.F))/X̄]

Remarque. Pour toute formule F, ε(F) ≡ F. On peut alors considérer de manière équivalente

une formule de ELL comme un terme et ainsi lui appliquer le point Vxe.

Exemple. On a par exemple ε(µ̄(λX̄.Y⊥ ⊗ X)) ≡ Y⊥ ⊗ ε(µ̄(λX̄.Y⊥ ⊗ X)).

Théoreme 12 (Superconsistance).

La théorie ≡ est superconsistante.

preuve. On pose Mo = C et Da→b = DDa
b . On interprète � (resp. �, ¬) par � (resp. �, ¬) les opérations sur

les comportements déVnies dans les sections précédentes. On choisit n’importe quel candidat

pour interpréter les A. ε est alors l’identité.

µ : f ∈ Do→o 7→

{

Un point Vxe de f si f est croissante sur (C,⊆)
⊥⊥◦ sinon

Pour vériVer qu’on a bien un modèle de ≡, il suXt de voir que si A est une formule où la

variable X n’apparaît qu’en occurrence positive, alors x 7→ A est croissante sur (C,⊆) (on le

montre aisément par induction sur le langage des formules). /

5 Conclusion

Nous avons introduit dans ce rapport les candidats de réductibilité quantitatifs, un cadre

d’étude de la normalisation des réseaux de preuve en temps borné à la fois proche des idées

de la réalisabilité à la Krivine [20], des espaces de phase calculatoires d’Okada [27] et de la

réalisabilité de Hofmann et Dal Lago [5]. Cette technique permet de donner une preuve sé-

mantique hautement modulaire du théorème de normalisation faible en temps élémentaire des

réseaux de preuve de ELL. Nous avons également exprimé un critère algébrique de normali-

sation faible en temps élémentaire de théories du premier ordre pour ELL. Ce critère permet

d’étendre l’ensemble des structures de preuve typables dans ELL sans perdre la propriété de

normalisation en temps élémentaire. Il reste un certain nombre de questions ouvertes et de

pistes à explorer. En voici une liste non exhaustive.



• Peut-on complètement reformuler le cadre décrit ici pour le λ-calcul et ainsi simpliVer

à l’aide de la biorthogonalité la réalisabilité de Dal Lago et Hofmann?

• Krivine a introduit récemment le concept d’algèbre de réalisabilité [21]. Est-il possible

de faire rentrer les espaces de phase quantitatifs dans ce cadre?

• Une piste semblant prometteuse concerne le domaine de la compilation. Dans [19],

les auteurs utilisent une variante de la réalisabilité classique de Krivine pour montrer

la correction de la compilation d’un langage fonctionnel. Leur cadre de travail étant

proche du notre (notamment par son utilisation centrale de la biorthogonalité), il pour-

rait être possible de montrer qu’un compilateur bien choisi préserve les propriétés de

complexité de λ-termes typables dans une logique allégée comme ELL ou LAL.

• Les travaux de Shirahata [30], de Girard [18] et de Terui [31] ont montré qu’on pouvait

étendre certains fragments de la logique linéaire comme MLL, LAL ou ELL avec un

schéma de compréhension naïf sans perdre la cohérence ni la propriété de normalisa-

tion en temps borné. Est-il possible de déVnir des modèles de réalisabilité d’une de ces

théories naïves des ensembles par des méthodes similaires à celles présentées dans ce

rapport? Prouver l’existence d’un modèle valué du schéma de compréhension naïf valué

dans les candidats de réductibilité permettrait par exemple de prouver la normalisation

de la théorie associée.

• Nous avons ici uniquement parler de normalisation faible. Il pourrait être intéressant

de se pencher sur la question de la normalisation forte en temps borné, en commençant

par celle de ELL.

• Si nos candidats de réductibilité quantitatifs ne s’intéressent ici qu’à borner le temps de

normalisation, il pourrait être intéressant de s’intéresser à la complexité en espace.

• EnVn, il est nécessaire de continuer à explorer le champs des théories superconsistantes,

ce qui permettrait d’étendre l’expressivité des logiques allégées.
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A Preuves des théorèmes: MLL

A.1 Théorème d’adéquation à MLL

On donne ici la preuve du théorème 4 d’adéquation des modèles de phase quantitatifs multi-

plicatifs àMLL énoncé dans la section 2. On rappelle l’énoncé:

Théoreme (Adéquation à MLL).

Soit (D,M,⊥⊥, |.|) un modèle de phase quantitatif multiplicatif. Si `MLL x1 : A1, . . . , xn :
An, t : B alors il existe p ∈ M tel qu’on ait pour tous (ui, qi) 
 Ai,

(t[x1 := u1, . . . , xn := un], p + (q1 + · · · + qn)) 
 B

de plus, p = (#(t)ax + #(t)M)1, où #(t)ax (resp. #(t)M) est le nombre de liens axiome (resp.

liens M) de t.

Proof. Le théorème est prouvé par induction sur la construction du réseau de preuve t:
• Si t est un axiome:

t = 

ax

A A
⊥

Alors, étant donné un couple (u, q) 
 A on a

uu

cut

ax
t[u] = 

EnVn, comme |A| est �0-saturé (car c’est un comportement), nous pouvons conclure que

(t[u], q + 1) 
 A: le majorant est p = 1.



• Si t se termine par un tenseur:

s1 s2

A     B

t = 

 Г Δ

On sait par induction qu’il existe deux majorants p1 et p2 tels que pour tous (g1, q1) 

Γ
⊥
1 , . . . , (gn, qn) 
 Γ⊥n , et tous (d1, r1) 
 ∆⊥1 , . . . , (dk, rk) 
 ∆⊥k , on ait (s1[g1, . . . , gn], p1 + (q1 +

· · · + qn)) ∈ |A| et (s2[d1, . . . , dn], p2 + (r1 + · · · + rk)) ∈ |B|. Ainsi, on a de manière évidente

(s1[g1, . . . , gn]⊗ s2[d1, . . . , dn], (p1+p2)+(q1+· · ·+qn)+(r1+· · ·+rk)) ∈ |A|.|B| ⊆ |A⊗B|. EnVn,
comme s1[g1, . . . , gn] ⊗ s2[d1, . . . , dn] = (s1 ⊗ s2)[g1, . . . , gn, d1, . . . , dn], on peut conclure si

l’on choisit le majorant p = p1 + p2.

• Si t se termine par un lien M:

t’

&

t =

Il existe par hypothèse d’induction un majorant pt′ tel que pour tout (u, pu) 
 A⊥ et pour

tout (v, pv) 
 B⊥,

u vt’

cut

cut

( , )|Γ1|
⊥, . . . , |Γk|

⊥
pt′ + pu + pv +

∑

1≤i≤k qi ⊥⊥

Par �0-saturation, et comme nous avons

&

u v

cut

t’
u vt’

cut

cut

|Γ1|
⊥, . . . , |Γk|

⊥|Γ1|
⊥, . . . , |Γk|

⊥
�

on peut conclure que (t[|Γ1|
⊥, . . . , |Γk|

⊥]?(u⊗v), pt+(pu+ pv+1)+Σ1≤i≤kqi+1) ∈ ⊥⊥. Mais cela

signiVe que (t[|Γ1|
⊥, . . . , |Γk|

⊥], pt′ + Σ1≤i≤kqi + 1 ∈ (|A|⊥.|B|⊥)⊥. C’est exactement le résultat

voulu (si l’on prend le majorant p = pt + 1) car |AM B| = (|A|⊥.|B|⊥)⊥.



• EnVn si t se termine par un lien coupure:

s1 s2

 Г Δ

cut

A A
⊥

Alors nous savons qu’il y a deuxmajorants p1 et p2 tels que pour tous (g1, q1) 
 Γ⊥1 , . . . , (gn, qn) 

Γ
⊥
n , et pour tous (d1, r1) 
 ∆⊥1 , . . . , (dk, rk) 
 ∆⊥k , nous avons (s1[g1, . . . , gn], p1 + (q1 + · · · +

qn)) 
 A et (s2[d1, . . . , dn], p2+(r1+ · · ·+rk)) 
 A⊥. Ainsi, (s1[g1, . . . , gn]? s2[d1, . . . , dk], (p1+

p2) + (q1 + · · · + qn + r1 + · · · + rk)) ∈ ⊥⊥. Puis comme s1[g1, . . . , gn] ? s2[d1, . . . , dk] =
(s1 ? s2)[g1, . . . , gn, d1, . . . , dk], on peut conclure (le majorant est p = p1 + p2).

�

A.2 Modèle des candidats quantitatifs pour MLL

Nous prouvons ici les propriétés nécessaires pour montrer le théorème 5 exposé dans la

section 2.3, qui exprime le fait que la structure des candidats de réductibilité quantitatifs

pour MLL est bien un modèle de phase. On suppose qu’un monoïde quantitatif avec unité

M = (M, 0,+, ‖.‖, 1) est Vxé. Nous rappelons la déVnition du pôle:

⊥⊥ = { (t, p) ∈ Λ ×M | Time(t) ≤ ‖p‖ }

On commence par montrer que le pôle est �0-saturé. C’est ici qu’on a besoin du fait que

1 est une unité deM.

Lemme 5.

⊥⊥ est �0-saturé.

preuve. Si (t, p) ∈ ⊥⊥ et u �0 t, alors Time(u) = Time(t) + 1 ≤ ‖p‖ + 1 = ‖p + 1‖ (car 1 est une unité de

M). Donc (u, p + 1) ∈ ⊥⊥. /

On continue en prouvant que ⊥⊥◦ est un comportement.

Lemme 6.

⊥⊥◦ = {(z, 0)}⊥ et est en particulier un comportement.

preuve. Cette propriété repose sur le fait que Time(t ?z) = Time(t).

• Si (t, p) ∈ ⊥⊥◦ alors Time(t) ≤ ‖p‖. Or Time(t ? z) = Time(t) et ‖p + 0‖ = ‖p‖. Donc
Time(t ?z) ≤ ‖p + 0‖ et ainsi (t, p) ? (z, 0) ∈ ⊥⊥ : (t, p) ∈ {(z, 0)}⊥.

• Si (t, p) ∈ {(z, 0)}⊥, cela signiVe que Time(t) = Time(t ? z) ≤ ‖p + 0‖ = ‖p‖. Donc
(t, p) ∈ ⊥⊥◦. /

EnVn on montre la stabilité de D (l’ensemble des candidats de réductibilité quantitatifs)

par (.)⊥ puis par ⊗.

Lemme 7.

Si X ∈ D, alors X⊥ ∈ D.

preuve. • On veut montrer (z, 0) ∈ X⊥. Il suXt de prendre (t, p) ∈ X⊥⊥ = X et montrer (z, 0) ?
(t, p) ∈ ⊥⊥. Comme X ⊆ ⊥⊥◦, Time(t ?z) = Time(t) ≤ ‖p‖ = ‖p + 0‖, et donc (z, 0) ?
(t, p) ∈ ⊥⊥.

• Montrons que X⊥ ⊆ ⊥⊥◦. Soit (t, p) ∈ X⊥. Alors comme (z, 0) ∈ X, (t ?z, p + 0) ∈ ⊥⊥.
Cela signiVe que Time(t) = Time(t ?z) ≤ ‖p + 0‖ = ‖p‖. /



Lemme 8.

Si X,Y ∈ D, alors X ⊗ Y ∈ D.

preuve. • Pour montrer que (z, 0) ∈ X ⊗ Y , il suXt de prendre (t, p) ∈ (X ⊗ Y)⊥ = (X.Y)⊥ et

de prouver (z, 0) ? (t, p) ∈ ⊥⊥, ce qui est équivalent à (t, p) ∈ ⊥⊥◦. Or, Time(t) ≤
Time(t? (z⊗z)) ≤ ‖p+ (0+0)‖ = ‖p‖ (car comme X,Y ∈ D on a (z⊗z, 0+0) ∈ X.Y).

• Si (t, p) ∈ X et (u, q) ∈ Y , alors par hypothèse, Time(t) ≤ ‖p‖ et Time(u) ≤ ‖q‖. Or, il
est aisé de voir que Time(t ⊗ u) = Time(t) + Time(u) ≤ ‖p‖ + ‖q‖ ≤ ‖p + q‖ (carM est

un monoïde quantitatif). Donc on obtient X.Y ⊆ ⊥⊥◦. Or ⊥⊥◦ étant un comportement,

X ⊗ Y = (X.Y)⊥⊥ ⊆ ⊥⊥◦⊥⊥ = ⊥⊥◦. /

Tous ces lemmes suXsent à montrer le théorème 5.

B Preuves pour ELL

B.1 Théorème d’adéquation à ELL

On donne ici la preuve du théorème 7 d’adéquation des modèles de phase quantitatifs élé-

mentaires à ELL énoncé dans la section 3. On rappelle l’énoncé:

Théoreme (Adéquation à ELL).

Soit (M,⊥⊥,D, |.|) un espace de phase quantitatif élémentaire. Si `ELL x1 : A1, . . . , xn :
An, t : B alors il existe p ∈ M tel que pour chaque (u1, q1) 
 A1, . . . , (un, qn) 
 An, on ait

(t[x1 := u1, . . . , xn := un], p + (q1 + · · · + qn)) 
 B.

Proof. La preuve est eUectuée par induction sur la construction de t. Les cas multiplicatifs

sont les mêmes que dans le théorème 4

• Si t est une promotion fonctorielle:

t’

A

!A

Γ

?Γ

t =

Avec Γ = C1, . . . ,Cn. On connaît par hypothèse d’induction l’existence d’un majorant p tel

que pour tous (u1, q1) 
 C⊥1 , . . . , (un, qn) 
 C⊥n .

t’

( , )u1, . . . , uk
p + (q1 + · · · + qk) |A|

En appliquant la !-boîte et l’opération ! du monoïde au majorant, on obtient:



( )
t’

!

,[u1]! , . . . , [uk]!
!(p + (q1 + · · · + qk)) !|A|

Mais, en utilisant la règle de réduction (!/!), on sait que:

t’

A

!A

cut

t’

!

[u1]! , . . . , [uk]!

u1, . . . , uk
�

ce qui signiVe par �0-saturation de !|A| que (t[[u1]! , . . . , [un]! ], !(p + Σqi) + 1) 
!A. Mais

!(p + Σiqi) ≤!p + Σi(!qi) (car le monoïde vériVe la propriété de fonctorialité de la déVnition

13) donc si on note αi = { ([u]! , !q) | (u, q) 
 Ci }, alors par ≤-saturation de ⊥⊥, on obtient

(t, !p + 1)[α1, . . . , αn] ⊆!|A|. Comme !|Ci| = α
⊥⊥
i , nous avons (t, !p + 1)[! |C1|, . . . , !|Cn|] ⊆!|A|,

ce qui permet de conclure en choisissant le majorant !p + 1.

• Si la dernière règle utilisée est une contraction:

t’

 Г
?A ?A

?A

C

t = 

Alors si on prend (u, !pu) ∈ Φ(|A|⊥)! ⊆ |?A|⊥ et si on pose

cut

cut

t’

?A ?A

u u

Г*
⊥

and       tГ [u,u] =t’

?A ?AГ*
⊥

tГ  =

Comme t′ est bien typé, on obtient par induction l’existence d’un pt′ tel que (tΓ[u, u], pt′ +

ΣΓqi+!pu+!pu) ∈ ⊥⊥.
Mais par la condition de contraction vériVée par⊥⊥, on sait queC(tΓ[u, u], pt′+ΣΓqi+!pu+!pu) ∈

⊥⊥ aussi, avec



cut

cut

t’

?A ?A

u u

Г*
⊥

C(tГ [u,u]) =

C C

EnVn comme le pas de réduction suivant s’applique:

cut

t’

C

u

Г*
⊥

cut

cut

t’

?A ?A

u u

Г*
⊥

C C

On peut conclure par �0-saturation de ⊥⊥ que (t[Γ∗] ? u, pt′ + ΣΓqi + 2!pu + 1) ∈ ⊥⊥.Mais

comme le monoïde vériVe la condition de contraction de la déVnition 13, !pu+!pu ≤!pu+rcontr

et par ≤-saturation de ⊥⊥, (t[Γ∗] ? u, pt′ + ΣΓqi+!pu + 1 + rcontr) ∈ ⊥⊥. Ainsi, en prenant

p = pt′ + 1 + rcontr, nous pouvons conclure.

• Si la dernière règle utilisée est un aUaiblissement:

t
W

?A

La propriété d’aUaiblissement de ⊥⊥ implique directement que le majorant recherché est p
où est le majorant donné par hypothèse d’induction appliquée à t.

�

B.2 Le monoïde élémentaire

On montre les propriétés importantes du monoïde élémentaire Me (voir déVnition 14). En

particulier, on montre que c’est un monoïde quantitatif et qu’il vériVe la propriété (P2).

Lemme 9.

Me = (Me,+,0,≤, ‖.‖, !, (0,2,0, x 7→ 0)) vériVe les propriétés suivantes:

1. ≤ est compatible avec +

2. !(p + q) ≤!p+!q

3. Pour tout p ∈ Me, !p+!p ≤ (0,2,0, x 7→ 0)+!p

4. Pour tous p, q ∈ Me, ‖p‖ + ‖q‖ ≤ ‖p + q‖

5. Si p ≤ q alors ‖p‖ ≤ ‖q‖



6. Pour chaque p ∈ Me, ‖p‖ ≤ ‖!p‖

preuve. Les preuves de ces propriétés utilisant l’opération ! sont triviales dès lors qu’un des majorants

est (0,0,0, x 7→ 0) on suppose donc toujours que chaque majorant est non nul (ce qui évite de

faire plusieurs cas). .

!((a, n,m, f ) + (b, l, k, g)) = !(a + b, n + l,m + k, f |g)

= (1, n + l + m + k + a + b, ( f |g)+)

= (1, n + l + m + k + a + b, ( f +|g+))

≤ (2, n + l + m + k + a + b, ( f +|g+)

= !(a, n,m, f )+!(b, l, k, g)

!(a, n,m, f )+!(a, n,m, f ) = (0,2,2(n + m + a), f +)

≤ (0,3, n + m + a, f +)

= (0,2,0, x 7→ 0)+ (0,1, n + m + a, f +)

= (0,2,0, x 7→ 0)+!(a, n,m, f )

‖(a, n,m, f )‖ + ‖(b, l, k, g)‖ = n f (n + 2nm) + a + lg(l + 2lk) + b

≤ n f (n + l + 2n+l(m + k)) + lg(n + l + 2n+l(m + k)) + a + b

≤ n( f |g)(n + l + 2n+l(m + k)) + l( f |g)(n + l + 2n+l(m + k)) + a + b

= (n + l)( f |g)(n + l + 2n+l(m + k)) + a + b

= ‖(a + b, n + l,m + k, f |g)‖

= ‖((a, n,m, f ) + (b, l, k, g))‖

si (a, n,m, f ) ≤ (b, l, k, g) alors

a + n f (n + 2nm) ≤ a + l f (n + 2nm)

≤ b + l f (n + 2nm)

≤ b + l f (l + 2nm)

≤ b + l f (l + 2lk)

≤ b + lg(l + 2lk)

= ‖(b, l, k, g)‖ /

B.3 Modèle des candidats de réductibilité quantitatifs élementaires

Pour justiVer la construction du modèle des candidats de réductibilité quantitatifs élémen-

taires évoquée dans la section 3.4, il suXt de prouver les propriétés suivantes:

• ⊥⊥ est �0-saturé.

• ⊥⊥◦ est un comportement.

• D est stable par (.)⊥, ⊗ et !.

Les deux premières propriétés ont été prouvées dans le cas multiplicatif. Il suXt d’étendre

le théorème de stabilité pour les candidats multiplicatifs au cas de l’exponentielle élémentaire:

Lemme 10.

Si X ∈ D, alors !X ∈ D.

preuve. • Montrons (z, 0) ∈!X = (!X)⊥⊥. Soit (u, q) ∈ (!X)⊥ et montrons Time(u) ≤ ‖q‖ (ce qui
est équivalent à montrer (z, 0) ? (u, q) ∈ ⊥⊥). Comme X ∈ D, on a (z, 0) ∈ X et donc

([z]! , !0) ∈!X. On conclut donc Time(u) ≤ Time(u ? [z]!) ≤ ‖q+!0‖ = ‖q‖ (par la
propriété (P1)).

• Soit (t, p) ∈ X. On montre alors que ([t]! , !p) ∈ ⊥⊥◦. Comme X ⊆ ⊥⊥◦, on a

Time(t) ≤ ‖p‖. Mais par la condition (P2), on sait également que ‖p‖ ≤ ‖!p‖. De plus
Time([t]!) = Time(t). On peut donc conclure Time([t]!) ≤ ‖!p‖. On vient de montrer

que { ([t]! , !p) | (t, p) ∈ X } ⊆ ⊥⊥◦. Or comme ⊥⊥◦ est un comportement on obtient:

!X = { ([t]! , !p) | (t, p) ∈ X }⊥⊥ ⊆ ⊥⊥◦⊥⊥ = ⊥⊥◦



/

B.4 Preuve du théorème de normalisation en temps élémentaire

On donne la preuve du théorème 9 de normalisation en temps élémentaire. Elle utilise les

deux propriétés suivantes, spéciVques au monoïde élémentaireMe. On rappelle que rcontr =

(0,2,0, x 7→ 0).

Lemme 11.

Si p = (x, y, z, f ) ∈ Me et a, b ∈ N, alors on a :

!(!( p) + arcontr + b1) =!(!( p + arcontr + b1))

Lemme 12.

Si p, q ∈ Me et que !p ≤!q, alors !! p ≤!!q.

Théoreme (Normalisation en temps élémentaire).

Il existe une famille de fonctions élémentaires (ei)i∈N telle que `ELL A1, . . . , An, t : B im-

plique que t normalise en k étapes avec k ≤ e∂(t)(x).

preuve. Tout d’abord, remarquons que pour tout i, |Ai| ∈ D et donc (z, 0) 
 Ai quand i ∈ J1;nK. Ainsi,
en appliquant le théorème d’adéquation 7 au modèle CELL, on obtient un majorant p ∈ M tel

que (t[z, . . . ,z], p + n0) ∈ |B| ⊆ ⊥⊥◦. Donc, Time(t[z, . . . ,z]) ≤ ‖p + n0‖ = ‖p‖. Mais cela

implique que Time(t) ≤ ‖p‖.
Maintenant, regardons plus en détail le majorant p. Si on inspecte le tableau 3.3, on voit que si

d = ∂(t):

p =!(!(!( . . . (!(qd) + qd−1) . . . ) + q2) + q1) + q0

où pour chaque i ∈ J0;nK, qi = aircontr + bi1 et

q0 + · · · + qd = (a0 + · · · + ad)rcontr + (b0 + · · · + bd)1 ≤ |t|rcontr + |t|1 = (|t|)(rcontr + 1)

Mais en itérant le lemme 11 on obtient que

p =!d(
∑

0≤i≤d

qi)

Parce que q0 + · · · + qd ≤ |t|(rcontr + 1) = (|t|,2|t|, 0,0), il est facile de voir que !(
∑

i qi) ≤
!(|t|,2|t|, 0,0) = (0,1,3|t|, x 7→ x). Et maintenant, en utilisant de manière itérée la propriété

12, on obtient p =!d(
∑

0≤i≤d qi) ≤!d(|t|,2|t|, 0,0) = (0,1, 3|t| + (d − 1), (. . . ((x 7→ x )+)+ . . . )+
︸     ︷︷     ︸

d fois

). Et

Vnalement:

Time(t) ≤ (x 7→ x)++···+(1+ 2(3|t| + (d − 1)))

≤ (x 7→ x)++···+(6|t| + 3d)

Mais on voit que ed : x 7→ (id)

︷    ︸︸    ︷

+ + · · ·+
d times (6x + 3d) est une fonction élémentaire en x. /

C Modèles de phase quantitatifs généralisés

Il est possible de généraliser la notion de modèles quantitatifs en modiVant légèrement le

langage des structures pointées, comme le fait Okada [27]. Cela permet de construire le

modèle des candidats de réductibilité quantitatifs typés et d’obtenir une projection vers les

espaces de phase élémentaires [7].

DéVnition 20 (Structures de preuve étiquetées). Soit L un ensemble quelconque. On note

L◦ = L ∪ {◦} l’ensemble dont les éléments sont appelés étiquettes. Une L◦-structure est une



structure de preuve dont les noeuds pendants sont étiquetés par des éléments de L◦ et telle
qu’au plus un noeud pendant est étiqueté par ◦. L’ensemble des L◦-structures dont un noeud

est distingué, c’est-à-dire étiqueté par ◦ est notéΛ◦ et l’ensemble des L◦-structures sans noeud
distingué est noté Λ.

Remarque. La notion de L◦-structure généralise celle de structure pointée (il suXt de prendre L
un singleton quelconque diUérent de {◦}).

L’interprétation de l’exponentielle est généralisée elle aussi. On suppose Vxée une fonc-

tion Φ : L → L. On déVnit alors l’action de Φ sur une L◦-structure t comme la L◦-structure
Φ(t) obtenue en remplaçant dans t les étiquettes l par leur image Φ(l). On peut voir Φ comme

un morphisme, en eUet:

t
u1

unФ( )   = t
Ф(u1) Ф(un)

L’opération ! devient alors:

!X = { ([Φ(t)]! , !p) | (t, p) ∈ X }

On modiVe en conséquence la déVnition de modèle de phase quantitatif.

DéVnition 21 (Espace de phase quantitatif élémentaire généralisé). On dit que la structure

(M, L,⊥⊥,Φ,D, |.|) est un espace de phase quantitatif élémentaire généralisé si (M,⊥⊥,D, |.|)
vériVe les conditions des espaces de phase quantitatifs élémentaires (où l’opération ! originale
est remplacée par celle que l’on vient de déVnir) exceptée la condition (Contraction) qui est

remplacée par la condition (Contraction’) suivante:

(Contraction’) Si (t[Φ(u),Φ(u)], p) ∈ ⊥⊥ alors (C(t[Φ(u),Φ(u)]), p) ∈ ⊥⊥.

C.1 Candidats de réductibilité quantitatifs typés

On dit qu’une L◦-structure non distinguée t ∈ Λ est L◦-typable si il existe un étiquettage des

noeuds internes de t par des formules de ELL tel que le résultat de cet étiquettage soit un

réseau de preuve de ELL. On dit qu’un élément t ∈ Λ◦ possédant un noeud distingué est

L◦-typable par A si la structure non distinguée obtenue en remplaçant l’étiquette ◦ par A est

L◦-typable. De plus z est toujours L◦-typable par A, quelque soit la formule A.
Le pôle est désormais

⊥⊥ = { (t, p) ∈ Λ ×M | Time(t) ≤ ‖p‖ et t est L◦-typable }

On déVnit l’observable de type A:

JAK = { (t, p) ∈ Λ◦ ×M | Time(t) ≤ ‖p‖ et t est L◦-typable par A }

Chaque observable est un comportement (on peut prouver que JAK = {(axA⊥ , 1)}⊥). Un
candidat de réductibilité quantitatif de type A est un comportement X tel que:

(z, 0) ∈ X ⊆ JAK

Le domaine D choisi est encore une fois l’ensemble de tous les candidats de réductibilité

quantitatifs typés. EnVn le morphisme Φ est déVni comme Φ(A) =?A. Il est ainsi aisé de voir



que la propriété (Contraction’) est vériVée, puisque une contraction ne sera bien typée que

si elle relie deux formules de la forme ?A. EnVn, pour montrer la stabilité de D par ⊗, (.)⊥ et

!, il faut reprendre la preuve des candidats non typés et l’étendre pour prendre en compte le

typage.

On obtient ainsi un modèle des candidats de réductibilité quantitatifs typés, qui permet-

tent d’obtenir une forme de complétude de la classe des modèles de phases quantitatifs élé-

mentaires généralisés par rapport à ELL.

Illustrons la diUérence avec le modèle des candidats non typés. On peut en utilisant ce

modèle, justiVer la théorie A ≡ A⊥. Il suXt de quotienter l’ensemble des formules par la plus

petite congruence vériVant A ≡ A⊥ dans la déVnition de L◦-typabilité. Les déVnitions des

ensembles JAK et ⊥⊥ sont alors modiVées en conséquence: comme JAK sera alors égal à JA⊥K, il
suXt d’utiliser une valuation |.| telle que |A| = JAK (|A⊥| sera alors égale à JAK⊥ = JA⊥K = JAK)
pour construire un modèle de candidats de réductibilité validant cet axiome.

C.2 Espaces de phase élémentaires

En utilisant les modèles de phases généralisés, on peut obtenir une notion de projection vers

les modèles de phases élémentaires (pour la prouvabilité). On rappelle la déVnition de modèle

de phase élémentaire, qui est une version légèrement modiVée de celle donnée dans [7].

DéVnition 22 (Modèle de phase élémentaire). Une structure (P, .,1,⊥,Φ,D, |.|) est unmodèle

de phase élémentaire si:

• (P, .,1) est un monoïde commutatif.

• ⊥ ⊆ P est le pôle (qui déVnit une relation d’orthogonalité).

• Φ : P→ P est un morphisme de monoïde tel que si Φ(x) ∈ {Φ(x).Φ(x)}⊥⊥. De manière

équivalente, si y.(Φ(x).Φ(x)) ∈ ⊥ alors y.Φ(x) ∈ ⊥.

• D est un ensemble de faits, c’est-à-dire d’ensembles X ⊆ P tels que X = X⊥⊥.

• |.| est une valuation des formules atomiques vers D

Avec un tel modèle de phase élémentaire on interprète les formules de ELL par:

• |A| si A est atomique

• |A⊥| = |A|⊥ si A est atomique

• |A ⊗ B| = (|A|.|B|)⊥⊥

• |AM B| = (|A|⊥.|B|⊥)⊥

• |!A| = (Φ(|A|))⊥⊥

• |?A| = (Φ(|A|⊥))⊥

Etant donné un modèle de phase élémentaire, on dit qu’une formule A est valide dans ce

modèle si 1 ∈ |A|. La classe des modèles de phase élémentaire est correcte et complète pour

ELL [7], c’est-à-dire que si une formule est prouvable dans ELL, elle est valide dans tous les

modèles, et inversement si une formule est valide dans tous les modèles, elle est prouvable.

On peut maintenant déVnir une projection des modèles de phase quantitatifs élémentaires

généralisés vers les modèles de phase élémentaires.



DéVnition 23 (Projection). Soit P = (M, L,⊥⊥,Φ,D, |.|) un modèle de phase quantitatif élé-

mentaire généralisé. On note L le monoïde libre commutatif engendré par L. Si t est une
L◦-structure on note t le mot formé des étiquettes étiquetant les noeuds d’environnement de

t. Ce mot est un élément de l. Si X ⊆ Λ◦ ×M ou X ⊆ Λ ×M, on note X = { t | (t, p) ∈ X }.
On déVnit la projection deP et on noteP = (L,⊥⊥,Φ,D, |.|) le modèle de phase élémentaire

tel que:

• Φ est le morphisme de monoïde obtenu par extension de Φ au monoïde L.

• D est l’ensemble des faits X tels que X soit un élément de D.

• |.| : A 7→ |A|.

Les conditions de la déVnition 22 sont aisées à vériVer.

On pourrait prouver le théorème suivant très simplement:

Théoreme 13 (Représentation).

Si P = (P, .,1,Φ,D, |.|) est un modèle de phase élémentaire et (P, .,1) est isomorphe à un

monoïde libre commutatif, alors il existe un modèle de phase quantitatif élémentaire généralisé

P tel que P = P.

Okada [27] montre également les deux points suivants (pour les modèles de phase de

MELL, mais adapter les preuves à ELL est immédiat):

1. Le théorème de correction des modèles de phase élémentaire (dont le monoïde est libre)

est une conséquence du théorème d’adéquation pour les modèles quantitatifs.

2. La construction du modèle des candidats quantitatifs pour ELL implique le théorème

de complétude pour les modèles de phase élémentaire.


