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A- Régression : une nouvelle observation diminue l’incertitude
On considére un modéle de régression linéaire simple :
Yi=a+bx;+e, i€{l,...,n},
ot les variables €; sont indépendantes et de méme loi N'(0,02). On note

jn:% et S2=gi4.. a2l

1. Rappeler les estimateurs du maximum de vraisemblance pour a, et by, (on ne demande pas de
justifier les formules).
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2. Quelle est la loi de by, ?
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3. Quel est le risque quadratique de a,, pour ’estimation de a ¢
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Comme d,, ~ N (a, W) est sans biais, son risque quadratique est égal a sa variance.
On ajoute une nouvelle observation (Tp41,Yn+1). On définit donc
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et on note Gn41 et 3n+1 les estimateurs du maximum de vraisemblance respectifs de a et b avec I’échantillon
(-rh 1/1)’ R ('rn-‘rlv Yn+1)-

4. Montrer que Tpy1 = (nZp + Tpy1)/(n+1).
évident.

5. Montrer que le risque quadratique de l;n+1 est toujours plus faible que celui de by.
Quitte & reparamétrer par r; = x; — 2y, ce qui ne change pas by, et b,41, on peut supposer que
Zp, = 0. Il faut montrer que b,, a une variance plus grande que b, 1, c’est-a-dire que
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Cela résulte aisément du fait que 11 = pp1/(n+ 1) :
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6. Cela est vrai-il aussi pour Uestimation de l'ordonnée a ['origine : le risque quadratique de Gpny1
est-il toujours plus faible que celui de a, ?
Au terme d’un calcul un peu plus long, on montre que c’est le cas.



B- Points de vue fréquentiste et bayésien

Pierre choisit un nombre entier strictement positif 0. Ensuite, il tire une suite de nombres aléatoires
X1,... X, indépendants de loi uniforme sur l'ensemble {1,...,0}, qu’il transmet a Jean. Jean cherche a
estimer 0 a partir des nombres fournis par Pierre.

7. Pour Jean, quel est l’estimateur du maximum de vraisemblance éML ?
Soit M,, = max{Xj,...,X,}. La vraisemblance est £(6) = 1/0" 1, <4y, elle est donc maximale

en 9ML = Mn

8. Montrer que P (éML + 9) < exp(—n/0).
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puisqu’il est bien connu que Vo > —1,In(1 + ) < z.

9. qutrer que éML est consistant.
P(Onr # 0) < exp (—n/0) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Jean apprend que Pierre a choisi 8 au hasard : pour tout entier naturel non nul k la probabilité qu’il
avait de choisir 0 = k était de
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10. Déterminer la loi a posteriori, c’est-a-dire
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T1,..., Ty EN*
pour tout k > 1. La densité jointe pour (0, X1,...,X,,) au point (k,z1,...,2,) est :
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la loi a posteriori est donc
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ol ¢, s est une constante de normalisation ne dépendant pas de k.

11. Que proposez-vous comme estimateur bayésien 05 ?
Par exemple, le mode de la loi a posteriori : c’est Oy;..

12. Montrer que I1,({0}) — 1 en probabilité quand n tend vers l'infini.
On peut d’abord montrer que II,({1,...,0 — 1}) — 0 rapidement, puis on remarque que sur
I’évenement M,, = 6 on a
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tend vers 0 par les théoremes classiques d’inversion de somme et de limite, ce qui donne le résultat.



