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A- Régression : une nouvelle observation diminue ’incertitude
On considére un modele de régression linéaire simple :
Yi=a+bx;+¢, i€{l,...,n},
ot les variables ¢; sont indépendantes et de méme loi A'(0,02). On note

- T1t -+ 2 2 2
Tn=——"— et S, =x7+---+x,.

1. Rappeler les estimateurs du maximum de vraisemblance pour @, et b, (on ne demande pas de
justifier les formules).

2. Quelle est la loi de by, ?
3. Quel est le risque quadratique de a,, pour I'estimation de a ?
On ajoute une nouvelle observation (41, ¥Yn+1). On définit donc
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et on note any1 et b,y1 les estimateurs du maximum de vraisemblance respectifs de a et b avec
Péchantillon (z1,Y1),..., (Tn+1, Ynt1)-

4. Montrer que Zp11 = (nZTp + Tpy1)/(n+ 1).
5. Montrer que le risque quadratique de 5n+1 est toujours plus faible que celui de b

6. Cela est vrai-il aussi pour lestimation de 'ordonnée a l'origine : le risque quadratique de G, 41
est-il toujours plus faible que celui de a,, ?

B- Points de vue fréquentiste et bayésien

Pierre choisit un nombre entier strictement positif 8. Ensuite, il tire une suite de nombres aléatoires
X1, ... X, indépendants de loi uniforme sur U'ensemble {1,...,0}, qu’il transmet & Jean. Jean cherche a
estimer 0 a partir des nombres fournis par Pierre.

7. Pour Jean, quel est I’estimateur du maximum de vraisemblance 0 ML !
8. Montrer que P (éML + 9) < exp(—n/0).

9. Montrer que éM 1, est consistant.

Jean apprend que Pierre a choisi 6 au hasard : pour tout entier naturel non nul k£ la probabilité qu’il
avait de choisir 8 = k était de

-1
Cq =1
PO =k) = Ta) AVeC Ca= (; ka> .



10. Déterminer la loi a posteriori, c’est-a-dire

I,({k}) =P =k X1,...,Xn) = > PO=KXi=21,...,Xn = 2)L{x,=a,,
Ty, Tn EN*
pour tout k£ > 1.
11. Que proposez-vous comme estimateur bayésien O ?

12. Montrer que II,,({#}) — 1 en probabilité quand n tend vers Uinfini.

e Xp=xn}



