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Introduction

o X={Xi,...,X,} ot X; € Riid. ~ P, de densité s.

@ But : proposer un estimateur 5 = 5(X) de s.

possibilité : | | probléme :
estimateurs a noyau sélection de la fenétre
@ histogrammes —> | sélection de partition
estimateurs par projection sélection de modele
ondelettes choix du seuil

{noyaux, histogrammes, ondelettes, ...}
— probleme du choix d'une méthode d’estimation

e méthode d’estimation A, : Y C X+ 5,(Y) estimateur de s
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Cadre

X={Xy,...,Xp} ot X; € Ri.id. ~ P, de densité s,
(Am)mem collection de méthodes d'estimation.
e Risque de la méthode A,, : E[{(s,5,)], ou 5, = An(X),
¢ est une fonction de perte :
Cas classique : {(s, t) = P(y(t,X) — (s, X)) > 0 Vt, avec
@ (%) = [[H? — 2¢(x) — €(s, ) = ||t 5|
Q 7(t,x) = —log(t(x)) = {(s, t) = K(s, t)

Ou: U(s,t) = h*(s,t) = 1/2 [ (Vs — V1)
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Cadre

X={Xy,...,Xp} ot X; € Ri.id. ~ P, de densité s,
(Am)mem collection de méthodes d'estimation.
e Risque de la méthode A,, : E[{(s,5,)], ou 5, = An(X),
¢ est une fonction de perte :
Cas classique : {(s, t) = P(y(t,X) — (s, X)) > 0 Vt, avec
Q (t,x) = [[t|* — 2t(x) = (s, t) = ||t — 5|
Q (t,x) = —log(t(x)) = {(s,t) = K(s, t)
Ou: U(s,t) = h*(s,t) = 1/2 [ (Vs — V1)
e But : proposer m = m(X) t.q. 5 = A (X) vérifie

B((s3)] ~ inf E[((s,5m)]
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Validation simple

o Evaluer la qualité de chaque méthode

@ Probléme : utiliser les mémes données pour entrainer les
méthodes et pour évaluer la qualité des estimateurs !
o Idée : X = X' | XV
O X' = (5, = An(X")) mem
Q XY= définir crityo(m) qui évalue la qualité de m
m € arg nrlgljr\ll crityo(m)
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Validation croisée V-fold

Validation simple

o Evaluer la qualité de chaque méthode

@ Probléme : utiliser les mémes données pour entrainer les
méthodes et pour évaluer la qualité des estimateurs !
o Idée : X = X' | XV
O X'—= (5, = An(X")) mem
Q XY= définir crityo(m) qui évalue la qualité de m

. i crit
m € arg min, cri Ho(m)
e Cas classique : {(s,5n) = P(v(5m, X) — (s, X)),

hoix idéal : Y e in £(s,5n) = in P(v(5m,
choix idéa m’ € arg min (s, 5m) arg min (v(5m, X))

Z ’Y(gfm XI)

X,'EXV

g CritHO(m) = Px’)/(gfn) = |XV|
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Validation croisée V-fold

Validation croisée V-fold (VCVF)

Idée : X = | |7, X; avec [Xj| = n/V Vje{1,...,V}.
Pour chaque découpage j, X = XJ.C|_|X-,

o XJ(': = (ng = Am(XJ‘;))mEM

Q X; = définir critj(m) qui évalue la qualité de m

%
1
m € arg nrg/rc/l VJZ; critj(m)
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Validation croisée V-fold (VCVF)

Idée : X = | |7, X; avec [Xj| = n/V Vje{1,...,V}.
Pour chaque découpage j, X = XJ.C|_|X-,

o XJ(': = (ng = Am(XJ‘;))mEM
Q X; = définir critj(m) qui évalue la qualité de m

%
1
m € arg nrg/rc/l VJZ; critj(m)

Seule la définition de critj(m) change, I'étape 1 est la méme pour
toutes les procédures de validation croisée !
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Nouvelle approche

Intuition

Pour chaque j € {1,..., V}, on a X =X{[ |X], ou
Q Xf{ = (Smj = Am(X])) mem-
@ Xj; = comment choisir parmi une famille de points?
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Nouvelle approche

Intuition

Pour chaque j € {1,..., V}, on a X =X{[ |X], ou
(1) XJC - (gm,j = Am(XJg))mEM-
Q X; = ¥y m(X]) : test "'robuste”’ entre 5;; et 5y, ;
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Nouvelle approche

Test robuste

Propriété fondamentale : il existe des constantes a > 0,
6 € (0,1/2), tel que pour deux densités quelconques t, u et
Vz € R, on peut trouver un test v, ,(X) qui satisfait :

sup Plipe,u(X) = u] < exp[—an(h*(t, u) + 2)};
{s|h(s,t)<Oh(t,u)}

sup Plipe,u(X) = 1] < exp[—an(h*(t, u) — 2)].
{s|h(s,u)<6h(t,u)}
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Nouvelle approche

Test robuste

Propriété fondamentale : il existe des constantes a > 0,
6 € (0,1/2), tel que pour deux densités quelconques t, u et
Vz € R, on peut trouver un test v, ,(X) qui satisfait :

sup  Pleu(X) = u] < exp[—an(h*(t, u) + 2)];
{slh(s.)<0h(t,u)}

sup  Plipyu(X) = 1] < exp[—an(h*(t, u) — 2)].
{slh(s.u)<0h(t,u)}

Le test de rapport de vraisemblance ne vérifie pas cette propriété
de robustesse !
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Nouvelle approche

Nouvelle VCVF

vie{l,...,V}, me M

criti(m) = Ies;ép h* (317, 3m.))
mj

ol Rmj={l€ M, I#m|m(X)) =1}
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Nouvelle approche

Nouvelle VCVF

vie{l,...,V}, me M

criti(m) = Ies;ép h* (317, 3m.))
mj

ou 7—{m.j - {/ €M, /ﬁL m ‘ l'l.m<;

) =1}
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Nouvelle approche

lere possibilité : Test de boule (Birgé)

o o
Sm.j S1j
Cas classique avec (t, x) = — log(t(x))

= rapport de vraisemblance entre 5y, et 5;; : 324(X))
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Nouvelle approche

lere possibilité : Test de boule (Birgé)

0 € (0,1/2)
r=0h(5mj3,)

Sm.j S1j

Cas classique avec (t, x) = — log(t(x))

= rapport de vraisemblance entre 5y, et 5 : (X))

= Y m(X)) = %(XJ) test robuste
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Nouvelle approche

2eme possibilité : Formule variationnelle (Baraud)

Soient t et u deux densités, £(s, t) = h*(s,t) = 1 — p(s, t).
o Pour toute densité t : p(s, t) = inf, gensitsy Pv(P; t),
ol py(P, t) = (tv+f\/>dP)

o Soit v= 5 et T(P, t,u) = p,(P,t) — pu(P, u).

On aalors : T(P,t,u) >0 = h*(s, t) < %hQ(s7 u.
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2eme possibilité : Formule variationnelle (Baraud)

Soient t et u deux densités, £(s, t) = h*(s,t) = 1 — p(s, t).
o Pour toute densité t : p(s, t) = inf, gensitsy Pv(P; t),
ol py(P, t) = (tv+f\/>dP)
e Soit v= Y et T(P,t,u) = p,(P,t) — py(P, u).
On aalors : T(P,t,u) >0 = h*(s, t) < %hQ(s7 u.
Idée : t meilleur que u <= p(s,t) — p(s,u) >0
e T(P,t,u) >0 e~ T(Pp, t,u) >0
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Nouvelle approche

2eme possibilité : Formule variationnelle (Baraud)

Soient t et u deux densités, £(s, t) = h*(s,t) = 1 — p(s, t).
o Pour toute densité t : p(s, t) = inf, gensitsy Pv(P; t),
ol py(P, t) = (tv+f\/>dP)
e Soit v= Y et T(P,t,u) = p,(P,t) — py(P, u).

On aalors : T(P,t,u) >0 = h*(s, t) < %hQ(s7 u.

Idée : t meilleur que u <= p(s,t) — p(s,u) >0
e T(P,t,u) >0 e~ T(Pp, t,u) >0

Au découpage j, on utilise 1 (X)) = I'si T(Xj,5m,,51j) > 0.
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Nouvelle approche

Résumé

v
1
myF = argmin — E critj(m)
meM Vj:l !

e Définition classique : critj(m) := % Zx-exj'Y(nga X;).
J 1

o Définition alternative : critj(m) := supjcr,, . W2 (31, 3m.j),
aveCc Rpj={le M I#m| Y m(X;) =1}
o différence dans I'étape de validation :

e fonction de contraste (estimation du risque)
o tests robustes (prend en compte les autres compétiteurs)
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Conclusions et perspectives

Comparaison au VF classique

Du point de vue

@ pratique : semble performante en terme de risque, sa qualité
augmente avec V

@ algorithmique : nettement plus lente mais le coiit n'est pas
prohibitif
@ théorique : une borne sur le risque Hellinger est possible sous

une hypothése tres faible, MAIS les résultats restent
insatisfaisants pour expliquer le choix de V
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Conclusions et perspectives

Perspectives : ne pas conclure!

Une autre procédure V-fold similaire peut étre définie a I'aide du
test de Baraud en effectuant la procédure V-fold sur le test!
Soit

o T(Paym, ) =351 T(X;, 8mys 51).

e Rypy={leM, /7ém | T(Pn, I, m) >0},

o et D(m) = supcr, h*(3), 5m).
On choisit alors

mrvr € argmin D(m) .
meM
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Conclusions et perspectives

Perspectives : ne pas conclure!

Une autre procédure V-fold similaire peut étre définie a I'aide du
test de Baraud en effectuant la procédure V-fold sur le test !
Soit

o T(Pn,ym)=1 V 1 T(Xj, 5mys 51),

o Ry ={leM, /7ém | T(Pp,I,m) >0},

o et D(m) = supcr, h*(3), 5m).
On choisit alors

mrvr € argmin D(m) .
meM

Avantages : temps de calcul nettement moins lourd et trés bon en
pratique également !

Espoir : inégalité oracle plus fine grace aux outils classiques des
inégalités de concentration.

Nelo Magalh3es (joint work with L. Birgé and P. Massart) Vers une nouvelle validation croisée V-fold



Conclusions et perspectives

Merci

o Magalh3es (joint work with L. Birgé and P. Massart)



Conclusions et perspectives

Influence de V: ¢ = K

Histogrammes réguliers :
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Conclusions et perspectives

Histogrammes réguliers : ¢ = h*
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La différence

o La différence augmente avec V pour les 3 procédures

o La différence augmente avec n pour le KLVF
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Conclusions et perspectives

Histogrammes réguliers : ¢ = h*

LS10F KL10F BR
@ | o | e
o o o
o | o | BB o |
o o o
< | < | e < |
o _ o o
ol — 7 | T w| — oL
=} j ! : =] =]
o t‘ ﬁ o ‘ ‘ e
S e =T R S s S =1 T T :
100 200 500 1000 100 200 500 1000 100 200 500 1000

La différence

o La différence augmente avec V pour les 3 procédures

o La différence augmente avec n pour le KLVF

Méme conclusions pour les autres pertes !
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Conclusions et perspectives

Estimateurs a noyau : ¢ = h*

@ ucv unbiased cross-validation

@ SJ implements the methods of Sheather & Jones (1991) to
select the bandwidth using pilot estimation of derivatives

LS10F -~ | KL10F o ucv o SJ
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w w 0 0 _
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Conclusions et perspectives

Histogrammes réguliers, irréguliers et estimateurs a noyau
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