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Introduction

Soit T > 0, n ∈ N. Grille de temps : tk = k T
n . (Zk )k∈{0,·,n−1} suite de

variables aléatoires indépendantes dans RN . f : Rd → R et
ψ ∈ C∞b (Rd × RN).

I Semigroupe de référence :
(X t )t>0 processus de Markov dans Rd .

I Semigroupe d’approximation :
(Xk )k∈{0,·,n−1} chaine de Markov : Xk+1 = ψ(Xk ,

Zk√
n ).

I Erreur faible :

|E[f (X T )− f (Xn)]| 6 C
nh C(f )

Vlad Bally et Clément Rey Approximation de Semigroupes markoviens



27-08-2014 4 / 17

Introduction
Préliminaires

Résultat principal
Exemples

Conclusion

Outline

1 Introduction

2 Préliminaires

3 Résultat principal

4 Exemples

5 Conclusion

Vlad Bally et Clément Rey Approximation de Semigroupes markoviens



27-08-2014 5 / 17

Introduction
Préliminaires

Résultat principal
Exemples

Conclusion

Semigroupes Markoviens-Definitions

I Semigroupe de référence
• (X t )t>0 processus de Markov dans Rd et
νk (x , dy) = P(X tk+1 ∈ dy |X tk = x).

• Semigroupe Markovien :
Q0f (x) = f (x), Qtk+1 f (x) = νk Qtk f (x) =

∫
Rd Qtk f (y)νk (x , dy).

• Interprétation probabiliste : Qtk f (x) = E[f (X tk )|X 0 = x ].

I Semigroupe d’approximation
• (Xk )k∈{0,·,n−1} chaine de Markov : Xk+1 = ψ(Xk ,

Zk√
n ) et

µk (x , dy) = P(Xk+1 ∈ dy |Xk = x)
• Semigroupe Markovien :

P0f (x) = f (x), Pk+1f (x) = µk Pk f (x) =
∫
Rd Pk f (y)µk (x , dy).

• Interprétation probabiliste : Pk f (x) = E[f (Xk )|X0 = x ]
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Hypothèses sur les Semigroupes (Hp)

(Hp)⇔
I Semigroupe de référence

• Pour tout k , f ∈ Cp(Rd ) : Qtk f ∈ Cp(Rd ) et ‖Qtk f‖p,∞ 6 ‖f‖p,∞.

I Semigroupe d’approximation
• Pour tout k , f ∈ Cp(Rd ) : Pk f ∈ Cp(Rd ) et ‖Pk f‖p,∞ 6 ‖f‖p,∞

I Approximation en temps court ∆k f (x) = (νk − µk )f (x)

∆k f (x) =

∫
Rd

f (y)(νk − µk )(x ,dy)

= E[f (X tk+1 )− f (Xk+1)|X tk = Xk = x ]

• Erreur d’approximation : ‖∆k f‖∞ 6 C
nh+1 ‖f‖p,∞
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Résultats préliminaires

De l’approximation en temps court ‖∆k f‖∞ 6 C
nh+1 ‖f‖p,∞, à

l’approximation en temps long (1).

Théorème

On suppose que (Hp) est vérifiée. Alors,

sup
k6n
|E[f (Xk )]− E[f (X tk )]| 6 C

nh ‖f‖p,∞ (1)

Preuve : Talay Tubaro (EDP), Lindenberg (Semigroupes)
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Hypothèses sur les Semigroupes (Hreg)

(Hreg)⇔
I Semigroupe de référence

• Pour tout k , f mesurable bornée x 7→ Qtk f (x) est continue et
‖Qtk f‖∞ 6 ‖f‖∞

• Régularisation : ∃η > 0, ∀p ∈ N, tk > S, ‖Qtk f‖p,∞ 6 C
tηp
k
‖f‖∞

I Semigroupe d’approximation
• Pour tout k , f mesurable bornée x 7→ Pk f (x) est continue et
‖Pk f‖∞ 6 ‖f‖∞

• Régularisation duale :
∃η > 0, ∀p ∈ N, tk > S, ‖P∗k f‖p,∞ 6 C

tηp
k
‖f‖∞

I Erreur d’approximation en temps court
• ‖∆k f‖∞ 6 C

nh+1 ‖f‖p,∞

• Erreur duale : |〈g,∆k f 〉| 6 C
nh+1 ‖g‖p,1‖f‖∞
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Résultat principal

Bally, R.

On suppose que l’hypothèse (Hreg) est vérifiée. Alors,

sup
3S6tk6T

|E[f (Xk )]− E[f (X tk )]| 6 C
nh ‖f‖∞ (2)

Preuve : Intégrations par parties
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Hypothèses sur le Semigroupe d’approximation

Rappel : Xk+1 = ψ(Xk ,
Zk√

n ).

Hypothèse sur (Zk)k∈{1,·,n−1} : La loi de chaque Zk est bornée
inférieurement par la mesure de Lebesgue `(dz) : ∃(zk )k∈{1,·,n} ∈ RN

et ε∗, r∗ > 0 tels que

∀A ⊂ RN , P(Zk ∈ A ∩ Br∗(zk )) > ε∗`(A ∩ Br∗(zk )) (3)

Alors, Zk = χk Uk + (1− χk )Vk , χk suit
la loi de Bernoulli, Uk ∼ ϕk (z)dz avec
ϕk ∈ C∞(RN) tel que

∀p,q ∈ N, ϕk (z)|(lnϕk )(p)(z)|q 6 Cq,p(ε∗, r∗)
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Hypothèses sur le Semigroupe d’approximation

I Zk bornées inférieurement par la mesure de Lebesgue

I Non dégénérescence :

∃λ∗ > 0, inf
x∈Rd

inf
|ξ|=1

N∑
i=1

〈∂ziψ(x ,0), ξ〉 > λ∗

Alors (Malliavin adaptatif),

∃η > 0,∀p ∈ N, tk > S, ‖P∗k f‖p,∞ 6
C
tηp
k
‖f‖∞
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Exemples

I Schéma d’Euler, tk = kT
n .

dX t =b(X t )dt + σ(X t )dWt

Xk+1 =Xk + b(Xk )(tk+1 − tk ) + σ(Xk )
√

tk+1 − tk Zk

avec b et σ réguliers.
• Zk ∼ N (0, 1).
• ψ(x , z) = x + b(x) 1

n + σ(x)z, σ > λ∗ > 0.

Alors,

|E[f (X T )− f (Xn)]| 6 C
n
‖f‖∞

Preuve initiale : Bally Talay

I Ninomiya-Victoir d’ordre 2 (Kusuoka), 3...
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Conclusion

I Erreur faible pour diffusions régulières et fonction test mesurable
bornée.

I Perspectives :
• Diffusions à coefficients irréguliers : CIR, SABR...
• Processus de Markov constants par morceaux.
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Merci pour votre attention.
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