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Introduction

Introduction

Soit T > 0, n € N. Grille de temps : {x = k%. (Zk)kego,-,n—1y Suite de
variables aléatoires indépendantes dans RV. f : RY — R et
i € C(RY x RN).

» Semigroupe de référence :
(X¢t)t=0 processus de Markov dans RY.

» Semigroupe d’approximation :
(Xk)ke{o,-,n—1} chaine de Markov : Xk+1 = ’L/J(Xk, %)

» Erreur faible :

EI(X7) — (0] < ()
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Préliminaires

Semigroupes Markoviens-Definitions

» Semigroupe de référence
(Xt)t=0 processus de Markov dans R? et
vk(X, dy) = P(Xy,, € dy| Xy, = X).
Semigroupe Markovien :
Qof(x) = f(x),  Qy, f(X) = v Qy f(x fRd Qy f(y)vk(x, dy).
Interprétation probabiliste : Q, f(x) = ]E[f(X,k)|X0 = Xx].

» Semigroupe d’approximation
(Xk)kego,-,n—13 chaine de Markov : X1 = 9(X, %) et
pk(x, dy) = P(Xir1 € dy| X = X)
Semigroupe Markovien :
Pof(X): f(X), Pk+1f( ) kPkf X) f]Rd Pkf ),u,k(X,dy).
Interprétation probabiliste : Pxf(x) = E[f(Xk)|Xo = X]
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Préliminaires

Hypotheses sur les Semigroupes (HP)

(HP) &
» Semigroupe de référence
Pour tout k, f € CP(RY) : Q, f € CP(RY) et ||Qy fllp,c0 < ||Fllp,o0-

» Semigroupe d’approximation
Pour tout k, f € CP(RY) : Pxf € CP(RY) et || Pcf|lp.oo < ||fllp.co

» Approximation en temps court Axf(x) = (vk — pk)f(x)

Bef) = [ #) = ). )
= BIf(Xi..) — (Xer1) Ko, = X = ]

Erreur d’approximation : || Axf|lec < nh‘L llp, o0
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Préliminaires

Résultats préliminaires

De I'approximation en temps court || Axf[loc < =&+ [|fllp,c0, &

I'approximation en temps long (1).

Théoréme
On suppose que (HP) est vérifiée. Alors,

SUpIEIf(X0)] ~ B < 11l (1)

Preuve : Talay Tubaro (EDP), Lindenberg (Semigroupes)
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Résultat principal Résultat principal

Hypothéses sur les Semigroupes (Hreg)

(Hreg) <
» Semigroupe de référence

Pour tout k, f mesurable bornée x — Q,, f(x) est continue et
| Quflloo < [[flloo
Régularisation : 3n > 0,Vp e N, t > S, || Qyf

e < S llflloc
k

» Semigroupe d’approximation
Pour tout k, f mesurable bornée x — Pif(x) est continue et
| Prcflloo < lIflloo
Régularisation duale :
In>0VpeNk>S, |Piflpe < tz%ufnoo

» Erreur d’approximation en temps court
[Akflloe < 5511 llp.00
Erreur duale : (g, Axf)| < 57 1|9llp,1 1 llo
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Résultat principal

Résultat principal

Bally, R.
On suppose que I'hypothése (Hreg) est vérifiée. Alors,

. C
sup [E[f(Xi)] — E[f(Xe)ll < 5l fll (@)
3S<KLKT

Preuve : Intégrations par parties
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Résultat principal

Hypotheses
Résultat principal

Hypothéses sur le Semigroupe d’approximation

Rappel : Xi1 = ¢(Xk, Z5).

Hypothese sur (Zx)ke¢1,.n—1) : La loi de chaque Zi est bornée
inférieurement par la mesure de Lebesgue £(dz) : 3(zk)ke(1,. ny € RN
et e, r. > 0 tels que

VACRN, P(Z € AN B, (z)) > e.l(AN B, (zx)) (3)

Alors, Zx = xxUx + (1 — xk) Vi, x« suit
la loi de Bernoulli, Uy ~ ¢x(2)dz avec
ok € C®(RN) tel que

¥p.qg e N, o(2)|(Inp)P(2)| < Cqples, )
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Résultat principal :e

Hypothéses sur le Semigroupe d’approximation

» Z bornées inférieurement par la mesure de Lebesgue
» Non dégénérescence :
N

In. >0, infinf S (01(x,0),€) > A,

R|¢|=1
XERI[E|=1 <

Alors (Malliavin adaptatif),

) c
In>0,YpeN &k >S, [Pgflpoo < t;Tpr”oo
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Outline
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Exemples

Exemples

» Schéma d'Euler, t, = &T.

dyt :b(yt)dt + O'(Y[)dW[
X1 =Xk + b(Xk)(tk+1 — tk) + J(Xk)\/ et — ek

avec b et o réguliers.

Zi ~ N(0,1).
Y(x,2) =x+b(x): +0(x)z, o=\ >0.
Alors,

— C
E[f(X7) = F(X)ll < — [[fllo
Preuve initiale : Bally Talay

» Ninomiya-Victoir d’ordre 2 (Kusuoka), 3...
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Conclusion

Conclusion

» Erreur faible pour diffusions réguliéres et fonction test mesurable
bornée.

» Perspectives :

Diffusions a coefficients irréguliers : CIR, SABR...
Processus de Markov constants par morceaux.

27-08-2014 16/17

Vlad Bally et Clément Rey Approximation de Semigroupes markoviens



Conclusion

Merci pour votre attention.
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