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Cadre de travail Le processus autorégressif

Le processus autorégressif
Définition

On dit que la série chronologique (X:) définie sur 7 est un « processus autorégressif d'ordre p »
si elle est définie, pour tout t € 7, par

Xe=p+01 X1+ ...+ 0, Xe—p+er

oui (et) est un bruit blanc de variance o2 et 0, # 0.

Pour tout t € Z, on écrit
.A(L)Xt =p+er

avec, pour tout z € C,
A(z)=1—01z— ... — 0,2".

Proposition

S'il existe zg € C tel que |z9| =1 et A(z9) = 0, alors le processus (X;) n'est pas stationnaire. Il
est intégré et posséde une racine unitaire.
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B epmedics @xpimaneics
Deux approches complémentaires

Ho : “(X¢t) est intégré"
Pour tout t € Z,

(17 L)AI(L)Xt = TtJrEt VS A(L)Xt = Tt+8t.
—_——————
sous Ho sous Hi
Principe des tests de racine unitaire : estimer la racine supposée unitaire et tester la

significativité de sa proximité avec 1.
— Test DF, test ADF, test PP.

Ho : “(X¢) est stationnaire"

Pour tout t € Z,
A(L)Xr = Tt + &t Vs A(L)Xt = Tt + 5:]
| S — —_—

sous Ho sous Hi

ou (S;') est une marche aléatoire engendrée par (7).
Principe des tests de stationnarité : chercher la présence d'intégration dans les résidus.
— Test KPSS, test LMC.
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Quelques processus stochastiques utiles

Définition

Le processus défini, pour t € [0,1] et d € N, par

(t // / W(sg)dsy...ds

est appelé un « processus de Wiener intégré d’ordre d ». Par convention, W(®)(t) = W(t).

Par exemple

00 = [ wis)as

2(¢) = /Ot/o W(u)duds.
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Cadre de travail Quelques processus stochastiques utiles

Quelques processus stochastiques utiles
Définition
Le processus défini, pour t € [0,1] et r € N, par

Br(t) = hr(W)(t)

est appelé un « pont brownien généralisé d’ordre r ». La fonction h, de C([0,1]) dans C([0, 1])
est donnée explicitement par MacNeill en 1978.

Par exemple

Bo(t) = ho(W)(t) = W(t) — t W(1),

Bi(t) = hi(W)(t) = W(t) +t(2—3t)W(1) — 6t (1 — 1) /1 W(s)ds.
0
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Cadre de travail Quelques processus stochastiques utiles

Quelques processus stochastiques utiles
Définition
Le processus défini, pour t € [0,1] et r,d € N, par

Cralt) = he(WD)(2)

est appelé un « pont brownien intégré d’ordre r x d ». Par convention, C,o(t) = Br(t).

Par exemple

Con(t) = ho(WW)(t) = /Ot W(s)ds — t/ol W(s)ds,

Cra(t) = (WD) (t) = /Ot W(s)ds + t (3¢ — 4) /01 W(s)ds + 6t (1 — t) /01 s W(s)ds.

v
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Cadre de travail Quelques processus stochastiques utiles

Quelques processus stochastiques utiles
Définition
Le processus défini, pour t € [0,1] et r,d € N, par

dCr,d+1(t)

W, a(t) = ot

est appelé un « processus de Wiener recentré d'ordre r x d ».

Par exemple

dCoyl(t)

Woolt) = —5;

= W(t) — /1 W(s)ds,
0
_ dC171(t)

W) dt

— W(t)+ (6t —4) /01 W(s)ds + (6 — 12t) /01 s W(s)ds.
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Cadre général

Modélisation

Pour tout 0 <t < T, soit
AL Xe = (a0 + catr + ...+ arth) I 20y + S +ec avec S =pS]" | +n

oll k est un indicateur, |p| =1 et (&¢) et (7¢) sont des bruits blancs non corrélés.

Estimation
@ 0 est estimé par maximum de vraisemblance (sous Ho : “0’% =0").
@ « est estimé par moindres carrés sur les résidus issus de la régression précédente.

@ On définit les processus des sommes partielles et la statistique de test

t t
=S5, Q=8 e Kr= S2.
t kZ:; k t ; k T TQT Z t
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Principaux résultats
Proposition

Sous Hop : “0,27 =0",

De plus, sous ’Hf ttop >0etp=1",

RT 1} “+o00 et —_
Enfin, sous H{ : “0,7 >0etp=-1",

- I 202 [P W2(s)ds + o2 [} W2(s)ds
Kr 20 et, lorsque k = 0, TKt £, fo () T 1 fo ul () .
202 [ W,2(s)ds

Les processus apparaissant dans les distributions limites sont identifiables et construits sur le
processus de Wiener (intégrés, généralisés, ponts).
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Distribution asymptotique

Sous Hop : “072] =0"

f=]
o]

0.0 0.1 02 03 04
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Principaux résultats
Distribution asymptotique

Sous Hi : ‘o, >0,p=1letd=1"

(=

3 4

[=1

3

= _

T3]

r=0
k=0
o
T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
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Distribution asymptotique

Sous Hr tlop >0,pp=p2=1letd=2"

(=]

8

o

8

o _

w

o

T T T T T
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Sommaire
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Focus sur un cas particulier Bruit blanc ou marche aléatoire ?

Bruit blanc ou marche aléatoire?

Modélisation

Pour tout 0 < t < T, soit
A(L)Xe = (a0 + catr + ...+ arth) I 20y + S'+er  avec S =pS] |+

ol k est un indicateur, |p| =1 et (&¢) et (7¢) sont des bruits blancs non corrélés.

Cas particulier

Considérons le cas p =0 et Kk = 0. Pour tout 0 <t < T, soit

Xe =S5 +e avec S =pS! | +ne.

Estimation résiduelle

On a tout simplement & = X; et donc, pourtout 0 <t < T,

t t
- 1
5:§:x, Q:ij2 et  Kr= 252.
‘ k:Ok ‘ k:Ok ! QT '
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Focus sur un cas particulier Bruit blanc ou marche aléatoire ?

L w2 An
Sous Ho : o5, =0

Pourtout 0 <t < T,
Xt = E&t.

Le processus est stationnaire.

Sous H : (7,2] >0etp=1"

Pour tout 0 <t < T,
t
Xe = Z"?k + €t.
k=0

Le processus n'est pas stationnaire.

Sous Hy : o3 >0etp=—1"

Pourtout 0 <t < T,
t

Xe=Y (-1t e
k=0

Le processus n'est pas stationnaire.
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Focus sur un cas particulier Bruit blanc ou marche aléatoire ?

KPSS : 0.953
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Focus sur un cas particulier Principes d'invariance

Principes d’invariance associés a la marche aléatoire

Théoréme (Donsker)

Pour tout 1 < t < T, soit la marche aléatoire

t
ST=2 m
k=0

ot (nt) est un bruit blanc de variance 0 < 02 < co. Alors, pour 0 < 7 <1,

S[nTT] L
EELLF I N

/T W(r).

Continuité

t+1

T3/2 an = Z/ Sty s H/ W(s)ds = wd(1).
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Focus sur un cas particulier Principes d'invariance

Principes d’invariance associés a la marche aléatoire alternée

(Dedecker-Rio)

Pour tout 1 < t < T, soit la marche aléatoire

57 =3 (-1) Fn..

k=0
Alors, pour 0 < 7 <1,
Sirr e
T
— W(r
s A

2

car le processus ((—1)*7:) est stationnaire de variance o7.

Compensation

Supposons que T est pair. Alors,

1 K, 1 L L1y 2 w()
e DI S O 3
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Focus sur un cas particulier Distribution asymptotique de RT

Distribution asymptotique de RT

Sous Ho : “a% =0"

Pour tout 0 <t < T,

k=0
Ainsi,
1 T T # 5[7—] 2 r 1
—— 52 = / (75) ds—>/ W?2(s)ds,
QT
- 2 ps.
Finalement,
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Focus sur un cas particulier Distribution asymptotique de RT

Distribution asymptotique de RT

Sous H{ : ‘op >0etp=1"

Pourtout 0 <t < T,

t t
=> (SP+ek) et Qt=Z(5k"+€k)2
k=0 k=0

Ainsi,
t+1 2 2
ST c (Y [*
s2 = B L W / / W(u)du) d
2T4Z Z L (U”?T3/2 s — 5 o (U) u S,
Q r+1 [ , 2
T Ts
e 22(5’7) Z/ < )d—)/ W?2(s)ds.
n
Finalement,

Fo3 1
P K wm2(s)d
Ry Bspoo e KT £, Jo WHHE)ds
T Jo W2(s)ds
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Focus sur un cas particulier Distribution asymptotique de RT

Distribution asymptotique de Kt

Sous Hy : "oy >0et p=—1"

Pourtout 0 <t < T,

S = (S +ex) et

t
Q=1 (57 +ew)?
k=0 k=0

Ainsi,

1 T 5[751 2 L, 2 ! 2 o5 [ 2
—g 5 E / ( )ds*)a/Wsder—n/Wsds
2t 3 /T [ o E() 2 o 7]()

0_2 T2 / W2(s

Finalement,

~ 202 [} W2(s)ds + o2
Kr 50 e TR 5 2o WELS) Jo W

202 fo 2(s)ds
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Focus sur un cas particulier Distribution asymptotique de RT

— Hy Hilp=-1)
a | — Hyp=1) a =— Hp
o o — Hifp=1)
w e
= | e 4
wy wy
s s 7
(=] =
o 7 =]

T T
Ko = 1.6557 Hajz = 0.0444 Ky gz = 2.1347

Simulations en présence de racine unitaire négative
@ KPSS : 0.957
@ Correction apportée : 0.058
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Sommaire

© Conclusion
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Conclusion

Généralisation apportée aux cas p >0, k 0 et r > 0.
Gestion de la multi-intégration (processus ARIMA avec d > 0).
Modélisation des signaux a haute fréquence par une racine unitaire négative ?

Estimation jointe de « et de € pour une amélioration conséquente du test LMC.

20
I

-20
I

o 50 100 150 200 250 300

Merci de votre attention !
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