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Introduction
o

Les marches aléatoires dans la littérature
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Cadre classique

> Espace d'états déterministe
> Probabilités de transition fixées a I'avance

> Grille Z9, marches au plus proche voisin :

> Récurrentes d = 1, 2; transitoires d > 3
[Pdlya, '21]
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Les marches aléatoires dans la littérature

Cadre classique

> Espace d'états déterministe
> Probabilités de transition fixées a I'avance
> Grille Z9, marches au plus proche voisin :

> Récurrentes d = 1, 2; transitoires d > 3
[Pdlya, '21]

> Principe d'invariance
[Donsker, '51]
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Introduction
o

Les marches aléatoires dans la littérature

Cadre classique

S S S S P S S > Espace d'états déterministe
> Probabilités de transition fixées a I'avance

r > Grille Z9, marches au plus proche voisin :

¢ > Récurrentes d = 1, 2; transitoires d > 3
[Pdlya, '21]

s > Principe d'invariance

[Donsker, '51]

Dans la littérature, avec un espace d’états aléatoire

> Marches au hasard sur I'amas de percolation (sur-critique)
> [Grimmett et al., '93], [De Masi et al., '89], [Sidoravicius et Sznitman, '04]
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Les marches aléatoires dans la littérature

Cadre classique

T e e v > Espace d'états déterministe

1 .. . R > Probabilités de transition fixées a I'avance

] K syt e > Grille Z9, marches au plus proche voisin :
1° < e "t . > Récurrentes d = 1,2; transitoires d > 3

oot e ., [Pdlya, '21]
Ao e °. _°' ¢ > Principe d'invariance
. Satee T . [Donsker, '51]
J LY L . . ° .

Dans la littérature, avec un espace d’états aléatoire

> Marches au hasard sur I'amas de percolation (sur-critique)
> [Grimmett et al., '93], [De Masi et al., '89], [Sidoravicius et Sznitman, '04]

> Marches au hasard sur le graphe complet engendré par un processus ponctuel,
avec des probabilités de transition décroissantes avec la distance

> [Caputo et al., '09], [Faggionato et al., '06], [Caputo et al., '13]
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Introduction

Processus ponctuels

Processus ponctuel simple : sous-ensemble aléatoire de RY localement fini
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FIGURE : Processus ponctuel de Poisson (PPP, haut), processus de Matérn < Hardcore > (MHP,
gauche) et de Matérn < Cluster > (MCP, droite)
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Introduction

[ 1o}
Construction des graphes

Mosaique de Voronof

> Partition de R? en des poly&dres convexes

> Cellule de Voronoi de germe u € € :

Vore(u) := {x € RY ¢ ||x — ull2 < lx — vz, ¥v € £}

VS(€) : Squelette de la mosaique de Voronof de &
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[ 1o}
Construction des graphes

Triangulation de Delaunay

> Dual de la mosaique de Voronoi de &
— ensemble de sommets : ¢
< une aréte entre u et v ssi Vorg(u) et Vorg(v) partagent une face (d — 1)-dim.

> Caractérisation par les sphéres circonscrites

DT(¢) : Triangulation de Delaunay de &
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oe

Construction des graphes

Graphe de Gabriel

> Sous-graphe de la triangulation de Delaunay
< ensemble de sommets : £
< une aréte entre u et v ssi la boule de diamétre [u, v] est vide

4 D
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Gab(&) : Graphe de Gabriel engendré par &
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Récurrence et transience

Récurrence et transience
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Récurrence et transience
[

Hypotheses sur le processus ponctuel

(BR) < Bonne > répartition des points :

der, o VL large : IP’[l < #([0, L]d mg) < clLd] >1-— e—CzLd.

(RF) Rang de dépendance fini k (d > 3)

VA, B C RY t.q. d(A,B) > k, €N A et £N B sont indépendants.
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icipes d'invariance

Théoréme

Soit & distribué selon un processus ponctuel simple, stationnaire, presque siirement en
position générale dans RY satisfaisant (BR).

Récurrence pour d = 2 : pour presque toute réalisation de &, les marches simples sur
DT(&), Gab(¢) et VS(&) sont récurrentes (nulles).

Transience pour d > 3 : si le processus ponctuel satisfait de plus (RF) , alors, pour
presque toute réalisation de & les marches simples sur DT(&) et
VS(&) sont transitoires.

Si & n'a presque siirement pas de chaine descendante, la méme
conclusion est vraie pour la marche simple sur Gab(&).

Exemples de processus ponctuels :
» processus ponctuel de Poisson (indépendance),
> processus de Matérn < Cluster > (attractivité),
> processus de Matérn <« Hardcore > (répulsivité),

> processus déterminantal stationnaire (d = 2, répulsivité).

Arnaud Rousselle

Marches aléatoires sur des graphes aléatoires d.



Réseaux électriques et esquisse d’une preuve

Réseaux électriques et esquisse d'une preuve

Arnaud Rousselle

Marches aléatoires sur des graphes aléatoires dans R



Réseaux électriques et esquisse d’une preuve
@00

Réseaux électriques

Réf : [Doyle et Snell, '84; Lyons et Peres, '14]

» G = (Sg,Ag) graphe connexe non orienté, chaque sommet de degré fini

Conductance

C fonction positive sur I'ensemble d'arétes Ag.

< Résistance : R = %

Marche aléatoire dans G associée a C

Chaine de Markov dont les probabilités de transition sont données par :

R(E%)
wy) = = 25

ol wg(x) =3, ., C({x,¥}).
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Réseaux électriques et esquisse d’une preuve
oeo

Réseaux électriques

Potentiel électrique, A, Z C S¢ disjoints fixés

V définie sur S¢ spécifiée sur AU Z et harmonique sur (AU Z)¢, i.e. telle que :

Vx g AU Z, V(x) )ZC{X YHV().

yr~x

Le principe d’unicité implique que

SiVia=1, V|z =0, alors

Vx € Sg, V(X) = PX[TA < Tz].

Z2:V2) =P Ta<T] =0~ A: VIA) =P Ty < T =1
N

Hors de AuZ s Vet P [T—l < TZ] harmoniques
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Réseaux électriques et esquisse d’une preuve
ooe

Réseaux électriques

Ceii(a <> Z) = wg(a)Pla — Z] quand V|z =0,
ol Pla — Z] :=P?[T; < T1].

> (Gn)n T G,
> Pour a € Sg, Pla — Gf] | Pla — oo]=<« probabilité d’échappement depuis a >

Récurrence, transience et conductance efficace

La marche aléatoire associée a C est transitoire ssi il existe a € Sg tel que :

Cefi(a <> o0) > 0.

Principe de monotonie de Rayleigh

Si C < €, alors Ceff(a ++ 00) < Cli(a = 00).
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Réseaux électriques et esquisse d’une preuve

[ Je]

Transience pour d > 3 (idées de la preuve)

» Cadre : G graphe aléatoire plongé dans R, d > 3
> Principe de monotonie = G est transitoire s'il a un sous-graphe H transitoire

» Comparer avec les marches aléatoires sur I'amas de percolation

Théoreme [Grimmett, Kesten et Zhang,

Si d > 3, la marche aléatoire simple au plus proche voisin sur I'amas de percolation
sur-critique est presque slirement transitoire.

> Renormalisation
— découper RY en des boites

M Mnd
B, := Mz + [——,—] ,zezd
: 272
<+ définir des < bonnes boites > telles que le processus {1 st honnetzezd

domine stochastiquement un processus de percolation sur-critique dans Z9
— exhiber un sous-graphe H de G qui <« ressemble > a I'amas de percolation
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Réseaux électriques et esquisse d’une preuve

[e]

Transience pour d > 3 (idées de la preuve)

Définition des bonnes boites pour la triangulation de Delaunay
> chaque sous-boite de c6té avyM intersectant la < croix
© ° centrale > contient au moins un point de &
> la boite contient au plus K points de &
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Réseaux électriques et esquisse d’une preuve

Transience pour d > 3 (idées de la preuve)

M
ﬂd_"i Définition des bonnes boites pour la triangulation de Delaunay
® l. > chaque sous-boite de c6té avyM intersectant la < croix

L I ° centrale > contient au moins un point de §
le N . .
O | > la boite contient au plus K points de &
1 [ ]
i—: = = . Conséquences
Py > le processus des bonnes boites domine stochastiquement un
° ° ° processus de percolation indépendant sur z4 (M et K bien choisis)
© [ o > on peut choisir le germe v; de la cellule de Voronoi de Mz; comme
hd K ) sommet de référence pour Bz/.
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Réseaux électriques et esquisse d’une preuve

[e]

Transience pour d > 3 (idées de la preuve)

M
ﬂd_"i Définition des bonnes boites pour la triangulation de Delaunay
> chaque sous-boite de c6té avyM intersectant la < croix
I centrale > contient au moins un point de &
|
| > la boite contient au plus K points de &
41 ]
— —|— —| —| = — Conséquences
> le processus des bonnes boites domine stochastiquement un
¢ PR d : -
processus de percolation indépendant sur Z° (M et K bien choisis)
1] > on peut choisir le germe v; de la cellule de Voronoi de Mz; comme
TR sommet de référence pour Bz/.
/-T > les germes des cellules de Voronol intersectant [Mz;, Mz,] sont
%{ dans un rectangle épaississant [Mz;, Mz;]
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Réseaux électriques et esquisse d’une preuve

Transience pour d > 3 (idées de la preuve)

Défi
> chaque sous-boite de c6té avyM intersectant la < croix
centrale > contient au moins un point de &

tion des bonnes boites pour la triangulation de Delaunay

> la boite contient au plus K points de &

Conséquences

> le processus des bonnes boites domine stochastiquement un
processus de percolation indépendant sur Z¢ (M et K bien choisis)

> on peut choisir le germe v; de la cellule de Voronoi de Mz; comme
| sommet de référence pour B,

> les germes des cellules de Voronol intersectant [Mz;, Mz,] sont
dans un rectangle épaississant [Mz;, Mz;]

> le chemin entre v; et v, obtenu en reliant les germes des cellules

|
I . .
—| _[ ® Z t} successives intersectant [Mz;, Mz,] est contenu dans B, UB,, et
|
]
|

a une longueur (de graphe) au plus L := 2K
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Principes d’invariance
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Principes d’invariance
o

Principe d’invariance annealed

Cadre :

> 50 distribué selon la mesure de Palm Py d’'un PPP, d'un MCP ou d'un MHP

> (Xﬁo)neN : marche aléatoire simple sur DT(£°) ou Gab(¢°)

IS &0 Torigi
> P; :loide (X5 )nen partant de I'origine

Théoréme

0
Le processus mis a |'échelle (estfth) - converge faiblement en Py-probabilité vers
t>0

un mouvement brownien de matrice de covariance o2l o1 62 est positif et < explicite >.

Quelques éléments de la preuve :

> |'environnement vu par la particule
— permet de reconstruire le processus original a partir d'un processus de Markov

> principe d'invariance pour des fonctionnelles additives de processus de Markov
[De Masi et al., '89]

> minoration du coefficient de diffusion
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[ Je]

Principe d’invariance quenched

Cadre :

» ¢ distribué selon un PPP, un MCP ou un MHP dans R4

> (Xf)nEN : marche aléatoire simple sur DT ()

> Pf : loi de (X,',g),,eN partant de x € £

Théoréeme

Pour presque tout &, pour tout x € &, le processus mis a |'échelle (stsfth)

t>0

converge faiblement, sous PS, vers un mouvement brownien non dégénéré.
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Principes d’invariance
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Principe d’invariance quenched

> X5 = pe(X5) 4 xe(Xd)
N—— ——
martingale  correcteur
» TCL fonctionnel de Lindeberg-Feller pour les martingales
> Sous-linéarité du correcteur :

lim xe Gl = 0
m — max X = .S.
n—-+oo n Xeﬁﬂ[—n,n]d Xe P

FIGURE : Triangulation de Delaunay
et sa déformation harmonique;
source : [Ferrari et al., '13]
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Principe d’invariance quenched

FIGURE : Triangulation de Delaunay
et sa déformation harmonique;
source : [Ferrari et al., '13]
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> X5 = ee(X5) + xe(X§)
N—— N——

martingale  correcteur

v

TCL fonctionnel de Lindeberg-Feller pour les martingales

» Sous-linéarité du correcteur :

lim xe Gl = 0
m — max X = .S.
n—-+oo n Xeﬁﬂ[—n,n]d Xe P

< adapter la méthode de [Biskup et Prescott, '07]

v

Il existe un sous-graphe Goo (&) connexe et infini tel que
les composantes connexes de DT() \ Goo (&) sont finies
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Principes d’invariance

oe

Principe d’invariance quenched

> X5 = ee(X5) + xe(X§)
N—— N——

martingale  correcteur

v

TCL fonctionnel de Lindeberg-Feller pour les martingales

» Sous-linéarité du correcteur :

1
lim — max x)|| =0 p.s.
Jim o max () =0

< adapter la méthode de [Biskup et Prescott, '07]

v

Il existe un sous-graphe Goo (&) connexe et infini tel que
¢ est harmonique pour

(cr) = >0 PEIXE, =] (F(¥) - F(x))

y€Go(£)

FIGURE : Triangulation de Delaunay
et sa déformation harmonique;

£ < . s I3
source : [Ferrari et al, '13] > (Y7 )e>0 marche aléatoire de générateur £
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Principe d’invariance quenched

> X5 = ee(X5) + xe(X§)
N—— N——

martingale  correcteur

v

TCL fonctionnel de Lindeberg-Feller pour les martingales

» Sous-linéarité du correcteur :

1
lim — max x)|| =0 p.s.
Jim o max () =0

< adapter la méthode de [Biskup et Prescott, '07]

v

Sous-linéarité en moyenne

) 1
Ve >0, lim — > Lixe()zen =0
X€G e (N[—nynld

FIGURE : Triangulation de Delaunay
et sa déformation harmonique;
source : [Ferrari et al., '13]
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Principe d’invariance quenched

> X5 = ee(X5) + xe(X§)
N—— N——

martingale  correcteur

v

TCL fonctionnel de Lindeberg-Feller pour les martingales

» Sous-linéarité du correcteur :

1
lim — max x)|| =0 p.s.
Jim o max () =0

< adapter la méthode de [Biskup et Prescott, '07]

v

Croissance polynémiale

30 >0, lim max Ixe O -0

N=00 x€Goo (§)N[—n,nld  nY

FIGURE : Triangulation de Delaunay
et sa déformation harmonique;
source : [Ferrari et al., '13]
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Principe d’invariance quenched

Principes d’invariance

oe

v

v

FIGURE : Triangulation de Delaunay
et sa déformation harmonique;
source : [Ferrari et al., '13]

Arnaud Rousselle

X5= ee(X5) + xe(X5)
N—— N——

martingale  correcteur
TCL fonctionnel de Lindeberg-Feller pour les martingales
Sous-linéarité du correcteur :

1
lim — max x)|| =0 p.s.
LN S Ixe()II=0p
< adapter la méthode de [Biskup et Prescott, '07]

Bornes diffusives

sup max sup t_%Ef [||Yt5 — XH] < +o00 p.s.
n>1xE€G oo (§)N[—n,n]d t>n

et

d
sup max sup t7§P§

[Yf = x] < 400 ps.
n>1xEGeo (§)N[—n,n) t>n

Marches aléatoi

s sur des graphes aléatoires dans



Généralisations et perspectives

> D’autres graphes
> creek-crossing graphs,. . .

» D’autres processus ponctuels
< supprimer le rang de dépendance fini

> Des conductances plus générales
» Estimées précises de la résistance efficace
en volume fini

< nombre moyen de retours au point de départ
avant la sortie d'une fenétre

» Bornes précises sur le noyau de la chaleur

» Un troisieme niveau d’aléa
—> Piéger les marches
<> Sceénes aléatoires
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Merci pour votre attention!
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