Comportement en temps long

de diffusions interagissant a travers leur rang

Julien Reygner

Ecole des Ponts ParisTech et Université Pierre et Marie Curie

@

Fcole d
foledesronts - UPMC

Journées MAS, Toulouse
28 aofit 2014

Travail en collaboration avec Benjamin Jourdain



Introduction : équation quasilinéaire parabolique

Soient b, 0 : [0, 1] — R continues; A(u) := / o®(v)dv, B(u) := / b(v)dv.
0 0

But de ’'exposé : étude du comportement en temps long de

OuFi(x) = 50 (A(Fi(2)) — 0 (B(Fy()),

avect > 0, x € R.

Contient une large classe d’équation :
» b= 0:équation de la chaleur, des milieux poreux;
» o2 = Cte : lois de conservation, équation de Burgers;
> etc.
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Fonctions de répartition

On suppose que la condition initiale s’écrit

Fo(z) = H xm(x) = / T mdy),

=—o0

fonction de répartition de la mesure de probabilité m.

On cherche des solutions F; qui restent des fonctions de répartition.

» Peut-on donner une représentation probabiliste des solutions,
i.e. construire un processus (X;):>o tel que Fy(z) = P(X; < z)?

» Puis en déduire une description du comportement en temps long par
des méthodes probabilistes ?
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Représentation probabiliste

Formellement, P; := 9, F} vérifie
0,P, — %aﬁ (02(H * Pu(x))Py) — 0 (b(H * P.(x))P.),
Py =m.
C’est ’'équation de Fokker-Planck du processus de diffusion non-linéaire
dXy = b(H * P,(Xy))dt + o (H * P, (X,))dWr,
Xo ~m,

ol Fy = H * P, est la fonction de répartition de X;.
On s’intéresse donc au comportement en temps long de (X ):>o.

Remarque : moins régulier et plus non-linéaire que milieux granulaires
dX, = —W' % P,(X,)dt + V2dW,.

» Malrieu 01, ’03, Cattiaux, Guillin, Malrieu ’08 : inégalités fonctionnelles sur systéme de
particules puis propagation du chaos uniforme ;

> Bolley, Gentil, Guillin *12, *13 : dissipation de la distance de Wasserstein (inégalité WJ) entre
deux solutions de 'EDP;

> Cattiaux, Guillin "14 : couplage des processus non-linéaires.

Julien Reygner Diffusions interagissant a travers leur rang



Echauffement : croissance moyenne

Les conditions d’existence d’'un équilibre sont faciles a dériver.

Condition n°1 : croissance moyenne nulle.

X, :X0-|—/i b(Fs(Xs))ds—i—/i o(Fu(X,))dW,
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Echauffement : croissance moyenne

Les conditions d’existence d’'un équilibre sont faciles a dériver.

Condition n°1 : croissance moyenne nulle.

t

X, :X0-|—/7 b(Fs(Xs))ds—i—/i o(Fu(X,))dW,

E[X.] = E[Xo] + / " RB(R(X.)))ds
s=0
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Echauffement : croissance moyenne

Les conditions d’existence d’'un équilibre sont faciles a dériver.

Condition n°1 : croissance moyenne nulle.

t

X, :X0-|—/7 b(Fs(Xs))ds—i—/i o(Fu(X,))dW,

B0 =BIXal+ [ (ALK
s=0

=E[Xo] + t/ b(u)du,

u=0
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Echauffement : croissance moyenne

Les conditions d’existence d’'un équilibre sont faciles a dériver.

Condition n°1 : croissance moyenne nulle.

t

X, :X0-|—/7 b(Fs(Xs))ds—i—/i o(Fu(X,))dW,

E[X.] = E[Xo] + / " RB(R(X.)))ds
s=0

1

=E[Xo] + t/ b(u)du,

u=0

donc une condition nécessaire d’existence d’un équilibre est

Julien Reygner Diffusions interagissant a travers leur rang



Ensemble des mesures invariantes

Condition n°2 : 'équation stationnaire (EDO 1D) se résout explicitement.

Ensemble des mesures invariantes

Sous les conditions

» {0?(u) = 0} dintérieur vide,

» B(0) = B(1) =0, B(u) > 0 pour u €]0, 1],
alors 'ensemble des mesures invariantes du processus non-linéaire est
I'ensemble des translations d'une méme mesure mo, explicite.

» Une mesure invariante est caractérisée par son espérance.

» Comme E[X;] = E[X,] + tB(1) = E[Xo], on s’attend a ce que, sous les
conditions ci-dessus, F; converge vers la solution stationnaire F., de
méme espérance que Fjp.

Jourdain, Malrieu 08 : o> = Cte, F., vérifie une inégalité de Poincaré.

s . 1 P
» Donne décroissance exponentielle de Varp__ ((?Pt > ;

» mais non-linéarité de Fokker-Planck = valable seulement pour Py,
proche de P.
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Convergence a I’équilibre en distance de Wasserstein

Nous prouvons un résultat de convergence a I’équilibre en distance de
Wasserstein

Wo(F,G) = x~}vr,1§ff~a

i </=o ) - G_l(u)lde) "

» Contraction (faible) : si (F}):>0, (Gt)¢>0 solutions, alors
t — Wp(F:, G¢) décroissante.

E[X - Y["DY”

Preuve en trois étapes :

» Dissipation : calcul de %W;’ (Fy, Gy).

» Conclusion : lim;_, { oo Wy, (Ft, Foo) = 0 pour p tel que
Whte(Fo, Fioo) < +o0.
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Contraction

Proposition : contraction

Sous la seule hypothése {o”(u) = 0} d’intérieur vide, alors pour toutes
solutions (F})¢>o0, (G¢)¢>0, pour tout p > 1,

t — W, (Fy, G) est décroissante.

La preuve de cette proposition est purement probabiliste ; elle repose sur un
argument de couplage pour le systeme de particules

dX;™ =b (% Zl n{xg,nsxf,n}) dt+o (% Zl n{xg,ngxz,n}) dwy,
J= J=
X", ..., X iid selon m,
obtenu en remplacant P, dans
dX; = b(H = P(X1))dt + o (H = Pi(X:))dW,

par la mesure empirique du systéme de particules

w1
He = HZéxz,n
i=1
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Systeme de particules interagissant a travers leur rang

) 1 < 1 < )
7’7n — . . . . K
dXt =b (’I’L El]l{xg,nsxz,n}> dt+0’ (—n El]l{xg,ngxz,n}> d”t7
i= =
X", ..., X iid selon m.

» La particule en j-€me position possede une dérive b(j/n) et une variance
o%(j/n) : les particules interagissent a travers leur rang.

» Applications en finance (Fernholz, Karatzas, Pal...).

» Propagation du chaos : (si {o%(u) = 0} d’intérieur vide) lorsque n — +o0, les
particules se comportent approximativement comme des copies
indépendantes de (X;):>o.

» Loi des grands nombres : ;" converge vers la loi P de (X¢):>o.

Couplage : soient

» 47 la mesure empirique de (X", ..., X;"™), converge vers P; = 9, F},
» v la mesure empirique de (Y;"",...,Y;"™), converge vers Q; = 9,G.
Moralement,

WP(Ft7 Gt) = ngr-‘r—loo WP(N‘?? th)
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Systéeme réordonné

Distance de Wasserstein :

1

Wiy (uf, i) = / [(CH 5 )™ () — (H o 07) ™ () Pdus

u=0

1 - j),mn j),mn
=~ Z |Xt(1), _ Y;(J), P,
=1
ot XV <o < XM ety < < Y™™ sont les réordonnements.

But : construire un couplage (X", ..., X)), oo, (v, Y mImy, o,
tel que

la distance }>_, |xm — y, 9P soit décroissante.

Systéme réordonné : X" < ... < X" vérifie
Ax9™ = p(j/n)dt + o(j/n)dBl + dKI™,
ol K{* est un terme de réflexion au bord de D,, := {y1 < -+ < wyn}.
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Systéeme réordonné

B T T T T T T

T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

P 1,n n,m
Processus original (X", ..., X;"")t>0
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Systéeme réordonné

T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

7 7 1), )
Processus réordonné (X" X ™) 50
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Systéeme réordonné

Le processus (X", ..., X{™"™),5, est un mouvement brownien
normalement réfléchi au bord de D,,, avec vecteur de dérive et matrice de
diffusion constants.

» Tanaka ’79 : existence et unicité fortes pour EDS réfléchie dans D,,.
» Couplage dirigé par le méme mouvement brownien £ :

Réflexion normale au bord du
convexe D,

= la distance entre les deux MB ré-
fléchis ne peut que décroitre.
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Dissipation de W} (F;, G;) 1

. . . d
But : obtenir une expression maniable de EW’? (F¢, Gy).
Dans l'esprit de Bolley, Gentil, Guillin *12, ’13 : « inégalité WJ ».

On suppose maintenant :
» régularité classique de F3, Gy,
» uniforme ellipticité pour o2.

Rappel : dimension 1, donc

1

W2(F,, Gy = / F ) — G ()Pl

u=0
Deux étapes :
» Obtention d’une expression pour 8;F; ' (u) et 8;Gy * (u),

> injection dans le calcul de %W;’ (Ft, Ge).
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Dissipation de W} (F;, G;) 1

. ) —1 o*(u)
Calcul direct dans 'EDP donne 0, F; " (u) = b(u) — Ou | ——— ).
Dissipation pour p = 2 :

d

Swin, 6 = 2/u:0 (0 () — 0,G () (F (w) — G (w)) du
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Swin, 6 = 2/u:0 (0 () — 0,G () (F (w) — G (w)) du
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Dissipation de W} (F;, G;) 1

2
Calcul direct dans 'EDP donne 9, F; ' (u) = b(u) — 9, (%)
u

Dissipation pour p = 2 :

—W3(F,,Gy) =2 / 1:0 (0uF; () — 0:Gy () (FyH (u) — Gy () du

=" /:0 & (aui£1<u) - aﬁfﬁ‘?u)) (F7 () = G (w))du
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Dissipation de W} (F;, G;) 1

2
Calcul direct dans 'EDP donne 9, F; ' (u) = b(u) — 9, (%)
u

Dissipation pour p = 2 :

SwirG) =2 [ (@ w06 ) (B ) - G )
_ 1 0'2( B 0'2(’[1,) . o . . .
B /u=oa"<6uF;1<u> aqu(u))(Ff (u) = G (w)d

- /ulzo o' (w) (%F}l(u) - auGtil(u))?“ (F, ' (uw) — G H(w)du
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Dissipation de W} (F;, G;) 1

2
Calcul direct dans 'EDP donne 9, F; ' (u) = b(u) — 9, (%)
u

Dissipation pour p = 2 :

L XD :2/ (0 () — 0,G () (F (w) — G (w)) du

o (u)

=" /: O (auﬁgzw - auG#(u)) (F7 () = G (w))du

2 1

N ouF T 9uG T w)

By aveirfrte)
o T (@0.G (W)

Il
T~
I =
o
PR

—

Remarque : le terme de droite ne dépend pas de b,
» contient équation de la chaleur,

» on ne peut donc pas espérer déduire directement contraction
exponentielle.

= besoin de réinjecter la solution stationnaire.
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Conclusion de la preuve

Soit p > 2 tel que Wyt(Fo, Fo) < +00. On veut montrer que
1 1/p
Wp(Fy, Fao) = (/ [F7 (u) — F;,l(u)|pdu> — 0.

=0

Comme Wy c(Fy, Foo) < Wyie(Fo, Fso) < +00, il suffit de montrer

vu €]0, 1], lim F,'(u) = F3'(u).

t——+oo
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Conclusion de la preuve

Soit p > 2 tel que Wyt(Fo, Fo) < +00. On veut montrer que

Wp(Fy, Fao) = (/ul [F7 (u) — F;,l(u)|pdu> w — 0.

=0

Comme Wy c(Fy, Foo) < Wyie(Fo, Fso) < +00, il suffit de montrer

vu €]0, 1], lim F,'(u) = F3'(u).

t——+oo

Pour tout u €]0, 1], | F,*(u) — F*(u)| est de l'ordre de

1
/ 10uF, (1) — B0 F () du

=0
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Conclusion de la preuve

Soit p > 2 tel que Wyt(Fo, Fs) < +00. On veut montrer que

Wo(Fy, Fao) = (/::0 [F7 (u) — F;,l(u)|pdu) v - 0.

Comme Wy e(Fy, Foo) < Wyie(Fo, Fso) < +00, il suffit de montrer

Yu€lo 1, dim B (u) = P (w).

Pour tout u €]0, 1], | F,*(u) — F*(u)| est de l'ordre de

/. L 0uFT () — 9P (w)du

<[ R O T oo
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Conclusion de la preuve

Soit p > 2 tel que Wyt(Fo, Fo) < +00. On veut montrer que

Wp(Ft, Foo) = (/ul |[F7 () — F;,l(u)V’du) v —0.

=0

Comme Wy e(Fy, Foo) < Wyie(Fo, Fso) < +00, il suffit de montrer

Yu €]0, 1], tlg_n F7l(w) = F3' ().

Pour tout u €]0, 1], | F,*(u) — F*(u)| est de lordre de

/ 10uF, () — B Fo? ()| du

R

de l'ordre de—%WQQ(Ft_l, Fh
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Soit p > 2 tel que Wyt(Fo, Fo) < +00. On veut montrer que
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Conclusion de la preuve

Soit p > 2 tel que Wyt(Fo, Fo) < +00. On veut montrer que

Wp(Ft, Foo) = (/ul |[F7 () — F;,l(u)V’du) v —0.

=0

Comme Wy e(Fy, Foo) < Wyie(Fo, Fso) < +00, il suffit de montrer

Yu €]0, 1], tlg_n F7l(w) = F3' ().

Pour tout u €]0, 1], | F,*(u) — F*(u)| est de lordre de

/ 10uF, () — B Fo? ()| du

R

contrdle type Aronson

de l'ordre de—%WQQ(Ft_l, Fh

— 0 au moins le long d’une suite ¢,, — +oo.

Julien Reygner Diffusions interagissant a travers leur rang



Conclusion de la preuve

Soit p > 2 tel que Wyt(Fo, Fo) < +00. On veut montrer que

Wp(Ft, Foo) = (/ul |[F7 () — F;,l(u)V’du) v —0.

=0

Comme Wy e(Fy, Foo) < Wyie(Fo, Fso) < +00, il suffit de montrer

Yu €]0, 1], tlg_n F7l(w) = F3' ().

Pour tout u €]0, 1], | F,*(u) — F*(u)| est de lordre de

/ 10uF, () — B Fo? ()| du

R

contrdle type Aronson

de Pordre de— % W (F7 ' FLY
— 0 au moins le long d’une suite ¢,, — +oo.

Conclusion par monotonie de W, (F;, Fo).
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Deux résultats de temps long :
» Contraction de W, (F;, G¢) : preuve probabiliste,
> besoin seulement de {o2(u) = 0} d’intérieur vide,
> pas de « condition de drift » ni de régularité.
» Convergence a I’équilibre : preuve analytique,
> besoin d’'uniforme ellipticité et conditions d’équilibre B(0) = B(1) =0,
B(u) > 0 pour u €]0, 1],
> besoin de régularité de la solution Fy,
> condition d’intégrabilité Wa (Fp, Fo) < +00.

Défaut de la preuve : pas de vitesse de convergence...

Merci de votre attention !
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