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| Notations

# Soit E un alphabet fini de lettres. Les mots sur E sont
les eléments de £* = J_, E™.

® Pour z,s € E*, le nombre d’occurences de s dans x
est N,(s) = SOFlsttg Liisi-1_

#® Pour P € P(E), I'entropie de P est
H(P) =3 cp Pla)log 51

#» Pourz € E™, I'entropie empirique (colt de codage)
de x est (log = log,):

H(z) = =) N,(a ) log (a) |




I ThéOrie de I’information - Shannon '48

Probleme : code f, : E™ — {0, 1}* injectif

Hypothese : x est la réalisation d’une source P,

—> colt moyen : C(fn) = > cpn Pu()|fu(z)]

Théoreme (optimisation)

© o o ©

1
> ) Py()log 2 nH,(P,)

2 En n(x)

#» Pour toutes les sources stationnaires ergodiques,
H,(P,) — H(P) entropie de la source P.

# |l existe des codes s’approchant arbitrairement pres du |
taux de codage entropique.



| Exemple

1td
E =1{0,1}, P = source sans mémoire : X; ~ B(p), 0<p<1.

H,(P) = Hy(p) = h(p) = plog% +(1—p)log+ :




| e codage arithmeétique

#® I|dée : coder en calculant des probabilités selon une
Proba de codage @,

® f.(xr)=Iles [—logQ,(x)]| + 2 premiers bits de
Qn(X < x).

#» La mellleur proba de codage est le maximum de
vraisemblance.

# Laredondance (= perte par rapport au “cout idéal”)

s’interprete matheématiguement comme une distance
de Kullback-Leibler. |



| Codage universel

» Probleme : si on ne connait pas P ?

» Coder efficacement reste possible au prix
d’'un surcout = redondance.
» ldée 1 (sources sans mémoire) :
» 0n code la loi empirique — (|E| — 1) logn
bits
s puis on code x avec cette proba de codage
— nH bits

» ldée 2 (sources sans mémoire) . Proba de

codage ()=mélange des lois sans mémoire. |



| Le mélange de Krichevsky-Trofimoy

» Notons O = {0 €[0,1]" : > p0. =1} etPy
la loi du processus iid sur £% défini par
PQ(XO — CL) — (90,-

» Melange de Krichevski-Trofimov sur E™ :

23]
KT (z7) = /9 . Py(x7) ;(;( ))E H 91240,

ack

» Calcul itératif : comme un MV avec |E|

“demi-expériences” avant de commencer :
1/2 1/2 3/2
T (011) = 12 x 125 32 = 1 |



| Optimalité

» Ultilisation en codage itératif.

» |l verifie la propriéeté fondamentale suivante :
Ve € BE",

1
—log KT () < Hin(g—long(x) +5 (|E] —1)logn + |E|/2
e

» — redondance minimax sur la classe des
processus lid.

—
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Dictionnaires complets de suffixes

#» Un ensemble de mots 7 est un dictionnaire complet
de suffixes (DCS)siVz? € F*- Ak eN: 2%, € T.
» Exemples:
» 7 =4{00,10,1} en est un.
» 7 =4{0,10,11} n'en est pas un, car 7 (...010) n’est
pas défini.
» T ={10% : k € N} en est un infini.
#» On note 7T (y) 'unique suffixe d’'un mot y dans 7.

® Pourx=2z"_ etseT,lesous-motde x qui apparait

n

dans le contexte s est T (z,s) = (O._, T(a' 2 )=s Li



| Tries et.arbres de suffixes

# Un trie est un arbre dont les arétes sont étiquetees par
des lettres.

#® Aux noeuds d’'un trie sont associés les mots obtenues
en lisant les étiguettes remontant a la racine.

#» Reéciproquement, on peut associer un trie a tout
ensemble de mots (comme ici {10,0,11}).

Mais il se peut que
certains ne soient
pas des feuilles !




Représentation des DCS comme trie

» A tout DCS 7 correspond un trie dont les

feuilles sont associées les éléements de 7, et
réciproguement.

» Exemples:

T ={00,10,1} T ={0F}U{107: 0 < j < k} |



| Sources.a.arbre de contexte

# Etant donne un DCS T, appelé par la suite arbre de
contexte, et |7 lois de probabilité sur E notées
p = (p(.|lw)),e7 la source a arbre de contexte Pr,

est la loi stationnaire sur EZ définie par

Pr, (Xi=o| X2 =22 ) =p (=1|T (22)) -
» Exemple .

P(X{=1001]X°  =...01)

(3/4, 14)

|

X

W~ o

X 5 X

1
3

DO | =




I L es C TS finies sont des chaines de Markov

» La profondeur de l'arbre est alors 'ordre
markovien.

[ p(.|0)
p(-|0)
(.[01)

p
\ p(.|11) /
p(|01) p(11)

» Variable Length Markov Chains : les CTS
peuvent avoir moins de degrés de liberté pour

une méme taille de mémoire. |

— M =




| L es chalhes de Markov sont des CT.

# Le trie correspond est 'arbre plein de
profondeur égal a 'ordre markovien :

[ p(.|000) \
p (-|100)

\ p (. i11)/

» — les CTS ont le pouvoir d'universalité des
CDM et peuvent approcher toutes les sources
stationnaires ergodiques.

» pas plus difficile a utiliser. |

PO p([100)  p(fol0) pCLIO)  pCoy  pCO p(joly) p)




| Expression de la vraisemblance

» v =), 7T(z,s) = vraisemblance s’écrit :

Prp(ai]aly) = Hp(wi\T(SEi—oi))

||
—
S
V)
=
=
>

» D’ou I'expression du maximum de
vraisemblance :

— log PT Z H(T |
seT



| Meélange.de X7 pour un modele

o On définit
/CTT(JJ?\JJQOO) — HseT KT (T (z,s))

» Théoreme : il existe une constante C telle

que :
—log, KT (z}|x=L) < Hl%fT—IOgQ Pro(af|z25)
El—1 n
+\T|| ‘ log(|T|)+CITI

» Cette redondance (ponctuelle) est minimax
dans ce modele. |
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| Le principe MDL

» |dée du codage en 2 temps : le modele M
ouis les donnees = sachant M.

» Plus le modele est riche, plus il peut
facilement decrire les données.

» Mais il est lui-méme plus difficile a decrire !

o — Minimum Description Length : choisir le
modele qui minimise le colt total de
représentation des données.

—



| MDL et estimateur BIC

» Codt “ideal” pour représenter x dans le
modele 7 : —log Pr(x)

» Nombre de bits nécessaires pour décrire les

parametres d’'une source basée sur l'arbre
T:|T|(|E|—1)logn

» — On minimise en 7 le critere BIC :

: A |
Tprc(z) = min — log PT(:E)+§\T\ (|E| —1)logn

B



| MDL et estimateur T

# Le colt de x avec la loi de codage KT+ est :
— log KT7(x)
» — On minimise en 7 le critere K7 :

Tier () = min — log K77 (z)

#» Remarque : K7 un peu moins que BIC car

. E|l -1 n
~log, KT (e]) < —logy Br(ef) + 171 og () + 017




| Algorithme original cont ext .csmes

» Pourtoutse 7T :

D(P,||P) =Y H(T(z,sa))—H (T (z,5)) >0

» |dée : casserles stq D(F; || Ps) > 'E’ logn

» Probleme [Weinberger...]:

on ne casse
jJamais la racine !

1
(13, 2/3) (213, 1/3) |

(12, 1/2)



I La méthOde CTM - Willems, Shtarkov, Tjalkens’ 95

» |deée : partir du bas de l'arbre

#» Pour chaque noeud s calculer :
» son cout propre CP(s) = H (T (x,s))
» son sous-colt SC(s) = > ., MC(sa) + 3 logn
» et son meilleur cout MC(s) = min CP(s), SC(s)

#» Trouver les noeuds actifs stq MC(s) = SC(s)

» Choix final : partant de la racine, casser tous

les noeuds actifs.



| Exemple

n =604 — pen =




| Exemple

n =604 — pen =

13 9 12 16,5




| Exemple

n =604 — pen =




| Exemple

n =604 — pen =




| Exemple

n =604 — pen =




| Exemple

n =604 — pen =




| Théoremes de consistance

» (Csiszar-Talata 2004, Garivier 2005)
'estimateur BIC choisit le bon CT ps a partir
d’un certain rang.

# Sion se limite a chercher des arbres de
nauteur o(logn), I'estimateur de
Krichevsky-Trofimov est également consistant
0S a partir d’'un certain rang.

# Sila source est un CT Infini, toute troncature
est correctement identifiée a partir d’'un

certain rang, ps.



| ldées pour la preuve pour BIC

# Sousestimation : les plus petits modeles sont
strictement moins puissants au premier ordre.

# Surestimation :

s profondeur < logn typicalité

Va > 0,Y6 > 0:1(s) < klogn, N,(s) = n“

. Ny (sa)

Ny (s)

Q(als)

Xl

0 log N, (s)

Ny (s)

» arbres avec plus de logn noeuds jamais

choisis : argument de théorie de |
I'Information.
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| Double mélange

# On presente le cas binaire pour simplifier

» Prior 7 sur les arbres: il y a Catalan, arbres a
s feuilles d’ou

7_‘_(7-) _ 9 2[T|+1

» On définit pour une collection T d’arbres

CTW(z) =Y  KTr(z)n(T)

» C’est une loi de probabilité sur chaque E™ |



| Cacul pratique de CTW

En chaque noeud, on fait la moyenne du cout
propre et du sous-cout.

(4, 3)
(2, 2) (2,1)
/\ /\

(2,0) (0, 2) (1, 0) g_l_l)_l



| Cacul pratique de CTW

En chaque noeud, on fait la moyenne du cout
propre et du sous-cout.

(4, 3)
(2, 2) (2,1)
/\ /\

3 3
8 8
(2,0) (0, 2) (1, 0) 1.1

D | =t
QO | =t



| Cacul pratique de CTW

En chaque noeud, on fait la moyenne du cout
propre et du sous-codut.

(4, 3)

TN

1 /3 3 3 21 1 /1 1 1 1
5 (8 X5 T 18) =356 2(3%X3Tig) = 16
(2, 2) (2,1)

3/\3 1/\1
8 8 2 8
(2, 0) (0, 2) (1, 0) (1,1



| Cacul pratique de CTW

En chaque noeud, on fait la moyenne du cout
propre et du SIO<J§ICOU 5 ) _ a1

256 16 | 2058/ = 8192
(4,3)

TN

1 /3 3 3 21 1 /1 1 1 1
5 (8 X5 T 18) =356 2(3%X3Tig) = 16
(2, 2) (2,1)

/\ /\

3 3 1
8 8 2

1
(2,00 (0.2)  (L0) (L1



| Efficacite - optimalité

# Théoreme : Pour tout n € N, pour tout
x e B

~l0gCTW(a) < fuf ~log Pr(a) + |7 log ( =) +2/7]

» Optimal au second ordre (minimax).

» Inegalité oracle non asymptotique.

—



| Les processus de renouvellement

# Les cdm ont une redondance minimax en O(logn), la
classe des processus stationnaire ergodigue n’admet
pas de redondance non triviale.

® Csiszar et Shields : classe des P.R. = la seule connue
avec une complexité intermediaire.

# Définition : sur £ = {0,1}, (X,)nez €stun P.R. si les
distances entre les symboles '1’ successifs de X sont
.i.d.
#» Théoreme : Csiszar et Shields - La redondance
(moyenne et ponctuelle) minimax dans la classe des
P.R. est de I'ordre de /n. _l

V4 u
y 9 I\If\f\f\f\ P P - A T I



| Redondance de C7TW sur les P.R.

On peut visualiser
. les PR. comme des

sources a arbres de

contexte Infini

» Théoreme : (Garivier 2004) Il existe des
constantes positives C] et (5 telles que pour
tous les arbres de contexte 7 ettoutn € N :

Civnlogn < R,(CTW, P.R.) < Cyv/nlogn

—



| Implications

» CTW est donc presgue adaptatif dans cette
classe de processus de complexitée
intermédiaire, a tres longue mémoire.

» Note : On utilise vraiment des arbres
profonds et tres désequilibrés : c’est toute la
souplesse des modeles a arbres de contexte.

» Ce résultat suggere que CT)WV est adapte
pour le traitement des processus plus
irreguliers que des cdm, a longue mémoire.

—
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