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Exercice 1. Stabilité

Soit L un langage rationnel sur un alphabet ~. Montrer que les langages suivants sont rationnels.
1. CYCLE(L) = {Xl ) | X1,X) EXL*ANxp-x1 € L}

MAX(L)={x€eL|Vy#e =xy¢&lL}

MIN(L) = {x € L | aucun préfixe propre de x n’est dans L}

INIT(L) = {x e ¥* | Jy € &* xy €L}
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EL:{xEZ*HyEZ* xy € LAyl = |x|}

SQRT(L) ={x€X*|Iyex* xyeLAlyl =|x|*}

LOG(L)={xeZ*|3yes* xyecLAly =2~}

SWAP(L) = {ug_ﬂl agas -+ -0y Aop_q ‘611,- s,y EXANajay---ay, € L}

ERASE(L) = {ayas---ay, 1 |ay, -+ , 400 ELA ayay---dp, € L}
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Exercice 2. Semi-Linéarité
Un ensemble d’entiers est linéaire s'il est de la forme {c + ip,i € N}. Un ensemble est semi-linéaire s'il
est réunion finie d’ensembles linéaires. Soit L C a* un langage rationnel, montrer que {i,a’ € L} est
semi-linéaire.

En déduire que pour tout langage L rationnel, I'ensemble A(L) = {|w|,w € L} est semi-linéaire.

Exercice 3. Décisions

1. Ecrire un algorithme décidant si le langage d’un automate est infini.
2. Ecrire un algorithme décidant si le langage d’un automate est vide.

Exercice 4. Monoides
On appelle monoide tout ensemble muni d'une loi de composition interne associative qui possede un
élément neutre noté 1);. L'ensemble des mots A* avec la concaténation comme composition et le mot
vide comme neutre est un monoide (c’est le monoide libre généré par A). Un morphisme de monoide
est une fonction f : M — N vérifiant f(xy) = f(x)f(y) et f(1pm) = 1n.
On dit q'un langage L C A* est reconnu par un morphisme y : A* — M s'il existe une partie P C M
telle que L = p~!(P). Par extension, un monoide M reconnait le langage L s'il existe un morphisme
p: A* — M qui reconnait L.

1. On considére le morphisme p : A* — 72 tel que u(w) = |w|, mod 2. Quels sont les langages

reconnus par j?
2. Montrer que si L C A* est reconnu par un monoide fini, alors L est rationnel.
3. On définit la loi de composition interne sur les relations binaires de E par :

-7 ={(x,z) €E*: Y€ E (x,y) €1,(y2) €T}

On note R le monoide des relations binaires sur I’ensemble E muni de cette loi. Montrer que si L
est rationnel, alors L est reconnu par un monoide fini.

4. En utilisant les monoides, redémontrer que les langages réguliers sont clos par complémentaire,
union, et intersection.

5. Montrer quesi f : A* — B* est un morphisme et L C B* est rationnel, alors f ~!(L) est rationnel.

6. On appelle substitution de A* de B* une fonction o de A* dans P(B*) tel que o(uv) = o(u) -
o(v), le - dénotant la concaténation de langage de B*. Soit K C B* un langage rationnel et ¢ une
substitution de A* de B*. Montrer que les langages {w|oc(w) NK # @} et {w|c(w) C K} sont
rationnels.

7. Montrer quesi f : A* — B* est un morphisme et L C A* est rationnel, alors f(L) est rationnel.

Indication. Ici, utiliser des monoides n’est pas forcément le plus simple.
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