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Exercice 1.

On rappelle qu'une clause conjonctive est une formule de la forme x; A x2 A ... A x;;, ou chaque x;
est un littéral; qu'une formule est dite sous forme normale disjonctive si et seulement si elle s’écrit
comme une disjonction de clauses conjonctives; que cette formule est dite sous forme normale dis-

jonctive canonique si chaque variable apparait une unique fois dans chaque clause, et si les clauses

ne se répétent pas .

1. Montrer que toute formule non toujours fausse admet une unique écriture sous forme normale
disjonctive canonique (a 1’ordre des facteurs pres).

2. De méme, montrer que toute formule non toujours vraie admet une unique écriture sous forme
normale conjonctive canonique.

Exercice 2.
Ecrire les arbres de preuve pour les propriétés suivantes :

1. (PAQ) <+ (QAPD)

(PVQ) < (QVP)
PA(QVR) < (PAQ)V (PAR)
PA(QAR)«+ (PANQ)AR
PV(QVR)«+ (PVQ)VR

(P Q) ¢ (~Q = ~P)
dx-A < ~(Vx A)

(Vx AANVxB) <> Vx (AAB)

® N>R BN

Exercice 3.

Dans un ensemble de regles, une regle d’inférence peut étre redondante au sens ot elle est “admis-
sible ” ou “dérivable”. Une regle dérivable est une regle dont la conclusion peut étre dérivée de ses
prémisses en utilisant les autres regles. Une régle admissible est une regle dont la conclusion est
dérivable, quand les prémisses sont dérivables.

1. Quel lien y a-t-il entre ces deux propriétés?

I'FA&C r-C< B
'A< B

IAJA-B

3. Montrer que la regle suivante est dérivable : T AFD contraction

4. Montrer que la régle suivante est dérivable dans le systeme sans L. : T - —=(AV -A)

2. Montrer que la regle suivante est dérivable :

n.c.

5. Montrer que la regle d’affaiblissement est admissible mais pas dérivable (dans le systeme sans
la régle d’affaiblissement...).

Exercice 4.

1. Montrer que pour tout ensemble fini E et tout ordre partiel <, sur cet ensemble, cet ordre est
prolongeable en un ordre total sur E.

1. On considére I'égalité de clauses a «ordre des littéraux pres».



2. Montrer que le résultat est toujours vrai si E est infini.

Exercice 5. Oh my god ! They killed Konig!
Un graphe G est une relation binaire sur un ensemble V qui est symétrique et antiréflexive. On dit
que G est infini si V I'est. On dit aussi que G est localement fini si pour chaque v € V l'ensemble
{ueV](unv)e G} estfini

Un chemin de longueur # sur G est une fonction x : {0,...,n} — V qui est injective et pour chaque
i <n-—1o0na (x(i),x(i+1)) € G.On dit que G est connexe si pour chaque pair de sommets
01,02 € V?il existe n € N et un chemin x de longeur 7 tel que x(0) = v; et x(n) = v,. On dit aussi
qu'une fonction y : N — V est un chemin infini si pour tout m € N la restriction de y a {0, ..., m} est
un chemin de longeur m.

L'objectif de cet exercice est de démontrer le lemme de Konig. Soit G un graphe connexe, infini et
localement fini. Alors pour chaque sommet vy € V il existe un chemin infini qui commence en vy.

1. Montrer que le lemme est faux si G n’est pas localement fini.
Soit vy € V un sommet. On construit par induction les ensembles (V,),cn tels que Vo = {vp} et pour
toutn >1,V,={veV|JueV,_1,(uv)e G\ U V.
m<n
2. Que représente chaque V;, ? Montrer que pour toutn € Nona V,, # & et V, fini.

3. Considérons pour chaque v € V la variable propositionnelle A, signifiant "v est activé". Construire
une formule C, qui est vraie si et seulement si I'ensemble des sommets activés dans |J Vi

m<n
forment un chemin de longueur n commencant en v et finissant dans un sommet de V.
4. Conclure.
Exercice 6. Cantor-Bernstein-Schroder

On suppose (jusqu’a ce qu’on I'ait montré) le Théoréme de Cantor-Bernstein-Schroder :

Théoréme (Cantor-Bernstein-Schroder). S’ils existent f : A < Bet g: B < A, alors il existe h : A —»
B.

1. Montrer quesi f : X <—» X x X, avec X infini, alors 3g : P(X) < P(X) x P(X)
2. Montrer que 3f : R <—» P(N)
3. Endéduireque dg: R < R x R

Maintenant on le démontre, deux fois!

4. Lemme:SiB C Aetsif: A< B,alors 3¢ : A < B (utiliser C = U,enf"(A \ B)). En déduire
le théoréme de Cantor-Bernstein-Schroder.

5. Lemme :si G : P(A) — P(A) est telle que VX, Y € P(A),X C Y = G(X) C
dM,G(M) = M. En déduire le théoreme de Cantor-Bernstein-Schroder avec G : X — A\

g(B\ f(X))



Définition (Regles de déductions naturelles). On redonne ici les regles de la déduction naturelle clas-

sique.
ax THA
r,AkA r,BrA
ILAFB TFA—B THA
r-A—B T-B
r-A TkB , [FAMNB g
I'-ANAB ' T-A ¢
_TrA g _I'tB 4
r'-AvVB 't r~AVB i
[LAFL _ Tk-A THA
r--Aa ' TH1
TFA } T-Vx A
Trvx 4 i (F#VLD) Tr A= "
Ik Alx:={] r3x A ILAFC
" 3. 4 3 C
T-3x A I+C e (x € VLT, C))
THt=t e

' Alx = u]

A faire chez soi : Questions de cours

'-AvVB

LA+ L

r-A

I'-AAB

-8B
IA+-C

Le

N

I'BEC

re=c

— Enoncer et prouver un lemme de lecture unique pour les termes de la logique du premier ordre

dans un langage donné L.

— Enoncer et prouver un lemme de bijection entre certains arbres étiquetés et les termes de la

logique du premier ordre dans un langage donné L.

— Enoncer et prouver un lemme de lecture unique pour les formules de la logique du premier

ordre dans un langage donné L.

— Donner une preuve en déduction naturelle de “non A equ a (A implique absurde)” (les regles

de déductions seront rappelées dans I’énoncé)
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