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Introduction.

Les réseaux euclidiens sont les arrangements réguliers de points dans I’espace, ou, plus
précisément, les sous-groupes discrets de R* pour un certain entier n. La théorie des ré-
seaux euclidiens, aussi appelée géométrie des nombres, est née dans les années 1890, quand
Minkowski a publié son ouvrage Geometrie der Zahlen [131]. Dans la suite des travaux de
Hermite [77], il étudiait les minima de formes quadratiques définies positives. Il a montré
que ce type de questions se traduisait géométriquement de maniere extremement naturelle.
Avec cette vision plus géométrique, de nombreux résultats sont devenus plus intuitifs et
de ce fait beaucoup plus simples a établir. Ces théories des formes quadratiques définies
positives et des réseaux euclidiens ont de tres nombreuses applications en mathématiques,
de I’étude des courbes algébriques aux corps de nombres, en passant par des résultats plus
anecdotiques comme le théoréeme des quatre carrés de Lagrange (tout entier positif peut
s’écrire comme somme de quatre carrés d’entiers).

Du point de vue algorithmique, la date charniere se situe au début des années 1980,
lorsque Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra et Laszl6 Lovasz mettent au point un algorithme
de réduction de réseaux de complexité polynomiale [112]. Cet algorithme, que I'on ap-
pelle LLL du nom de ses auteurs, ou encore L3, a constitué une véritable révolution. Tout
d’abord, sa complexité est sans comparaison avec les algorithmes décrits jusqu’alors pour
étudier les réseaux euclidiens, et, surtout, il a ouvert la voie a un nombre impression-
nant d’applications. Les trois applications historiques sont la factorisation des polynomes
a coefficients entiers ou rationnels [79, 89, 112, 156], les approximations rationnelles si-
multanées [97] et la programmation entiére en dimension fixée [114]. Cet algorithme a
aussi immédiatement re¢u un succes immédiat dans le domaine de la cryptanalyse. Il a
en particulier été utilisé par Adleman, Brickel, Lagarias et Odlyzko [3, 33, 34, 35, 98, 100]
pour casser le cryptosystéme de type « sac-a-dos » proposé par Merkle et Hellman [126]
(une attaque proposée par Shamir [160] existait déja, mais seulement pour la variante la
plus simple du crytosystéme). Cette attaque a ensuite été généralisée pour cryptanalyser
d’autres schémas de type « sac-a-dos » (voir par exemple [142]). L’algorithme di a Lenstra,
Lenstra et Lovasz est toujours un outil tres utilisé en cryptanalyse de cryptosystémes a clé
publique, comme par exemple certaines variantes rapides de RSA [22, 26, 43, 44, 60, 123]
et certaines variantes rapides du schéma de signatures DSA [82, 137]. L’algorithme LLL a
aussi permis de montrer que trouver I’exposant privé d’une clé RSA est calculatoirement
équivalent a factoriser le module [125] (il permet de construire une réduction polynomiale
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Introduction.

déterministe). Il ne s’agit que de quelques exemples parmi beaucoup d’autres, le lecteur
est renvoyé aux deux panoramas des applications cryptographiques de cet algorithme qui
sont dressés dans [85, 141]. Un autre domaine d’application important de ’algorithme LLL
est la théorie algorithmique des nombres : il a permis d’invalider la conjecture de Mer-
tens [143], il sert aussi pour calculer des polynémes minimaux (par exemple de nombres
algébriques), ou encore pour travailler dans les corps de nombres [40].

Depuis 1982, de nombreuses variantes et améliorations de ’algorithme LLL ont été
proposées, que ce soit, vis-a-vis du temps d’exécution [87, 94, 151, 156, 174], vis-a-vis de
la qualité de la base renvoyée [150, 152], ou encore pour étendre le champ des entrées
possibles [146].

Le contenu du présent mémoire se partage en deux types de sujets : d'une part nous
présentons de nouveaux algorithmes de réductions de réseaux, de la dimension 1 (on a
alors un probléme de plus grand diviseur commun), a la dimension quelconque (comme
lalgorithme LLL), en passant par la petite dimension (dimensions 2,3 et 4); d’autre
part, nous décrivons de nouvelles applications de la réduction des réseaux, dans le do-
maine de l'arithmétique des ordinateurs. Cette discipline consiste entre autres a étudier
I'implantation des nombres réels en machine. L’alternative la plus répandue pour cela
est I'arithmétique flottante, qui est normalisée pour un certain nombre de précisions et
pour les opérations arithmétiques de base (addition, soustraction, multiplication, division
et racine carrée) par la norme IEEE-754 [2]. Pour certaines applications scientifiques et
industrielles, il devient aujourd’hui important d’étendre cette norme a quelques fonctions
mathématiques élémentaires, parmi lesquelles des fonctions exponentielles, logarithmiques
et trigonométriques. Cependant, des inconnues demeurent pour déterminer la « bonne »
méthode pour implanter ces fonctions. Nous utilisons la réduction de réseaux pour ré-
soudre certaines difficultés liées a I'implantation des fonctions mathématiques, en parti-
culier nous proposons un nouvel algorithme pour résoudre le « dilemme du fabricant de
tables » [107]. Apporter une réponse a ce dilemme revient a déterminer a quel point 'image
par la fonction donnée d’un nombre « représentable » peut étre proche d’un nombre re-
présentable ou du milieu de deux nombres représentables : de tels nombres ont des images
tres difficiles a arrondir puisqu’il faut beaucoup de bits pour décider du sens d’arrondi.
La méthode présentée sert aussi a déterminer dans quelle mesure la suite des bits de
I’image par la fonction donnée d’un nombre représentable est aléatoire. Nous améliorons
aussi la méthode des tables de Gal [62], qui est une technique classique pour implanter
certaines fonctions mathématiques. Le travail présenté ici donne ainsi des arguments sup-
plémentaires aux partisans de la standardisation des fonctions élémentaires, parmi lesquels
figurent les projets ARENAIRE et SPACES de PINRIA. Parmi les travaux de ces deux
équipes qui améliorent la compréhension et I'implantation des fonctions élémentaires, on

peut citer [36, 37, 51, 52, 103, 109, 147, 177].

PLAN. Cette these comporte neuf chapitres partagés en trois parties.

Dans la premiere partie, nous rappelons certains résultats de base sur les réseaux
euclidiens (chapitre I-1), et sur Parithmétique flottante (chapitre I-2). Il s’agit de rappels
nécessaires pour les autres chapitres, ils ne comportent aucun résultat nouveau. Dans les
deux chapitres en question, nous avons aussi essayé de donner le contexte (difficulté des
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problémes sous-jacents, normalisation) des sujets abordés.

La partie II est consacrée a l’étude algorithmique des réseaux euclidiens. Dans le
chapitre II-1, nous décrivons et étudions un nouvel algorithme de calcul de plus grand
diviseur commun, probleme qui peut étre considéré comme une réduction de réseau en
dimension 1. Au chapitre II-2, nous analysons un algorithme tres naturel de réduction dont
la sortie est en un certain sens optimale jusqu’en dimension 4. Ensuite, au chapitre II-3,
nous décrivons un nouvel algorithme de réduction de réseaux utilisant de ’arithmétique
flottante, et qui admet la meilleure borne de complexité actuelle vis-a-vis de la taille
des vecteurs donnés en entrée. Cet algorithme a été implanté et nous avons étudié son
comportement pratique : nous donnons des détails relatifs a ces expérimentations au
chapitre I1-4.

Dans la partie III, ’algorithmique de la géométrie des nombres devient un outil pour
résoudre un certain nombre de questions liées a ’arithmétique des ordinateurs. Le cha-
pitre III-1 est consacré a la description d’'un nouvel algorithme et de son analyse pour
trouver des mauvais cas pour I'arrondi des fonctions mathématiques élémentaires, c’est-a-
dire le dilemme du fabricant de tables. Au chapitre I1I-2, nous adaptons la méthode ainsi
développée au chapitre III-1 pour trouver des mauvais cas simultanés de deux fonctions,
ce qui nous a servi a améliorer une méthode pour implanter les fonctions mathématiques
a ’aide de tables. Enfin, dans le chapitre II1-3, nous modifions la méthode développée au
chapitre III-1 pour cryptanalyser un générateur de nombres pseudo-aléatoire qui avait été
décrit par J. E. Littlewood dans les années 1950.

Pour la plupart des chapitres nous avons mis en ligne a ’URL suivante un certain
nombre de documents ayant un lien direct avec les questions abordées :

http://www.loria.fr/~“stehle/these.html

On y trouvera en particulier des programmes en langage C qui correspondent aux algo-
rithmes décrits dans les chapitres I11-3, II-4, ITI-1 et ITI-2.
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Notations.

Les notations les plus souvent utilisées dans ce document sont listées ci-dessous. Even-
tuellement elles pourront avoir d’autres significations, mais cela sera indiqué explicitement.

— Par défaut, on se placera dans le modele de calcul RAM, et on comptera les opéra-
tions élémentaires sur les bits.

— On utilisera la notation M(n) pour désigner le cotit d’une multiplication de deux
entiers d’au plus n bits chacun avec l'algorithme de Schonhage et Strassen [158] :
M(n) = O(nlognloglogn).

— La notation Pol(k) signifiera « polynéme en k ».

— Pour tous les résultats de complexité concernant les réseaux, il est sous-entendu que
le réseau est entier, c’est-a-dire qu’il est inclus dans Z"™ pour un certain entier n.

— La fonction lg désignera le logarithme en base 2, et log le logarithme népérien.

— Si a est un entier non nul, sa longueur /(a) est le nombre de chiffres de son écriture
en base 2, c’est-a-dire I(a) = [lg(|a| + 1)].

— Si @ est un entier non nul, sa valuation 2-adique v»(a) est le nombre de zéros consécu-
tifs dans les chiffres de poids faible de son écriture en base 2. On définit v5(0) = co.

— Sin €N, le groupe des permutations de I’ensemble [|1, n|| sera désigné par S,,.

— Les coefficients binomiaux sont notés (Z) pour 0 < k£ < n. Nous rappelons I'iden-
tité () = momr-

— On utilisera les notations classiques |-], |-] et [-] pour la partie entiere inférieure,
I’entier le plus proche et la partie entiere supérieure. Dans le cas de I'entier le plus
proche, s’il y a deux solutions possibles, on prendra la solution paire.

— Soient a < b deux nombres réels. On écrira [|a, b||] ’ensemble des entiers dans I'in-
tervalle [a, b].

— Si a et b sont deux réels, le reste centré r = a cmod b est le réel r € ]—%, g] tel
qu’il existe un entier k£ pour lequel r = a + kb.

— On appellera bits fractionnaires d’un nombre réel = les chiffres de sa représenta-
tion binaire qui se trouvent apres la virgule. Si n > 1 est un entier et a < b, on
écrira [a, b], 'ensemble des nombres réels compris entre a et b et qui ont au plus n
bits fractionnaires dans la représentation binaire classique, c¢’est-a-dire :

{ [2a] [2a]+1  [27) } |

on on o

Si ko > k1 > 0 sont des entiers et  un nombre réel, les bits fractionnaires du rang k;
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au rang ko seront représentés par bitsy, ,[z]. Plus exactement :

bitsofe] = (2] mod 2+ 44+1) € [0, 2% 1

— Si z est un réel, on écrira o(x) un nombre flottant le plus proche de z. L’en-

semble des nombres flottants considérés se déduira facilement du contexte, et le
non-déterminisme de la notation ¢(x) ne posera pas de difficulté.

Tous les vecteurs, et uniquement les vecteurs, sont décrits par des variables en gras,
comme par exemple b.

La norme euclidienne d’un vecteur b sera notée ||b||, sa norme ¢; sera notée ||b||; et
en particulier sa norme infinie sera notée ||b||so-

La notation B(t,r) désigne la boule de centre t et de rayon r. La dimension de
I’espace considéré sera évidente a partir du contexte.

L’ensemble des matrices a n lignes et m colonnes a coefficients dans 'anneau R est
représenté par M,, ,,(R).

Le résultant de deux polynoémes P;(z1,...,x,) et Py(xq,...,z,) par rapport a la
variable z,, sera noté Res,, (P1, P,).

— Si X est une variable aléatoire, on désignera son espérance par E[X].
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Chapitre I-1
Eléments de géométrie des nombres.

J.W.S. Cassels, 1959 — We owe to Minkowski the fertile observation that certain
results which can be made almost intuitive by the consideration of figures
in n-dimensional euclidean space have far-reaching consequences in diverse
branches of number theory.

Sommaire
1.1 Définition et représentation.. . . . . . .. ... ... 4
1.2 Quelques invariants d’unréseau. . .. .. .......... 7
1.2.1 Minima d’un réseau euclidien. . . . ... .. ... .. ... 7
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1.2.3 Volume. . . . . . ... .. . . e 11
1.3 Théoremes de Minkowski et réductions. . ... ... ... 12
1.3.1 Les deux théoremes de Minkowski.. . . . .. ... ... .. 12
1.3.2 Des réductions fortes, mais difficiles & obtenir. . . . . . .. 13
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Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base de la théo-
rie des réseaux euclidiens, qui nous seront utiles tout au long des chapitres suivants. Au
lieu d’adopter la présentation classique qui consiste a donner dans un premier temps les
définitions mathématiques puis dans un deuxiéme temps les principaux résultats algorith-
miques, nous avons choisi de discuter les résultats algorithmiques liés a chaque concept
mathématique introduit, au moment ot ce dernier est introduit. Les résultats d’existence
sont ainsi mis en relief immédiatement avec les résultats de constructibilité et d’effectivité
qui leur correspondent.

Dans la section 1.1, nous donnons les définitions des réseaux, et discutons leur repré-
sentation. Dans la section 1.2, nous donnons quelques invariants des réseaux euclidiens et
les problemes algorithmiques qui leur sont liés. Certains de ces invariants sont faciles a
évaluer, et d’autres semblent difficiles. Le théoreme de Minkowski et la notion de réduc-
tion permettent d’obtenir de 'information sur les invariants difficiles a calculer a partir
de ceux qui sont faciles a évaluer, cela est étudié a la section 1.3.



Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Les résultats annoncés dans ce chapitre viennent sans preuve. Nous renvoyons le lecteur
a des ouvrages classiques comme [38, 42, 122, 164] pour les aspects mathématiques, et [40,
118, 130] pour les aspects algorithmiques.

1.1 Définition et représentation.

Naivement, un réseau euclidien est ’ensemble des points d’une grille, ou des sommets
) b
d’un cristal, dans un espace euclidien de dimension finie.

Définition 1 (Réseau euclidien). Soit n > 0. Un réseau euclidien L est un sous-groupe
discret de R" muni de sa structure euclidienne naturelle. Un ensemble L' C R est un
sous-réseau du réseau L st L' C L et si L' est un réseau.

Les réseaux non triviaux les plus simples sont certainement les points de I'espace a
coordonnées entieres Z", mais tous les sous-groupes de Z™ sont aussi des réseaux. En
particulier, Z* x {0}"~* est un sous-réseau de Z™ pour tout k < n. L’ensemble des points
de Z™ dont la somme des coordonnées est paire en est un autre. On définit un réseau
entier comme un sous-groupe de Z". S’il n’est pas trivial, un réseau est de cardinalité
infinie, et n’est donc pas représentable tel quel. En fait, pour le représenter, on utilise le
fait qu'un tel ensemble est un module de type fini, et peut donc s’écrire comme ensemble
de combinaisons linéaires a coefficients entiers d’une certaine base.

Définition 2 (Bases). Soient by,...,by € R" des vecteurs linéairement indépendants.
Ils génerent le réseau :

d
L(bl, .. .,bd) = {Z x,b,,Vl,x, € Z} .

i=1
On dit que les vecteurs by,...,bg € R* forment une base de ce réseau. La forme qua-
dratique définie positive naturellement associée d la base by,...,by est q(xq,...,2q) =

||.7)1b1 —+ ...+ .Tdbd“Q.

Proposition 1. Soit L un réseau de R". Alors L admet une base, c’est-a-dire il existe
des vecteurs by, ..., by € R" linéairement indépendants tels que L = L(by,...,by). La
cardinalité d de toutes les bases de L est identique, et s’appelle la dimension de L, que
l’on notera dim L.

A un réseau donné L sont donc associées deux dimensions : la dimension d du réseau
lui-méme, et sa dimension de plongement n. L’invariant d est plus intrinseque que n, car
le réseau L peut étre transformé en un réseau L' de dimension de plongement d par une
isométrie. Par ailleurs, la dimension de plongement n’a plus de signification du tout si ’on
considere la forme quadratique associée.

On représente un réseau donné L par 'une de ses bases by, ..., by, ou plus précisé-
ment par ’expression d’une de ses bases sous forme de matrice dont les colonnes sont les
coordonnées des vecteurs de la base dans l'espace de plongement. Cette représentation
n’est pas unique, mais elle a 'avantage d’étre finie et effective. La matrice en question a n

4



1.1. Définition et représentation.

lignes et d colonnes — si ’on représente les vecteurs sous forme de colonnes. Avec cette
représentation, il est simple de tester ’appartenance d’un vecteur t au réseau L, car il
suffit de résoudre le systéme de n équations et d inconnues suivant :

$1b1+...+$dbd:t,

et de vérifier si les solutions xy,..., x4 obtenues sont des entiers. Il suffit par exemple
d’utiliser la méthode du pivot de Gauss (voir [74] pour une analyse détaillée). Lorsque
I’on donne des résultats de complexité sur des problemes liés aux réseaux, on se restreint
aux réseaux entiers'. L’entrée du probléme est alors une matrice d’entiers écrits en re-
présentation binaire, et le temps de calcul est mesuré par rapport a la taille de 'entrée.
Dans le cas présent de 'appartenance d’un point a un réseau, le probleme peut étre résolu
en temps polynomial, c’est-a-dire avec un nombre d’opérations élémentaires croissant de
facon au plus polynomiale en d,n et la taille des entiers qui sont les coordonnées des
vecteurs by,..., by et t.

Tester qu’un réseau L' est un sous-réseau d’un réseau L est aussi réalisable en temps
polynomial : il suffit de tester que chaque vecteur de la base donnée du réseau L' appartient
bien au réseau L. Une conséquence immédiate est que I’on peut tester en temps polynomial
si deux bases représentent un meéme réseau.

Deés que d > 2, un réseau donné admet une infinité de bases. Celles-ci sont liées
entre elles par des transformations unimodulaires, c’est-a-dire des matrices carrées de
dimension d a coefficients entiers et de déterminant +1. Autrement dit, & partir d’une
base donnée by, ..., by, les opérations valides pour conserver une base sont b; — —Db;
pour un certain ¢ < d, b; = b; +b, pour i # j, b; <+ b; pour ¢, j < d, et les combinaisons
de telles opérations. On peut aussi tester si deux bases engendrent le méme réseau en
calculant la matrice de passage, et en vérifiant si celle-ci est unimodulaire. Aux figures 1.1
et 1.2, nous donnons deux différentes représentations d’'un méme réseau.

Un outil fondamental pour étudier les bases d'un réseau donné est ’orthogonalisation
de Gram-Schmidt.

Définition 3 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soient by, ..., by des vecteurs

linéairement indépendants. L’orthogonalisation de Gram-Schmidt de la base by, ..., by est
la famille de vecteurs by, ..., b} définie par :
b = by

i—1
j=1

ou i j = e pour tous j < 1.

De nombreux résultats algorithmiques peuvent étre adaptés 4 des réseaux & coordonnées réelles, mais
nécessitent de décrire comment sont représentés les réels. Cela souléve des problémes techniques qui sont
hors du contexte de cette theése. Dans le chapitre ITI-1, nous étudierons d’un point de vue algorithmique
des réseaux & coordonnées non entiéres, mais nous montrerons comment se ramener au cas des réseaux
entiers dans cette situation.



Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

F1c. 1.1 — Le réseau est I'ensemble des points d’intersection de la grille.

Fi1c. 1.2 — Le méme réseau donné par une autre grille.



1.2. Quelques invariants d’un réseau.

La figure 1.3 illustre la définition précédente. On observe aisément que si les vec-
teurs by, ..., bg ont des coordonnées entieres, alors les coordonnées des vecteurs by, ..., b}
sont rationnelles. De plus, les vecteurs b peuvent étre calculés a partir des vecteurs b;
en temps polynomial : le point central pour montrer cela est de voir que les numérateurs
et dénominateurs des quantités impliquées lors du calcul sont de taille bornée polynomia-
lement en la taille de 'entrée (voir par exemple la preuve du théoréme 17, page 104).

Fi1G. 1.3 — Trois vecteurs dans I’espace, et leur orthogonalisation de Gram-Schmidt.

1.2 Quelques invariants d’un réseau.

Etant donné un réseau L, on appelle une quantité liée a L un invariant si celle-ci
ne dépend pas du choix de base de L que l'on pourrait faire : il s’agit d’'une quantité
intrinseque au réseau, qui ne dépend pas de sa représentation. Nous avons déja défini un
invariant simple, la dimension. Nous définissons dans cette section les minima, le rayon
de recouvrement et le volume, encore appelé déterminant.

1.2.1 Minima d’un réseau euclidien.

Puisqu’un réseau est un sous-groupe discret de R", il existe un vecteur non nul lui
appartenant qui est de norme minimale. Cette norme s’appelle le premier minimum du
réseau.

Définition 4 (Premier minimum). Soit L un réseau. Le premier minimum de L est
défini par :
A1(L) = min (r, B(0,7) N L # {0}).

Nous rappelons que B(0,r) est la boule fermée de centre O et de rayon r.

Le premier minimum est toujours atteint : il existe toujours un vecteur du réseau
de norme A;(L). Etant donnée une base by,..., b, d’un réseau L, renvoyer un vecteur
atteignant \; (L) constitue la version calculatoire du probléme du plus court vecteur, aussi
appelé SVP (Shortest Vector Problem). Ce probléeme est au centre de I’algorithmique des
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réseaux euclidiens, et a été étudié de facon tres intensive depuis plus de 25 ans. Nous
récapitulons les principaux résultats concernant un ensemble de généralisations de sa
variante décisionnelle.

Définition 5 (y-SVP). Soit v > 1. Le probléeme v-SVP est le probléme de décision sous
promesse? suivant :
— Les instances positives sont les couples (B, r) pour lesquels B € M, 4(Z),r € Q et
M(L) <7, ou L est le réseau engendré par les colonnes de la matrice B.
— Les instances négatives sont les couples (B, ) pour lesquels B € M, 4(Z),r € Q et
AM(L) > ~vr, ot L est le réseau engendré par les colonnes de la matrice B.
Quand v = 1, on obtient le probléeme SVP.

La complexité de la famille de problemes v-SVP est mesurée vis-a-vis de la dimen-
sion d du réseau, la taille des entrées de la matrice B n’intervenant que peu dans la
difficulté du probleme. Bien entendu, plus le facteur d’affaiblissement v augmente, plus
le probleme y-SVP devient facile. Le probleme a été conjecturé NP-difficile pour v = 1
des le début des années 1980, par van Emde Boas [59], mais c¢’est plus de quinze années
plus tard que cela a été prouvé : en 1998, Ajtai [7] a montré que pour v = 1, le probléme
est NP-difficile pour des réductions randomisées. Ce résultat est aussi correct pour des
réductions non uniformes — un calcul non comptabilisé dans le temps d’exécution peut
étre effectué avant que ’entrée soit donnée — et des réductions déterministes, en suppo-
sant correctes certaines conjectures sur la répartition des nombres premiers. Plus tard,
Micciancio [129] a montré que le résultat d’Ajtai était encore correct pour un facteur de
relachement arbitrairement proche de v/2, et, en 2004, Khot [90] a étendu le résultat a
n’importe quelle constante. La réduction développée par Khot, différente de celle d’Ajtai
et de Micciancio, permet aussi de montrer que le probleme +-SVP est NP-dur sous des
réductions randomisées pour y = 9((1og d)m_s), sous I’hypothese que NP n’est pas inclus
dans les problemes résolubles en temps probabiliste 27184 Dy point de vue effectif, le
meilleur algorithme déterministe pour résoudre le probleme SVP est di & Kannan [88] et a
été amélioré par Helfrich [75]. Sa complexité est d°(9). Le meilleur algorithme probabiliste

est celui de Ajtai, Kumar et Sivakumar [11], dont la complexité est 29(4).

Lorsque v = %, Goldreich et Goldwasser [68] ont montré que le probleme y-SVP

n’est plus NP-difficile, & moins que la hiérarchie polynomiale ne s’effondre. Pour v = n¢
pour une certaine constante ¢, Ajtai [6] a établi une équivalence de complexité entre les
instances les plus difficiles et les instances moyennes, pour une distribution de probabilité
« naturelle ». Enfin, le probleme devient facile lorsque 7 est proche de 2¢. En effet, Ajtai,

Kumar et Sivakumar [11] ont montré comment le résoudre en temps probabiliste polyno-

A dloglogd , . , . . .
mial pour v =2 Ted | et Schnorr [150] a donné un algorithme déterministe polynomial

d(log log d)2
pour v = 2 fgd . Le célebre algorithme LLL résout le probleme en temps polynomial

2Le probléme est constitué de I'union disjointe de deux langages disjoints, correspondant aux instances
positives et aux instances négatives : si on donne a ’algorithme un mot n’appartenant a aucun des deux
langages, alors la sortie n’est pas spécifiée. On parle de probléme sous promesse parce que l'utilisateur
promet en quelque sorte de donner une instance qui fait soit partie des instances positives soit partie des
instances négatives.
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d

déterministe pour 7 = ¢* ou ¢ est une constante arbitrairement proche de /4/3.

De méme que 'on a défini le premier minimum, on peut définir les minima successifs.

Définition 6 (Minima successifs). Soit L un réseau de dimension d. Soit i < d. Le i-
eme minimum du réseau L est défini par :

Ai(L) = min (r, dim(B(0,r) N L) =1i).

Les minima successifs d’un réseau donné sont tous atteints — il existe des vecteurs
du réseau de normes égales aux minima successifs, et peuvent 1’étre en particulier par des
vecteurs linéairement indépendants. Par contre, ces vecteurs ne forment pas nécessaire-
ment une base des que d > 4. En dimension inférieure ou égale a 4, il existe une famille
de tels vecteurs qui est une base, et en dimension supérieure ou égale a 5, il existe des
réseaux pour lesquels aucune base n’atteint tous les minima. Cependant, quelle que soit
la dimension d, il existe toujours une base atteignant les min(4, d) premiers minima [184].
De plus amples détails sont donnés sur ces questions au chapitre I1-2.

Si 'on dispose d’une base by, ..., by; d'un réseau L, alors les orthogonalisés de Gram-
Schmidt donnent de I'information concernant les minima successifs.

Proposition 2. Soit by,..., by une base d’un réseau L. Alors pour tout i € [|1,d|], on
a:
Ai(L) > min [|b%]l.
L) > min 5]

En particulier, le premier minimum est minoré par un des ||b}||.

1.2.2 Rayon de recouvrement.

Le rayon de recouvrement correspond a la distance maximale d’un point de I’espace
au réseau.

Définition 7 (Rayon de recouvrement). Soit L un réseau. Son rayon de recouvrement
est défint par :
L) = max min|b—t
p(L) Jax min | I,

ou E(L) est l’espace vectoriel engendré par les points de L.

De méme que pour les minima successifs, ’orthogonalisation de Gram-Schmidt permet
d’obtenir facilement une borne sur le rayon de recouvrement : il quantifie donc la « per-
méabilité » du réseau.

Proposition 3. Soit by,..., by une base d’un réseau L. Alors, on a :

d
LA
i=1



Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Le probleme algorithmique naturellement associé au rayon de recouvrement est celui
du plus proche vecteur, aussi appelé CVP (Closest Vector Problem) : étant donnés une
base d’un réseau et un vecteur de I’espace de plongement (appelé vecteur cible), la version
calculatoire du probleme est de trouver un point du réseau minimisant la distance au
vecteur cible. La figure 1.4 illustre le probleme CVP. Une instance de ce probléeme peut
admettre plusieurs solutions, mais leur nombre est borné par le « kissing number » [42].
Nous récapitulons les principaux résultats concernant un ensemble de généralisations de
sa variante décisionnelle.

Définition 8 (7-CVP). Soit v > 1. Le probléme y-CVP est le probléme de décision sous
promesse suivant :
— Les instances positives sont les triplets (B, t,r) pour lesquels B € M, 4(Z),t €
M1 (Z),r € Q et minpey, |b—t|| < r, ot L est le réseau engendré par les colonnes
de la matrice B.
- Les instances négatives sont les triplets (B,t,r) pour lesquels B € M, 4(Z),t €
Mu1(Z),r € Q et mingey, ||b—t|| > yr, ot L est le réseau engendré par les colonnes
de la matrice B.
Quand v =1, on obtient le probleme CVP.

Fi1c. 1.4 — Le probleme du plus proche vecteur.

Le probleme CVP est connu comme étant NP-difficile depuis le début des années 1980,
ce qui était la raison pour laquelle le probleme SVP était déja conjecturé NP-difficile [59].
Le meilleur algorithme déterministe pour résoudre ce probleme est dit & Kannan [88] et a
Helfrich [75], et sa complexité est d°@. Le meilleur algorithme probabiliste a été donné
par Ajtai, Kumar et Sivakumar [12], sa complexité est 20(%) : il ne résout pas tout 3 fait
CVP, mais la version affaiblie (1 + £)-CVP, ol ¢ peut étre arbitrairement proche de 0.
Si on s’autorise autant de calculs que ’on veut sur la matrice B avant de connaitre le
vecteur cible t, et qu’au moment ou t est donné I’espace utilisé est polynomial en la taille
de la matrice B, alors le probleme CVP reste NP-difficile. Ce dernier résultat est di a
Micciancio [127].

Bien entendu, lorsque le facteur d’affaiblissement « augmente, alors le probleme ~y-
CVP devient plus facile. Dinur, Kindler et Safra [56] ont montré qu’il restait tout de
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1.2. Quelques invariants d’un réseau.

logd

méme NP-difficile pour v = 29(metosa). Goldreich et Goldwasser [68] ont montré que

le probleme v-CVP n’était pas NP-difficile pour v = %, a moins que la hiérarchie

polynomiale ne s’effondre. En utilisant I'algorithme d’Ajtai, Kumar et Sivakumar pour
dloglogd

SVP [11], on peut résoudre v-CVP en temps polynomial probabiliste pour y = 2" < . En
utilisant I’algorithme BKZ de Schnorr [150], on peut résoudre y-CVP en temps polynomial

, L. d(loglog d)2
déterministe pour v =2 logd

1.2.3 Volume.

Les invariants décrits jusqu’ici sont difficiles a évaluer précisément lorsque la dimension
du réseau considéré augmente. Le volume du réseau est au contraire facile a déterminer :
on peut le calculer en temps polynomial a partir d’une base quelconque du réseau.

Définition 9 (Parallélépipéde fondamental). Soient by, ..., b,y des vecteurs linéaire-
ment indépendants de R™. Le parallélépipéde fondamental des b; est :

P(by,...,by) = {Z yibi, (v:)i € [0, 1]d}-

Mathématiquement, on définit le volume d’un réseau L comme le volume de I’espace
quotient F(L)/L, ou E(L) est 'espace vectoriel engendré par les vecteurs de L. Cela
signifie que le volume du réseau est le volume géométrique du parallélépipede fondamental
de n’importe quelle de ses bases. Cette définition est illustrée a la figure 1.5.

FiG. 1.5 — Le volume d’un réseau est le volume du parallélépipede fondamental de toute
base du réseau.

La définition ci-dessous est équivalente.

11



Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Définition 10 (Volume). Soient L un réseau et by, ..., by une base de L. Le volume
(aussi appelé déterminant) du réseau L est défini par :

d
vol L= [T Iw;ll-
i=1

Cette quantité ne dépend pas du choizr de la base by, ..., by.

D’autres définitions équivalentes sont encore possibles. Nous en donnons certaines dans
la proposition suivante.

Proposition 4. Soit L un réseau de R* de dimension d. Soit by, ..., by une base de L.
— Sid=mn, alors vol L = |det(by,...,bg)|.
- 8i G = ((bs,b;))ij<a, alors vol L = v/detG. La matrice G est appelée la matrice
de Gram des vecteurs by, ..., by.

1.3 Théoremes de Minkowski et réductions.

Dans ce chapitre, nous donnons les deux théoremes de Minkowski, qui permettent de
majorer finement les minima d’un réseau donné, puis différentes notions de réduction, qui
peuvent étre considérées comme des variantes constructives voire effectives des théoremes
de Minkowski (avec des bases a la place de vecteurs linéairement indépendants).

1.3.1 Les deux théorémes de Minkowski.

Les théoremes de Minkowski permettent de faire le lien entre un invariant simple
a calculer, le volume, et des invariants tres difficiles a approcher finement, les minima
successifs.

Théoréme 1 (Premier théoréme de Minkowski). Soit L un réseau de dimension d.
Alors on a :

A (L) < Vd(vol L)V4.

Cette borne est relativement fine « en moyenne », éventuellement au facteur « v/d »
pres. Quand la dimension reste petite, on connait explicitement la constante d’Her-

2
mite 7y = Maxr, dgimL=d (%) < d, mais cette quantité semble extrémement dif-

ficile & calculer, méme en dimension 9 [122]. Dans le tableau suivant, nous en donnons les
valeurs connues a ce jour, la derniére ayant été calculée tres récemment [41].

d 1
(Wd)d 1

Méme si nous ne connaissons pas précisément la constante d’Hermite quand la dimen-
sion augmente, nous disposons de bornes asymptotiques assez précises :

314156 |7]8|24

2048 % [64]28]4™

ol DN

1 1.744
d N og(7rd)_i_0(1)<7d< 744d

(1 + o(1)).

2re 2re 2re
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1.3. Théorémes de Minkowsk: et réductions.

Le premier théoréeme de Minkowski admet une version plus forte, qui permet de borner
le produit des minima.

Théoréme 2 (Deuxiéme théoréme de Minkowski). Soit L un réseau de dimension d.

Alors on a :
d

[]2i(2) < vi(vol L) < d*?(vol L).

=1

L’un des problemes algorithmiques centraux concernant les réseaux euclidiens est de
rendre effectif ce deuxieme théoreme avec des bases plutot que des vecteurs linéairement
indépendants, c’est-a-dire de calculer une base dont le produit des longueurs des vecteurs
est de 'ordre du volume, a une constante multiplicative pres ne dépendant que de la
dimension du réseau. Pour mesurer la qualité d’une base, on définit le défaut d’orthogo-
nalité.

Définition 11 (Défaut d’orthogonalité). Soit by,..., by une base d’un réseau L. On
définit le défaut d’orthogonalité de la base by, ..., b, de la maniére suivante :

d
n _ LT, bl
55(by, .., bg) = LI

Le défaut d’orthogonalité est toujours supérieur a 1, et vaut 1 si et seulement si la
base est orthogonale. Moralement, réduire une base consiste a la transformer en une autre
base dont le défaut d’orthogonalité est faible, ou encore en une base dont les longueurs
des vecteurs sont proches des minima successifs. Réduire une base revient a la rendre plus
orthogonale, et c’est pourquoi certaines réductions tentent d’imiter I’orthogonalisation de
Gram-Schmidt (avec la contrainte que les transformations doivent étre entieres). Il existe
de nombreuses notions de réduction, plus ou moins fortes. Nous en listons quelques-unes
ci-dessous.

1.3.2 Des réductions fortes, mais difficiles a obtenir.

Nous donnons ici des réductions tres fortes, pour lesquelles le premier minimum est at-
teint. Les calculer est donc au moins NP-difficile sous des réductions randomisées puisque
le probleme SVP est lui méme NP-difficile sous des réductions randomisées. La plus na-
turelle d’entre elles est peut-étre la réduction au sens de Minkowski.

Définition 12 (Réduction au sens de Minkowski). Une base by,..., by est dite
réduite au sens de Minkowski si pour tout 1 < d, le vecteur b; est de norme minimale parms
les vecteurs du réseau engendré tels que les vecteurs by, ..., b; puissent étre complétés pour
former une base. De maniere équivalente, les inégalités suivantes doivent étre satisfaites :

Vi < d, ||z1b1 + ... + z4ba]| = [|bil,

pour tous les entiers xy,...,xq tels que x;, ..., x4 sont, dans leur globalité, premiers entre
eur.
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Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

Une base réduite au sens de Minkowski atteint toujours les quatre premiers minima du
réseau [184] — la norme du premier vecteur de la base est le premier minimum, la norme
du second vecteur de la base est le second minimum, ... — et son défaut d’orthogonalité est
borné par (5/ 4)d2/ 2.d%?. La deuxiéme définition que nous avons donnée pour la réduction
au sens de Minkowski fait intervenir une infinité de conditions a vérifier, mais on peut en
réalité se contenter d’un nombre fini d’entre elles. L’ensemble minimal de telles conditions
forme ce que 'on appelle les conditions de Minkowski. On reviendra sur ce point au
chapitre II-2.

La réduction de Hermite-Korkine-Zolotarev n’atteint a priori que le premier minimum
du réseau, mais on dispose de meilleures bornes pour son défaut d’orthogonalité. Avant de
définir la réduction de Hermite-Korkine-Zolotarev, nous avons besoin de définir ce qu’est
une famille propre de vecteurs.

Définition 13 (Propreté). Des vecteurs by, ..., by linéairement indépendants forment
une famille propre de vecteurs si pour tous i > j, on a |p; ;| < 1/2, ot les p; ; sont les
coefficients de ’orthogonalisation de Gram-Schmaidt.

Il est possible de rendre propre une famille de vecteurs en temps polynomial en la
taille de la donnée (voir par exemple la description de I'algorithme LLL au chapitre II-
3, page 103). Cela permet de diminuer les longueurs des vecteurs, mais ne rend pas la
base plus orthogonale. Il ne s’agit donc pas d’une notion de réduction, mais plutot d’une
propriété simple a satisfaire pour éviter d’avoir des vecteurs inutilement longs.

Définition 14 (HKZ-réduction). Une base by, ..., by d’un réseau L est dite réduite
au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev (HKZ) si ||by|| = A1(L), si elle est propre, et si la
base b, ..., bl est elle-méme HKZ-réduite, ou le vecteur b} est la projection du vecteur b;
orthogonalement au vecteur by, pour i € [|2,d].

Lagarias, Lenstra et Schnorr [99] ont montré que les bases HKZ-réduites donnent de
tres bonnes approximations des minima successifs :

) 4 ||bz|| 1+ 3
Vi<d, /s < < .
! i+3 > n(D) 4

Les bases réduites au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev peuvent étre calculées a 1’aide
des algorithmes déterministes de Kannan [88] et Helfrich [75], et de I’algorithme probabi-
liste d’Ajtai, Kumar et Sivakumar [11].

La réduction au sens de Hermite [77], souvent confondue & tort avec la réduction HKZ,
est une variante plus exigeante de la réduction au sens de Minkowski : une base Hermite-
réduite est une des bases minimales pour 'ordre lexicographique sur les longueurs parmi
les bases Minkowski-réduites. On pourrait nommer cette réduction la réduction de Hermite
lexicographique. La réduction HKZ differe des deux autres des la dimension 3, alors que
les réductions aux sens de Minkowski et de Hermite sont identiques jusqu’en dimension 6
incluse, et different ensuite [149]. Au chapitre II-2, nous analysons un algorithme tres
naturel qui calcule de telles bases jusqu’en dimension 4 incluse.
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1.3. Théorémes de Minkowsk: et réductions.

1.3.3 Des réductions plus faibles, mais calculables efficacement.

Depuis 1982, la notion de réduction la plus populaire est celle de Lenstra, Lenstra et
Lovész [112], appelée LLL-réduction, ou encore L3-réduction. La raison de cette popu-
larité est que cette réduction peut étre calculée en temps polynomial (par exemple avec
I'algorithme de Lenstra, Lenstra et Lovész [112]), et qu’elle permet d’obtenir une base de
qualité raisonnable, bien que moins bonne que celles réduites au sens de 1'une des réduc-
tions décrites au paragraphe précédent. Nous proposons au chapitre II-3 un algorithme
tres efficace pour calculer des bases LLL-réduites.

Définition 15 (LLL-réduction). Soit 6 €]1/4,1[. Une base by,..., by est dite LLL-
réduite pour le facteur § si elle est propre et si elle satisfait les d — 1 conditions de
Lovdsz :

Vi € [|2,d[], [[b] + pii—1bi_1[| = 6][bi_y]l.
Une base LLL-réduite satisfait en particulier les propriétés suivantes.

Théoréme 3. Soient § €]1/4,1] et by,...,bs une base LLL-réduite pour le facteur §.

Soit L le réseau engendré par les vecteurs by, ..., by.
d—1
— Pour tout i € [|1,d]], ||bs|| < (5 1/4) © (D).
d—1
T 1
il < (=) (ol
d(d—1)

I, b < ( ) Y (vol L). B
<i<i<d b= (Zq)" bl

La valeur 1/4 est exclue pour le parameétre § pour une raison évidente. Par contre, on
pourrait choisir 6 = 1, ce qui correspond a la LLL-réduction optimale, mais on ne sait pas
calculer de telles bases en temps polynomial. Les meilleures analyses de 1’algorithme LLL
optimal (c’est-a-dire avec 6 = 1) sont dues & Akhavi [14] et & Lenstra [115].

De facon étonnante, la LLL-réduction ressemble a une notion de réduction décrite
par Hermite [76] dans le langage des formes quadratiques : on commence par réduire
récursivement les vecteurs b, ..., b}, (les projetés des vecteurs by, . .., by orthogonalement
au vecteur by ), on les « proprifie » par rapport au vecteur by, et on regarde si ||ba|| < ||by]|-
Si c’est le cas, on échange les deux premiers vecteurs et on recommence le procédé, sinon
la base est réduite. Cela a permis a Hermite de montrer que tout réseau admet une base

dont le défaut d’orthogonalité peut étre borné par une constante ne dépendant que de la
d(d-1)

dimension. La constante en question est (%) * , comme dans le cas de 'algorithme LLL
optimal.

— Pour tous 1

Schnorr a décrit dans [150] une hiérarchie de réductions allant de la LLL-réduction a
la réduction au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev, ainsi qu'une hiérarchie d’algorithmes
permettant a peu pres de les atteindre. Ces algorithmes font appel a des algorithmes
pour résoudre exactement le probléme SVP, comme les algorithmes de Kannan [88], Hel-
frich [75] et Ajtai, Kumar et Sivakumar [11], qui sont utilisés sur des réseaux auxiliaires
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Chapitre I-1. Eléments de géométrie des nombres.

de dimension 8 < d, ou S est appelé la taille de bloc et est pré-spécifié. Quand 5 = 2, on
obtient la LLL-réduction, et quand 8 = d, on obtient la réduction HKZ.

Définition 16 (BKZ-réduction). Soit 5 € [|2,d|]. Une base by, ..., b, est dite réduite
au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev par blocs de taille § (B-BKZ-réduite) si elle est
propre, et si pour tout i € [|3,d|], les projetés des vecteurs b;_g41,...,b; orthogonalement
auz vecteurs by, ..., b;_g sont réduits au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev.

Une base -BKZ-réduite contient un vecteur de longueur inférieure a 60(%)/\1, ol Aq
est le premier minimum du réseau engendré par les vecteurs by,...,bs. Schnorr [150] a
montré comment obtenir des bases quasiment 3-BKZ-réduites (de qualité essentiellement
identique) en temps déterministe 9% & des facteurs polynomiaux prés en la taille de
la donnée, en utilisant les algorithmes de Kannan et Helfrich. Il peut étre modifié pour
obtenir une borne de complexité probabiliste 29 3 des facteurs polynomiaux pres, en

utilisant ’algorithme d’Ajtai, Kumar et Sivakumar. Si I’on se restreint aux algorithmes de
logd
loglogd

complexité polynomiale, on obtient des tailles de blocs maximales O ( ) pour le cas

déterministe et O(logd) pour le cas probabiliste. On peut donc résoudre les problemes -
__logd _
SVP en temps polynomial déterministe avec v = 20<(1°51°5d>2> et en temps polynomial
logd
probabiliste avec vy = 90 (rogtoga).
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Chapitre I-2
Eléments d’arithmétique flottante.

W. Kahan, 1997 — Twenty years ago, anarchy threatened floating-point arithmetic.
Over a dozen commercially significant arithmetics boasted diverse wordsizes,
precisions, rounding procedures and over/underflow behaviors, and more were
in the works. “Portable” software intended to reconcile that numerical diversity
had become unbearably costly to develop.

Sommaire
2.1 Nombres flottants et norme IEEE-754. . . ... ... ... 18
2.1.1 Nombres flottants. . . . . . .. ... ... .. ... ..... 18
2.1.2 Opérations arithmétiques et modes d’arrondi. . . . .. .. 19
2.2 Deux extensions de la norme IEEE-754. . ... ...... 19
2.2.1 Normalisation des fonctions élémentaires. . . . . . . .. .. 19
2.2.2 Calculs en multiprécision. . . . . . . . ... ... L. 20
2.3 Sommation de nombres flottants. . . . . . . ... ... ... 21

Jusqu’au début des années 1980, les calculs scientifiques étaient effectués avec des
arithmétiques flottantes non normalisées, et dont les sémantiques variaient fortement
d’une machine a ’autre, d’'un langage a l'autre, voire méme d’un compilateur a 'autre.
Sous la pression d’industriels, et de scientifiques, dont en particulier William Kahan, la
norme IEEE-754 [2] a vu le jour en 1985 et a permis d’uniformiser de maniére considérable
tous ces calculs, en spécifiant de maniere tres précise comment représenter des nombres
flottants et comment effectuer les principales opérations arithmétiques. Cette norme est
devenue tres vite la référence, autant dans le domaine matériel, pour lequel elle a été
rédigée a l'origine, que dans le domaine logiciel. Son succes trouve probablement sa rai-
son dans le fait qu’elle apporte les solutions les plus rationnelles & un certain nombre de
problémes intrinseques aux nombres flottants.

Dans la section 2.1, nous rappelons assez brievement quelques éléments essentiels de

la norme IEEE-754. Cette norme sert de référence pour diverses généralisations, comme
les calculs en multiprécision et les calculs liés aux fonctions mathématiques élémentaires.
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Chapitre I-2. Eléments d ‘arithmétique flottante.

taille de la taille de la

précision « statut » | représentation €min Emax mantisse

(en bits) (en bits)
simple existe 32 -126 +127 24
simple étendue | déprécié 43-44 -1022 | +1023 32
double populaire 64 -1022 | +1023 53
double étendue existe 79-80 -16382 | +16382 64
quadruple théorique 128 -16382 | +16382 113

F1G. 2.1 — Nombres flottants dans les cinq précisions classiques.

Nous présentons ces extensions a la section 2.2. Enfin, a la section 2.3, nous donnons un
résultat simple sur la sommation de flottants, que nous utiliserons au chapitre II-3.

2.1 Nombres flottants et norme IEEE-754.

Nous donnons ici quelques définitions de base sur les nombres flottants de la norme
IEEE-754. Pour de plus amples détails, nous renvoyons le lecteur a [66, 134].

2.1.1 Nombres flottants.

Un nombre flottant est un triplet (s,e,m) ou s = £1 est appelé le signe, e € Z est
appelé I'exposant et m € [1, 2[ est appelée la mantisse et n’a qu'un nombre fini de bits apres
la virgule. Le nombre réel naturellement associé au triplet (s, e, m) est s-m - 2°. Le signe
est toujours représenté sur 1 bit, mais les nombres de bits utilisés pour la mantisse et pour
I’exposant dépendent de la précision choisie. La norme IEEE-754 prévoit deux principales
précisions possibles, la simple précision et la double précision, dont les caractéristiques sont
précisées dans le tableau de la figure 2.1. La quadruple précision est une extension naturelle
de ces deux précisions avec une taille de mantisse plus grande. Pour ces trois précisions, le
premier bit de la mantisse n’est pas stocké explicitement, car il vaut toujours 1. Ainsi, un
nombre flottant en simple précision est stocké sur 32 bits, un nombre flottant en double
précision sur 64 bits, et un nombre flottant en quadruple précision est stocké sur 128 bits.
Aujourd’hui, la précision la plus populaire est la double précision.

La norme TEEE-754 prévoit aussi deux précisions optionnelles : la simple précision
étendue et la double précision étendue. Une différence importante dans ces cas est que
le premier bit n’est plus forcément implicite (cela n’est pas spécifié). La simple précision
étendue est aujourd’hui extrémement rarement utilisée, et la double précision étendue est
assez fréquemment disponible, comme par exemple sur les architectures X86.

On remarque que les exposants possibles ne correspondent pas exactement a ceux qui
auraient pu I’étre si I’on considere I'espace alloué. Cela permet de représenter les valeurs
spéciales (£0, +00, NaN), et éventuellement les nombres dénormalisés (des nombres que
I'on peut rajouter entre 0 et le plus petit nombre représentable autrement).
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2.2. Deux extensions de la norme IEEE-75).

2.1.2 Opérations arithmétiques et modes d’arrondi.

La norme IEEE-754 régit les opérations arithmétiques élémentaires sur les nombres
flottants. Quelle que soit la précision choisie, la valeur renvoyée pour 'opération a op b
pour op € {+,—, X, /} doit étre l'arrondi de la « vraie » valeur de a op b. Cette regle
nécessite plusieurs explications. Tout d’abord, plusieurs modes d’arrondi sont possibles.
On distingue les arrondis dirigés des arrondis non dirigés. Le seul mode d’arrondi pour les
arrondis non-dirigés est I'arrondi au nombre représentable le plus proche, celui avec une
mantisse paire s’il y a plusieurs choix possibles. Cet arrondi sera ici noté o(-), et c’est celui
que nous utiliserons par défaut dans cette these. Il y a par ailleurs trois modes d’arrondi
dirigés : ’arrondi vers +oco revient a choisir le nombre représentable supérieur ou égal
a la vraie valeur qui est le plus proche; ’arrondi vers —oo revient a choisir le nombre
représentable inférieur ou égal a la vraie valeur qui est le plus proche; et 'arrondi vers 0
correspond a l’arrondi vers —oo pour un nombre positif et a I’arrondi vers +oo pour un
nombre négatif.

La norme IEEE-754 régit de la méme fagon le comportement de la racine carrée : la
valeur renvoyée pour /z doit étre 'arrondi de /z, pour le mode choisi.

2.2 Deux extensions de la norme TEEE-754.

Nous considérons ici deux extensions de la norme IEEE-754 : dans un premier temps
son extension a d’autres fonctions mathématiques que les quatre opérations arithmétiques
de base et la racine carrée, puis nous considérons les calculs en multiprécision.

2.2.1 Normalisation des fonctions élémentaires.

Un certain nombre de chercheurs [52] souhaiteraient voir apparaitre une extension de
la norme IEEE-754 a d’autres fonctions mathématiques que la racine carrée. Le but se-
rait que, pour les simple, double et quadruple précisions et les quatre modes d’arrondi,
la valeur renvoyée pour f(z) soit I’arrondi de f(z), et ce pour un certain nombre de
fonctions f, éventuellement en se restreignant a des sous-domaines du domaine de défi-
nition. Une premiere question est de choisir ces fonctions. Parmi celles-ci devraient tres
certainement se trouver les fonctions mathématiques élémentaires comme les fonctions
exponentielles exp(x) et 2%, les fonctions logarithmiques log(z) et logyy(x), les fonctions
trigonométriques sin(z), cos(x), tan(z), cotan(x), leurs inverses, les fonctions trigonomé-
triques hyperboliques sinh(z), cosh(z), tanh(z), cotanh(z) et leurs inverses. A celles-ci
pourraient éventuellement se rajouter des fonctions comme sin(7x) et cos(wx), des fonc-
tions mathématiques spéciales comme la fonction I' d’Euler, la fonction ( de Riemann, ou
la fonction erf, ou encore des fonctions de plusieurs variables comme /22 + y2, ——

N

et tan (%)

La normalisation de ces fonctions est particulierement étudiée aujourd’hui, en partie
a cause de la révision de la norme IEEE-754. Normaliser ces fonctions aurait des aspects
positifs indéniables. Cela permettrait de garantir de meilleures portabilités et reproduc-
tibilités des calculs scientifiques. Une définition claire de la sémantique de ces fonctions
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Chapitre I-2. Eléments d ‘arithmétique flottante.

aiderait aussi a prouver et garantir (formellement) des programmes, comme cela commence
a étre le cas avec des opérations simples (voir par exemple la thése de Sylvie Boldo [25]).
Les réfractaires a I'extension de la norme IEEE-754 aux fonctions élémentaires avancent
I’argument qu’on ne sait pas encore obtenir ’arrondi correct a un faible cotit (par exemple
pour les fonctions trigonométriques prises en de grandes valeurs, ces fonctions devenant
numériquement tres instables), et que dans les cas ou on sait le faire, le calcul prend
beaucoup plus de temps pour certaines entrées que pour d’autres. Une des raisons a cela
est la difficulté a résoudre le dilemme du fabricant de tables [107] dans le cas des fonctions
élémentaires (pour les quatre opérations arithmétiques de base et pour la racine carrée, il
admet une réponse simple). Par exemple pour I'arrondi au plus proche, la valeur exacte
de f(z) peut étre particulierement proche du milieu de deux nombres représentables, au-
quel cas il faut calculer f(z) avec une précision beaucoup plus élevée pour arriver a décider
I’arrondi : pour résoudre le dilemme du fabricant de table, il faudrait trouver des bornes
a priori sur la précision intermédiaire requise, pour une précision donnée. On propose un
algorithme pour ce type de questions au chapitre III-1. Pour illustrer les réticences du
comité de révision de la norme IEEE-754, on peut par exemple citer David Hough?® :

[Elementary functions] are too hard to standardize now because nobody knows
how to trade-off precision vs performance. If less than correct rounding is spe-
cified [... ] then [it] is always possible that somebody will come up with a non-
standard algorithm that is more accurate AND faster. This can’t happen with a
correct rounding specification, but correctly-rounded transcendental functions
seem to be inherently much more expensive than almost-correctly-rounded. One
could instead standardize properties that approrimate functions are supposed to
obey - but anomalies still abound. All these points arque against standardizing
transcendental functions now.

Cependant, au cours du congres ARITH’17 a Cape Cod, les partisans de la normali-
sation ont apporté des preuves de faisabilité convaincantes, en particulier avec la biblio-
theque Crlibm développée dans le projet ARENAIRE de 'INRIA. La normalisation des
fonctions élémentaires a de nouveau été considérée par le comité de révision de la norme :

I [David Hough] was inspired by the presentations at Arith-17 to consider a
modest beginning of correctly-rounded transcendental functions as an addition
to IEEE 754R. Anybody wishing to take a look and comment may find an
outline at [http://754r.ucbtest.org/ballots/passed/trans.htm]

2.2.2 Calculs en multiprécision.

Une autre généralisation de la norme IEEE-754 est ’extension des regles a toutes les
précisions possibles, en levant les contraintes sur les tailles des mantisses et des exposants.
Les opérations deviennent plus complexes : il faut spécifier le mode d’arrondi et les tailles
des mantisses des opérandes et des résultats. Quand nous utiliserons la multiprécision (en
particulier au chapitre II-3), nous prendrons le modele classique suivant.

3yoir 'URL http://grouper.ieee.org/groups/754/meeting-minutes/01-03-14.html
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En précision n, un nombre flottant est un triplet (s,e,m) avec s = £1, e un entier
relatif stocké sur [lgn] bits (le domaine est centré autour de 0), et m € [1,2[ a au plus n
bits apres la virgule. Pour un mode d’arrondi choisi, on exigera que le résultat renvoyé
pour a op b soit 'arrondi du résultat exact, pour op € {+,—, X, /}. On ne spécifie pas
comment doivent étre gérées les erreurs (overflow, underflow, . ..) car nous prendrons une
précision n suffisamment élevée pour que la question ne se pose pas.

Parmi les implantations pratiques d’un tel modele, on peut mentionner par exemple la
bibliotheque MPFR, [147], qui étend en plus ces régles concernant les arrondis & de nom-
breuses fonctions élémentaires et spéciales, et la classe RR de la bibliotheque NTL [162]
(pour ces deux bibliothéques la plage d’exposant est bornée, mais cette borne est tres
grande).

2.3 Sommation de nombres flottants.

Nous donnons ici un résultat élémentaire sur la sommation de flottants, que I’on peut
trouver dans [78], et dont nous nous servirons au chapitre II-3.

Théoreme 4. Soient ¢ la précision de calcul, et x1,...,x4 des flottants de méme préci-
ston £. S8’il ne survient pas de dépassement de capacité dans les calculs, on a :

-1 &

T a1 2k

d
o(mg+ o(@asr + ... Fo(z2+21)...)) = Y i <
i=1 i=1

Ceci n’est pas la méthode de sommation de flottants qui minimise I’erreur (on peut
par exemple sommer « en arbre », ou utiliser 1’algorithme de Demmel et Hida [54], dont
une preuve simplifiée est donnée dans [61]), mais elle est simple et suffira & nos besoins.
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Deuxieme partie

Algorithmique de la réduction des
réseaux.
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Chapitre 11I-1

L’algorithme rapide de pgcd binaire.

Le travail de recherche correspondant a ce chapitre a €té€ initié 4 université de Caen sous la direction
et avec les conseils de Brigitte Vallée. Il a fait l’objet d’une publication dans les actes de la conférence
ANTS VI (Sizth Algorithmic Number Theory Symposium) [169]. Le présent chapitre est une version

étendue de [169].

D. Knuth, 1970 — Is Euclid’s algorithm the “best” way to calculate

greatest common divisors ?
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Ce premier chapitre est consacré aux calculs asymptotiquement rapides de plus grands
communs diviseurs (pged). Calculer des pgeds est une tache centrale en arithmétique, en
particulier quand on veut calculer sur Q, ou en arithmétique modulaire. L’algorithme
d’Euclide permet d’effectuer cela en temps quadratique en la taille n des entrées. Il a été
étudié et analysé dans le détail dans les dernieres décennies. En particulier une analyse
en moyenne extrémement précise a été effectuée par Vallée [182] pour une trés grande
classe de variantes. Le premier algorithme de pgcd de complexité quasi-linéaire a été
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

décrit par Knuth au Congres International des Mathématiciens de 1970 [91]. I obtient
alors la borne O(n log® nlog log n). Cette complexité a été améliorée peu de temps apres
par Schénhage [155], la borne décroit en O(nlog? nloglogn), ce qui reste aujourd’hui la
meilleure borne asymptotique. Nous commencons ce chapitre par une description rapide de
I’algorithme de Knuth-Schénhage, qui nous permettra de voir quels sont les inconvénients
dont souffre cet algorithme. En particulier, la correction est délicate a établir a cause
de procédure de réparation laborieuse. Par exemple, la preuve de [190] est fausse, et
des erreurs sont répertoriées a I’'URL : http://www.cs.nyu.edu/cs/faculty/yap/book/
errata.html. Cette procédure de réparation est difficile & implanter et a longtemps été
un frein a la mise en place d’un pged rapide dans les bibliotheques de calcul sur les
entiers comme GNU MP [73]. Nous décrivons dans ce chapitre un algorithme rapide
de calcul de pged alternatif qui ne nécessite pas d’une procédure de réparation. Pour
cela nous introduisons dans un premier temps une nouvelle division, la division binaire
généralisée (DBG). Cela nous permettra de décrire ensuite I’algorithme quasi-linéaire qui
en découle. Nous prouverons alors la correction et donnerons une analyse de complexité
de cet algorithme, avant de nous intéresser a des problemes plus liés a I'implantation.

1.1 L’algorithme de Knuth-Schénhage.

L’algorithme de Knuth-Schonhage simule 1’algorithme d’Euclide de calcul de pged.
Nous commencons donc par brievement rappeler ce dernier.

Définition 17 (L’algorithme d’Euclide). Soient a > b > 0. L’algorithme d’Euclide
calcule le pged de a et b de la maniére suivante. Une suite de restes ro = a,r1 = b,ra,. ..
et une suite de quotients qi,qo, ... sont calculées progressivement : pour i > 1,

g = |ri—1/ril| et riyi=rioi — g
L’algorithme s’arréte quand un reste nul v, est calculé. Alors le pged de a et b est r;.

L’algorithme de Knuth-Schénhage a été décrit de nombreuses fois [39, 91, 116, 132,
144, 155, 178, 190] et a fait I'objet de généralisations aux polynomes (voir [5, 31, 64] par
exemple), aux entiers de Gauss [185] et aux réseaux Euclidiens planaires [157, 189]. Nous
nous reposerons sur la description de [190], dont la preuve associée est erronée comme
nous ’avons dit plus haut. Des preuves correctes et completes peuvent étre trouvées
dans [157] et [132] (qui utilise la stratégie décrite dans [157]) : dans ces deux références,
I’algorithme est modifié pour limiter au plus la procédure de réparation.

L’algorithme de Knuth-Schénhage est une variante récursive de 1’algorithme de Leh-
mer [111]. L’idée de I’algorithme de Lehmer est de calculer le début de la suite des quotients
en n’utilisant qu'un ou deux mots-machine des entrées, et d’appliquer en une fois plusieurs
quotients ainsi obtenus aux restes courants. La difficulté est de savoir jusqu’a quand les
quotients ainsi calculés sont corrects, et en particulier d’utiliser correctement le critere de
Jebelean [84]. L’algorithme de Knuth-Schénhage simule donc I'exécution de ’algorithme
d’Euclide en calculant tous les quotients qui auraient été calculés, mais tres peu de restes.
En effet, rien qu’écrire la suite des restes coiiterait dans le cas le pire O(n?) opérations
élémentaires ot n est la taille des nombres initiaux.
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1.2. La diwision binaire généralisée.

L’algorithme est composé de deux routines : ’algorithme Demi-pged, décrit a la
figure 1.1 et illustré a la figure 1.3, puis ’algorithme Pgcd-rapide, décrit a la figure 1.2.
L’algorithme Pgcd-rapide prend en entrée deux entiers a et b, et renvoie leur pged en
faisant des appels successifs a ’algorithme Demi-pgcd. De son coté, I'algorithme Demi-
pged prend en entrée deux entiers a > b et renvoie une matrice unimodulaire* R telle que

si ( ccl ) =R- ( Z ), alors c et d sont les deux restes de la suite des restes de (a,b) qui

aurait été générée par ’algorithme d’Euclide qui satisfont :

1
lge > 1+ [%—‘ > lgd.

En fait, R est égale au produit matriciel [¢;]...[q:] ou les ¢; sont les premiers quotients
0
1
deux appels récursifs de taille moitié, une division élémentaire, et deux appels a une pro-
cédure de réparation. Si H(n) et G(n) sont les cotits maximaux respectifs des algorithmes
Demi-pgcd et Pgcd-rapide pour des couples d’entiers de tailles au plus n, alors on a
approximativement les équations :

de la suite des quotients de a par b et [¢] = ( —1q ) L’algorithme Demi-pgcd utilise

H(n) = 2H(n/2)+O(M(n)),
G(n) = H(n)+ G(n/2) + O(M(n)).

La procédure de réparation, sur laquelle repose la correction de l'algorithme, est ex-
trémement laborieuse a4 décrire car elle fait intervenir de nombreux cas particuliers. In-
tuitivement, la matrice calculée R peut correspondre a trop ou pas assez de quotients,
et s’il y en a le bon nombre, le dernier quotient peut aussi étre faux. Cette procédure
peut faire appel & O(1) divisions euclidiennes pour avancer ou reculer dans la suite des
quotients et/ou O(1) multiplications. Une procédure de réparation plus simple que celle
de [190] peut étre trouvée dans [116]. Dans [157] et [132], le probléme est contourné en mo-
difiant ’algorithme Demi-pgcd en lui demandant de renvoyer des restes et une matrice
qui « sont allés moins loin » dans I’algorithme d’Euclide. Grace a cela, on évite d’avoir
a revenir en arriere dans la suite des quotients, mais la matrice renvoyée peut elle aussi
nécessiter une réparation constituant a avancer dans la suite des quotients. Cela simplifie
déja nettement l'algorithme.

1.2 La division binaire généralisée.

Pour éviter la procédure de réparation dans I'algorithme de Knuth-Schénhage, nous
changeons de division : au lieu d’utiliser la division euclidienne classique, nous utilisons une
généralisation de la division binaire [171], qui peut étre interprétée comme une division sur
les nombres 2-adiques. Utiliser la division binaire classique ne semble pas possible parce
que celle-ci élimine les bits de poids faible, mais pour cela elle utilise les bits de poids fort.
Cette asymétrie n’apparait plus dans la division binaire généralisée : elle ne considere que

4est-a-dire & coefficients entiers et de déterminant +1.
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Algorithme: Demi-pged.
Entrée : Deux entiers a et b tels que a > b > 0.
Sortie : Une matrice unimodulaire R € My 2(Z) telle que

(N _p (o lga
s1(d>—R <b>,alorslgc>1+[2-|>lgd.

1. m:=1+ [l—%ﬁ]
. 10
2. Silgb < m, renvoyer ( 01 )
3. agi=1+ [a-27™] boi=[b-27] =1+ |2,

4. R;:=Réparation(Demi-pgcd(ag, by),a,b,m,t).

5. (Z,I>:R1-<Z).

6. ¢:= [‘;—,'-| ya:=bb"=a' — qb'.

7. Silgh" < m, renvoyer ( 2 —1q > - R;.

8. I:=[lga"] ,k:=2m — [ — 1.

9. af:=1+ [a" - 27F| bJ:=[b" - 27F] ¢":=1+ [%1.

10. Ry:=Réparation(Demi-pgcd(aj, by),a”, ", k,t").

1
11Renvoyer R - ( (1) g ) - R;.

Fic. 1.1 — L’algorithme Demi-pgcd.

Algorithme: Pged-rapide.
Entrée : Deux entiers a et b tels que a > b > 0.
Sortie : g = pged(a, b).

1. R:==Demi-pgcd(a, b).

c a
2.<d)_R-<b>.
3. 5i d = 0, renvoyer c.
4. Renvoyer Pged-rapide(d,c mod d).

Fic. 1.2 — L’algorithme Pgcd-rapide.
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n 31/4 /2 /4 0
Troncature l
Appel récursif] l — R
% R1

Réparation et division

Troncature

g

Appel récursif] — Ry

*R2

Réparation l

FiG. 1.3 — Représentation graphique de ’algorithme Demi-pgcd.

les bits de poids faible. La procédure de réparation de 1’algorithme de Knuth-Schénhage
provient du fait que les retenues se propagent dans le sens inverse de la diminution de la
taille des nombres alors que, dans notre variante, les retenues et la diminution des tailles
vont dans le méme sens, ce qui supprime la procédure de réparation. Cette stratégie a le
défaut de faire intervenir des nombres un peu plus grands : dans 1’algorithme d’Euclide
classique, la matrice de transformation correspondant a un gain de £ bits de poids fort
dans la suite des restes (c’est-a-dire les restes courants ont & bits de moins que le plus
grand reste initial) a des entrées d’environ k bits; dans 'algorithme d’Euclide binaire
généralisé, la matrice de transformation correspondant a un gain de k£ bits de poids faible
aura des entrées rationnelles dont les numérateurs pourront avoir =~ 1.36 - k£ bits dans le
cas le pire (voir le lemme 5, page 34). En « pratique » il semble que la quantité ~ 1.36 - &
soit & remplacer par & (1 + ¢) - k, pour une petite constante € > 0. Nous revenons sur ce
dernier point a la fin du paragraphe 1.2.3, a la page 36.

1.2.1 La division binaire généralisée.

L’algorithme de division binaire repose sur les propriétés suivantes : pged(2a,2b) =
2pged(a, b), pged(2a + 1,2b) = pged(2a + 1,b), et pged(2a + 1,20 + 1) = pged(2a +
1,a — b). Le principe est d’éliminer un bit de poids faible a chaque itération de boucle.
L’algorithme binaire est explicité dans la figure 1.4. Le comportement de cet algorithme
est tres bien compris, voir [30] par exemple. Asymptotiquement, il a la méme complexité
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

que l’algorithme d’Euclide naif, c’est-a-dire il a une complexité quadratique en la taille
des nombres donnés en entrée.

Algorithme: Pged-binaire.
Entrée : a,b € Z.
Sortie : pged(a, b).

. Si|b| > |al|, renvoyer Pged-binaire(b, a).

. 31 b = 0, renvoyer a.

. Si a et b sont tous les deux pairs, renvoyer 2 - Pged-binaire(a/2,b/2).
. Si a est pair et b est impair, renvoyer Pgcd-binaire(a/2,b).

. Si a est impair et b est pair, renvoyer Pgcd-binaire(a, b/2).

. Sinon renvoyer Pgcd-binaire((|a| — |b])/2,b).

S U AW N

Fia. 1.4 — L’algorithme d’Euclide binaire classique.

Dans le cas de la division Euclidienne classique de a par b avec |a| > |b|, on calcule
un quotient ¢ tel que lorsque ¢gb est soustrait a a, le reste obtenu est plus court que b.
Intuitivement, pour calculer un quotient, des décalés « gauches » de b sont soustraits a a
autant que possible, ¢’est-a-dire quand a a perdu ses [(a)—[(b) bits les plus significatifs. La
division binaire généralisée est le symétrique de cela : pour diviser a par b avec |aly > |b]a,
ot |aly = 2729 est la norme 2-adique de a, on calcule un quotient 7 tel que lorsque
5¢b est additionné a a, le reste obtenu est plus petit que b pour la norme 2-adique :
intuitivement, des décalés droits de b sont soustraits a a autant que possible, c’est-a-dire
quand a a perdu ses v(b) — v2(a) bits les moins significatifs.

Définition 18 (Division binaire généralisée). Soient a,b des entiers non nuls avec
vs(a) < vo(b). Il existe une unique paire d’entiers (q,r) telle que :

r = a+q72y2(b)_u2(a),

|q| < 21/2(1))*1/2(0.)’
va(r) > wa(b).

Nous appellerons q et r respectivement le DBG-quotient et le DBG-reste de a par b, et
noterons DBG(a, b) = (q,7).

Démonstration. Des deux premieres équations on a directement que :

a b -1
= —_— . _ 1/2(1))71/2(0.)4—1
q 0 (2:/2(1))) cmod 2 ,

ol x cmod y est I'entier z congrus a x modulo y qui appartient a l'intervalle }_Ty, %]
Comme ¢ est impair, la deuxieme condition est alors vérifiée et donne 'unicité de q.
L’unicité et I'existence de r en découlent immédiatement, grace a la premiere équation.
Finalement, comme r = a + qm, nous avons r = 0 mod 22"+ ce qui donne la
derniere équation. O
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1.2. La diwision binaire généralisée.

La division binaire généralisée ressemble a la division impaire de Hensel, qui date du
début du XX¢ siecle, et dont une description peut étre trouvée dans [161]. Pour deux
entiers a et b avec b impair, on calcule une paire d’entiers (g, ) telle que :

a=—bq+2r et r < 2b,

ou p = l(a) — I(b) est la différence entre les longueurs de a et b. Dit différemment, la
division impaire de Hensel calcule r:=(27Pa) mod b, ce qui peut étre fait efficacement
en utilisant [133] par exemple. Par ailleurs, il y a aussi des similarités entre la division
binaire généralisée et la division « Plus-Moins » de Brent et Kung [32]. Quand v5(a) = 0
et v5(b) = 1, c’est-a-dire quand a est impair et b = 2b' avec O’ i mpair, la DBG trouve
g = %1 tel que (a + ¢b')/2 est pair, ce qui est exactement ’algorithme « Plus-Moins ».
Contrairement a la division binaire classique, a la division impaire de Hensel et a la division
« Plus-Moins », la DBG ne considere que les bits de poids faible : elle ne requiert pas de
comparer les deux nombres ou de calculer la différence de leurs longueurs®. Elle est trés
naturelle quand on consideére les entiers comme des nombres 2-adiques.

Il existe une autre division qui ne nécessite que les bits de poids faible, il s’agit de celle
de Purdy [148]. Le pged de deux entiers a et b est calculé en calculant d’abord sa valuation
2-adique (c’est le minimum des valuations de a et de b), puis en utilisant la formule :

pged (£, b) si a est pair,
pged(a,b) = pged (a, 2) si b est pair,
pged (442, %28)  si a et b sont impairs.

Le probleme avec cet algorithme est que le nombre de divisions nécessaires pour aboutir
au pged peut éventuellement étre quadratique en max(l(a),l(b)) : pour le voir, on peut
par exemple prendre I'exemple de Purdy (a,b) = (1,2" — 1).

Nous donnons maintenant deux algorithmes pour effectuer la division binaire géné-
ralisée. Le premier, décrit a la figure 1.5 et illustré a la figure 1.6, est ’équivalent de la
division euclidienne classique et est asymptotiquement plus lent que le second, décrit a la
figure 1.7 qui est ’équivalent de la division rapide. Pour la plupart de ses paires d’entrée,
l’algorithme d’Euclide reposant sur la DBG effectue quasiment toutes ses divisions sur des
paires (¢, d) pour lesquelles v5(d) — 12(c) est petit. Pour cette raison, le premier algorithme
(naif) suffit en pratique.

Lemme 1. L’algorithme DBG-élémentaire de la figure 1.5 est correct, et si l’entrée
(a,b) satisfait l(a), (b) < n, alors il finit en temps O (n - [v2(b) — va(a)]).

I1 est aussi possible d’effectuer une division binaire généralisée en temps quasi-linéaire,
dans le cas ou I'on utilise la multiplication de Schénhage et Strassen [158], en se servant
du reléevement de Hensel (qui est I’analogue p-adique de l'itération de Newton).

5La division « Plus-Moins » est en réalité quasiment indépendante des bits de poids fort : au début de
I’algorithme euclidien correspondant, la différence des longueurs des opérandes est calculée. Cela implique
en particulier que les quotients calculés au cours des ’algorithme dépendent des longueurs et donc des
poids forts des restes initiaux. Cependant, ces longueurs ne sont calculées qu’une seule fois, au début de
I’algorithme. Il est peut-étre possible de construire une variante récursive rapide de cet algorithme, qui
considere les restes successifs par les bits de poids faible.
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

Algorithme: DBG-élémentaire.
Entrée : Deux entiers a, b tels que vo(a) < v2(b) < 0.
Sortie : (g,r) = DBG(a, b).

.q:=0, r:=a.

. Tant que vo(r) < vo(b), faire

q:=q — 22(1)—v2(a),

ri=p — 2v2(r)=v2(b)p,

. g:=q cmod 2v2(b)—r2(a)+1 r::qiyz(b)b_@(a) + a.

r)
r)

. Renvoyer (g, 7).

Fic. 1.5 — Un algorithme naif de division binaire généralisée.

a  100010010111011 100010010111011
b  111101110111000 3 SHIFT(3) + 111101110111

101010000110010 101010000110010
>  111101110111000 ~ SHIFT(2) + 1111011101110

q=2"0+2"1=3 111001100100000

Fi1G. 1.6 — Un exemple d’exécution de ’algorithme DBG-élémentaire.

Lemme 2. L’algorithme DBG-rapide de la figure 1.7 est correct, et avec ’algorithme de
multiplication de Schonhage et Strassen, sia et b satisfont 1(a),l(b) < 2n et vo(b)—1va(a) <
n, alors il finit en temps O(M(n)).

Dans I’algorithme de la figure 1.7, les étapes 3 et 4 servent a calculer I'inverse de B
modulo 2". L’étape 5 calcule le DBG-quotient g, et le DBG-reste correspondant est calculé
a I’étape 6.

1.2.2 L’algorithme d’Euclide binaire généralisé.

I est tres naturel de dériver un algorithme Euclidien binaire généralisé de la division
binaire généralisée. Cela est fait a la figure 1.8. L’algorithme est illustré par un exemple
a la figure 1.9.

Lemme 3. L’algorithme Euclide-BG de la figure 1.8 est correct, et si nous utilisons
lalgorithme DBG-élémentaire de la figure 1.5, alors pour une entrée (a,b) satisfaisant
I(a),1(b) < n, il finit en temps O(n?).

Démonstration. Soit rq = a,r; = b,r9,... la suite des restes apparaissant lors de 1’exé-
cution de l'algorithme. Nous montrons dans un premier temps que cette suite est finie et
donc que I’algorithme termine.
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1.2. La diwvision binaire généralisée.

Algorithme: DBG-rapide.
Entrée : Deux entiers a, b tels que v5(a) < v2(b) < .
Sortie : (¢,7) = DBG(a, b).

L Ai=—la, Bi= 2,,;’(,]),71,::1/2(b) —w9(a) + 1.
2. q:=1.

3. Pour i de 1 & [Ign], faire

4. ¢:=q¢+ q(1 — Bq) mod 27'.

5.q:=Aq cmod A

6. 7:=a + srerb.

7. Renvoyer (q, )-

Fic. 1.7 — Un algorithme rapide de division binaire généralisée.

Algorithme: Euclide-BG.
Entrée : Deux entiers a, b tels que v5(a) < vo(b).
Sortie : La partie impaire % de g = pged(a, b).

1. Si b = 0, renvoyer
2. (¢,7):=DBG(a, b).
3. Renvoyer Euclide-BG (b, ).

a
ova(a)”

Fic. 1.8 — L’algorithme d’Euclide binaire généralisé.

Pour tout & positif ou nul, les équations de la définition 18 assurent que |rg o] <

k
|Tes1| + |7x]- On en déduit que |rg| < 2"H (1+2_\/5> . De plus, 2¥ divise |ry|, ce qui donne
1+v3)"
2k < |Tk‘ < 2n+1 (%) ’

1+‘[) k<n+1. Iy adonc < 3.28(n + 1) = O(n) restes dans la suite

des restes. Soit t + 1 = O(n) la longueur de cette suite : 7, est le dernier reste non
nul. Le lemme 1 nous permet de borner le cotuit de chaque appel a une division binaire
généralisée : le colit de diviser ry par riy1 est borné par O (I(|rg|) - [va(rk41) — va(ry)]) =
O (n - [va(rrs1) — va(rg)]), et donc le cotit total est borné par O(nwy(ry)) = O(n?).

Pour la correction de I’algorithme, il suffit de remarquer que le reste binaire généralisé r
de a par b satisfait r = a mod ¥’ ou b’ = 2%% est la partie impaire de b. Par conséquent
pged(a, ') = pged(r, b'). O

et donc ( —lg

2" q
Soient rg, r; deux entiers non nuls avec 0 = v,(rg) < vo(r1). Soient g, 71,79, . .. leur suite

n
Pour n > 1et g € [| — 2"+ 1,2™ — 1|], nous définissons la matrice [¢],, = < 02 )
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

a+3b/4 a+3b/8 a+b/4 a — 23b/32
—> —> —> —>
a 1100020020010 1001110111700  10011101100000  10001010000000 1100000000000
b 1001110111100  10011101700000  10001010000000 [ 11000000000000 0

12
pecd(a, b) = 3 3.2 :0 1[0 1710 1[0 1| ]a

0 1-23/32| |1 w4/ |1 38 |1 34 |»

Fi1Gc. 1.9 — Un exemple d’exécution de I’algorithme Euclide-BG.

de restes binaires généralisés, et ¢, g, . .. leur suite de quotients binaires généralisés :
T

ViZ LT = T 4 ity

Alors on a la relation vectorielle suivante :

. T _ 1 _ S To
Vi 2 1, ( Tivt ) - 2,/2(”) [qz]ni R [ql]nl ( r ) )

ol n; = vy(r;) — va(ri—1) pour tout ¢ > 1.
Dans la suite, nous utilisons le résultat élémentaire suivant :

Lemme 4. Soient ro,r1 deuz entiers non nuls avec 0 = vy(ro) < va(r1), et ro,71,T2, - - .
leur suite de restes binaires généralisés. Soit d > 0. Alors il existe un unique entier i > 0
tel que vo(r;) < d < vo(Tiq1).

1.2.3 Sur la taille réelle des restes binaires généralisés.

k
Nous montrons maintenant qu’une meilleure borne que |ry| < 2"*! (1+2_\/5) et donc

n+1
145
1-1g=5~

la quasi-linéarité de ’algorithme de la section suivante. Les bornes améliorées permettent
de diminuer la constante multiplicative de la complexité asymptotique, et de mieux ap-
préhender la réalité puisque certaines (en particulier celle sur la taille des coefficients des
matrices de transformation) sont atteintes dans le cas le pire.

Le principe est de borner la taille de la matrice 5 w[giln, - - - [q1]n,, OU les g; sont
les quotients binaires généralisés d’une suite tronquée de restes binaires généralisés avec
ve(r;) < wo(ro) + d < wve(riy1) pour un certain d > 1. Cela permettra de borner plus
finement les longueurs et le nombre de restes binaires généralisés.

que t < peut étre obtenue. Les bornes précédentes sont suffisantes pour garantir

Lemme 5. Soit d > 0. Soient 19,71 avec 0 = vy(rg) < vo(ry) et ro,r1,...,7ip1 leurs
premiers restes binaires généralisés, ou i est choisi tel que vo(r;)) < d < vy(riz1). On
considére la matrice 55[Giln; - - - (@], 00 les g5 sont les quotients binaires généralisés
de (ro,m1), et nj = vy(rj) — va(rj_1) pour tout 1 < j < i. Soit M le mazimum des valeurs
absolues des quatre entrées de la matrice. Alors :
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1.2. La diwmision binaire généralisée.

1. 51d=0oud=1, alors M =1.

2. Sid=3, alors M < 181.

3. Sid=05, alors M < g;

d+1 d+1
2 — 2 1+V17 1-V17
4. Szd-?,oud—4,0ud>6,alorsM<ﬁ<(T> _(T) )

De plus, toutes ces bornes sont atteintes, et la derniére l’est en particulier quand tous les
n; et tous les g; valent 1.

La preuve de ce lemme est similaire a ’analyse dans le cas le pire de I'algorithme de
Lagrange de [181]. L’algorithme de Lagrange [102] a aussi été décrit, ultérieurement, par
Gauss [65], et est souvent appelé, en particulier dans [181], algorithme de Gauss.

Démonstration. Nous introduisons un ordre partiel sur les matrices 2 X 2 : A <949 B si
et seulement si pour toute coordonnée [1, j] € {1,2}?, on a A[i, j] < B3, j]. Tout d’abord,
on peut restreindre I’étude au cas oti les g; sont tous positifs, grace a I'inégalité :

[Giln; - - - [q1]ns | Soxa [[@illn; - - - [|q1]ny

Celle-ci s’obtient facilement par récurrence sur i en utilisant les inégalités |A - B| <oxo
|A| - |B|, et en utilisant le fait que si les entrées des matrices A, A’ B, B’ sont positives,
alors A <gx9 A’ et B <49 B’ impliquent A - B <949 A’ - B'.

Par conséquent on cherche les éléments maximaux pour l'ordre partiel <,y9 dans
I’ensemble :

On peut restreindre ’analyse au cas ou n; +...4+n; = d et ol tous les ¢g; sont maximaux.
Ceci donne I’ensemble restreint :

{Hnl—}-...—l—ni:d[Qni - 1]’nZ ... [2n1 - 1]’01} :

Remarquons maintenant que [2" — 1], <oxo [1]7 dés que n > 3. 11 suffit donc de
considérer la 51tuat10n ou tous les n; valent soit 1 soit 2. De plus, si j > 0, alors [3]; -
[1];[3]2 <oxz [1]7*, et on a aussi les relations [3]2 <ax2 [1]%, [1]3 - [3]2 <oxe [1]7, [3]2 -
[1]5 <oxo [1]7 et [1]2 [3]2-[1]? <ax2 [1]¢. Ceci nous permet d’obtenir facilement les éléments
maximaux :

— Pour d =0 : Id,.

— Pour d =1: [1};.

~ Pour d =2 : [1]2 et [3],.

— Pour d =3 : [1]3, [3]z - [1]1 et [1]1 - [3].-

~ Pourd=4: [1]}, (3], (15 (1] (3] - [1] et 1} - 3]

~Pour d=5: [1]5, (3] (15 [1s - 3l - [13 (1~ 3 - (1 et 13 (3]
— Pour d =6 : [1]f, [3]> - [1]1, [1]s - [3]2 - [1]}, [1]3 - [3]2 - [1]x et [1]; - [3]o-
— Pour d =7 [1]f, [1]s - [3]2 - [1]7 et [1]{ - [3] - [1]:.

~ Pour d > 8: [1]5.
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

La fin de la preuve est évidente : il suffit de remarquer que 2-%[1]¢ = ( uZ}fl UUd )a
d Udt1

ouuy=0,u=1et u; =u;_o+ %ui,l pour ¢ > 2. I

De ce résultat sur les matrices des quotients on peut obtenir des bornes sur les tailles
des restes binaires généralisés, et sur la longueur de la suite de ces restes.

Théoréme 5. Soient 1o, 71 deux entiers non nuls satisfaisant 0 = vy(ry) < vo(r1), et

ToyT1,---,Tes1 leur suite de restes binaires généralisés avec ry 1 = 0. Soit 9 < 7 < t.
Alors :

2V2(Tj) < ‘Tj| < [|7,0| (wVQ(T'j)—l . ((I))VQ('I'J')—I) + ‘7”1| (wVQ(T'j) . (a))l/2(’l"j)):| ’

-~J

1—V/17
4

1+F et . De plus, sil(r),l(r1) < n, alors on a :

avec w = W=
1
< n -+ '
lg(vI7T—1) —1
Démonstration. La borne inférieure sur |r;| vient du fait que 22(") divise |r;|. Pour la
borne supérieure, il suffit d’utiliser la preuve du lemme précédent avec d = v»(rj_1) : on

Ug— U . . , . .
a | M| < -1 d si d > 9. En majorant la borne supérieure, on obtient :
Ug  Ud41

2n+2 1
ova(ri) < w?2(ri) (1 + _> < 22 (ri)
V17 w
ce qui donne (1) < lﬁrglw. On peut finir la preuve en remarquant que t < vo(ry). O

Pour comparer, nous rappelons que le pire cas pour le nombre d’itérations ¢ de 1’algo-

rithme d’Euclide classique est atteint par la suite de Fibonacci, avec ¢ < m +o(n).

Remarquons enfin que :

1 1
~ 1.440 et

lg(v5+1) —1 g(V1T—1)—1

Une analyse en moyenne de ’algorithme d’Euclide binaire généralisé a été effectuée par

Daireaux, Maume-Deschamps et Vallée [48]. L’algorithme peut étre assimilé & une course

entre un lievre 2-adique qui fait diminuer de 2 bits en moyenne la longueur d’un reste a

chaque itération, et une tortue réelle qui fait augmenter la longueur du reste de v ~ 0.05
bits en moyenne a chaque itération, avec

1.555.

1
v = lim —E[log || Ny - No - ... Ngl|],
k—oo k

ot N; est tirée aléatoirement uniformément parmi les 2 ¢[q|;, et ||A|| est le maximum des
valeurs absolues des entrées de la matrice A. Cette analyse montre que le nombre moyen
d’itérations de boucles pour des restes initiaux de longueurs inférieures a n bits est de
I’ordre de % ~ 0.51-n, et que les longueurs des entrées de la matrice produit des matrices
des quotients sont de I'ordre de (1 + 2)n ~ 1.025 - n. La theése de Daireaux [47] contient
une analyse plus détaillée.
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1.83. L’algorithme binaire rapide.

1.2.4 Calcul d’inverses modulaires.

Ce paragraphe est indépendant du reste du chapitre, mais trouve sa justification dans
le fait qu'une des principales applications de ’algorithme d’Euclide est le calcul d’inverses
modulaires.

Soient a et b deux entiers non nuls satisfaisant 0 = y(a) < 1(b) et I(a),l(b) < n.
Supposons que ’on veuille calculer 'inverse de b modulo a, en utilisant un algorithme
d’Euclide étendu reposant sur la division binaire généralisée. L’exécution de cet algorithme
fournit deux entiers A et B tels que Aa+ Bb = 2%g, ot @ = O(n) et g = pged(a, b). Avec
une telle relation il est trés facile de vérifier si ¢ = 1, et donc si I'inverse modulaire B’ de
b modulo a existe bien. De la relation Aa + Bb = 2% on déduit alors :

B' = 2% mod a.
Par conséquent, pour obtenir B’ il suffit de calculer I'inverse de 2% modulo a. En utilisant
le relevement de Hensel (comme pour 1’algorithme DBG-rapide de la figure 1.7), on peut
obtenir I'inverse de @ modulo 2. Cela donne deux entiers x et y tels que za + y2% = 1.
Clairement, y est 'inverse de 2* modulo a.

La multiplication, le relevement de Hensel et la division d’entiers de taille O(n) peuvent
étre effectuées en temps O(M (n)) (voir [64]). Etant donnés deux entiers a et b, le temps
additionnel pour calculer I'inverse de b modulo a une fois que I’on a effectué ’algorithme
d’Euclide étendu binaire généralisé est donc en O(M (n)).

1.3 L’algorithme binaire rapide.

Nous décrivons maintenant ’algorithme récursif rapide reposant sur la division binaire
généralisée. Cette description est proche de celle de [190], en ce qui concerne la récursion.
Nous introduisons deux routines : l'algorithme Demi-pgcd-BG, décrit a la figure 1.10
et illustré par la figure 1.11, puis ’algorithme Pgcd-BG-rapide, décrit a la figure 1.12.
Si on lui donne en entrée deux entiers ry et r; satisfaisant 0 = vy(rg) < ,(ry), algo-
rithme Demi-pgcd-BG renvoie en sortie les deux DBG-restes r; et r;,1 de la suite des
DBG-restes de (rg, 1) qui satisfont vy(r;) < k < va(riq1) : le parametre k£ est donné en
entrée et est voué a étre proche de £(ry)/2. L’algorithme renvoie aussi la matrice cor-
respondante 2~ (M ++n)[g.] . [g1],,. De son coté, I'algorithme Pgcd-BG-rapide prend
en entrée deux entiers a et b, et renvoie leur pged en faisant un appel a l'algorithme
Demi-pged-BG, ainsi qu’un appel récursif.

L’algorithme Demi-pgcd-BG fonctionne de la fagon suivante : un premier quart des
bits de poids faible de a et b est éliminé grace a un appel récursif sur les k/2 bits de
poids faible de a et b. Le point crucial est que lors de cet appel récursif, les quotients
calculés sont des premiers DBG-quotients de (a,b). Ainsi, en multipliant a et b par la
matrice obtenue récursivement, on obtient deux restes a’ et b’ de la suite des restes binaires
généralisés de (a,b). On effectue alors une division binaire généralisée sur (a',d'), ce qui
crée une nouvelle paire de restes (b',7). A ce moment-13 on effectue un deuxiéme appel
récursif sur les & k/2 bits de poids faible de ¥’ et r. La taille des entrées de ce deuxieme
appel récursif est donc similaire & celle du premier appel récursif. Enfin, les restes (c, d)
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

Algorithme: Demi-pgcd-BG.

Entrée : Deux entiers a, b tels que 0 = 15(a) < v2(b), et k > 0.

Sortie : Un entier j, une matrice a coefficients entiers R et deux entiers ¢ et d tels que
0 = 1a(c) < 1r(d), ( 2 ) =2"%R. ( Cbl ), et (c* = 27¢c,d* = 27d) sont les deux

restes consécutifs de la suite des DBG-restes de (a, b) qui satisfont vo(c*) < k < vo(d¥).

1. Siwvy(b) > k, renvoyer 0, ( (1) (1) ) ,a,b.

2. k‘ltz Lk/QJ
3. a:=a12?MT1 4 qg, b:=b;22M T 4 by avec 0 < ag, by < 22T,
4. j1,Ri1,c1,d1:=Demi-pged-BG(ag, by, k1)-
a'\ ook +1-2js a1 €1 (B
5. ( b )-—2 Ry - by + d, ) Jo:=wa(b).

6. Si jo + j1 > k, renvoyer j1, Ry,a’,b'.
7. (¢,7):=DBG'(d/,V').
8. ko:=k — (]0 -|—j1).

9. Zoi=b)2%ketl 4l =y 22K2F] 4 g avec 0 < b, o < 22211

10. jo2, Ra, co, d2::Demi—pgcd—BG(b6, 70, k2)-

C ) _o2+1-2jap, . by C2
(5 ) ()4 (2

12. Renvoyer ji + jo + j2, Rz - [¢]j, - R, ¢, d.

F1a. 1.10 — L’algorithme Demi-pgcd-BG. On fixera par exemple k£ = [I(a)/2].

correspondant dans la suite des DBG-restes de (a,b) sont calculés grace a la matrice
de transformation. La matrice de transformation globale est calculée a partir des deux
matrices de transformation obtenues lors des appels récursifs et du quotient de la division
binaire généralisée effectuée entre ces deux appels récursifs.

Il est utile de remarquer que dans la description de l'algorithme Demi-pgcd-BG
donnée a la figure 1.10, on utilise une routine DBG’. Celle-ci est une simple modification de
la division binaire généralisée : si on lui donne en entrée deux entiers a et b satisfaisant 0 =
vp(a) < vy(b), sa sortie sera le DBG-quotient g et 755, ot r est le DBG-reste de (a, b).
Dans le méme esprit, ’entier j renvoyé par ’algorithme Demi-pgcd-BG correspond
a la plus grande puissance de 2 apparaissant dans les dénominateurs de la matrice de
transformation. En considérant ainsi les dénominateurs a part, on travaille sur des matrices
de transformation a coefficients entiers.

[’avantage principal de notre algorithme par rapport aux autres algorithmes quasi-
linéaires de calcul de pged est que la matrice R renvoyée par un appel récursif de 1’al-
gorithme Demi-pgcd-BG est correcte : elle est le produit de matrices de quotients qui
sont les « vrais quotients ». Il n’y a pas besoin de réparer cette matrice pour la rendre
correcte, et donc en particulier il n’y a pas besoin de stocker une suite des quotients. La
raison fondamentale est que les restes voient leur taille diminuer par les bits de poids
faible vers les bits de poids fort, et comme les retenues vont aussi dans ce sens, elles n’in-
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1.83. L’algorithme binaire rapide.

f — R1

n 3n/4 n/2 n/4 0
l Troncature
l Appel récursi
* R1
DBG

l Troncature

l Appel récurs

*R2

Fic. 1.11 — Représentation graphique de I'algorithme Demi-pgcd-BG.

if — R

Algorithme: Pged-BG-Rapide.
Sortie : g = pged(a, b).
2. Si b =0, renvoyer a'.

3. (q,7):=DBG'(d/, V').
4. Renvoyer Pged-BG-rapide(d

Entrée : Deux entiers a, b tels que 0 = v5(a) < vo(b).

1. j, R,d',b:=Demi-pged-BG(a, b, |l(a)/2]).

,7')-

Fi1c. 1.12 — L’algorithme Pgcd-BG-rapide.
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

terferent pas. L’algorithme est aussi simple que la version polynomiale de ’algorithme de
Knuth-Schénhage.

1.4 Correction et analyse de complexité de ’algo-
rithme binaire rapide.

Pour montrer la correction de 1'algorithme Pgcd-BG-rapide, nous procédons comme
suit : nous montrons d’abord des propriété sur la division binaire généralisée, puis prouvons
la correction de I'algorithme Demi-pgcd-BG, qui implique directement celle de 1’algo-
rithme Pgcd-BG-rapide. Nous montrons dans un deuxiéme temps que cet algorithme a
une complexité asymptotique O(M (n)logn).

1.4.1 Correction de ’algorithme Pgcd-BG-rapide.

Les propriétés décrites ci-dessous sont tres similaires a celles qui rendent possible ’al-
gorithme de Knuth-Schénhage dans le cas de la division euclidienne classique. Le premier
lemme explique que les v5(b) — v2(a) + 1 bits de poids faible de a et de b suffisent a
déterminer de manieére unique le DBG-quotient de (a, b).

Lemme 6. Soient a,a’,b et b' des entiers tels que a’ = a mod 2!, ¥’ = b mod 2' pour un
certain | > 2uv5(b) + 1. Supposons de plus que 0 = vo(a) < vo(b). Soient q et r le DBG-
quotient et le DBG-reste de (a,b), et ¢’ et r' le DBG-quotient et le DBG-reste de (a', V).
Alors :

g=q¢ etr=r" mod 20,

. . e -1 o
Démonstration. Par définition, on a ¢ = —a (2,,2%) cmod 2"2(®)*1 et de maniere iden-

_1 ,
tique on a aussi ¢’ = —a’ (ﬁ’ﬁ) cmod 272+ Comme I > 2u,(b) + 1, on a 2,,2% =

/ . 7
mbw mod 22+ et aussi a = ' mod 221, Par conséquent ¢ = ¢'. De plus, comme

4 p—
r=a+ Qg et 7' = d + g5y, onar =1 mod 270, 0O

Ce résultat peut étre interprété comme une propriété de continuité : deux paires d’en-
tiers 2-adiques (a,bd) et (a/,') qui sont suffisamment proches pour la norme 2-adique
(c’est-a-dire les bits de poids faible de a et de a' sont identiques jusqu’a un certain rang et
il en est de méme pour b et '), ont le méme DBG-quotient et des DBG-restes similaires
(plus les paires sont proches, plus les restes sont proches aussi). Le lemme suivant étend
le lemme 6 au développement en fraction continue pour la division binaire généralisée :
si les paires (a,b) et (a’,') sont assez proches, alors les premiers termes de leurs suites
de DBG-quotients sont identiques. On obtient ce résultat en appliquant plusieurs fois le
lemme 6.

Lemme 7. Soient a,a’,b et b’ des entiers tels que a = @' mod 2%*! et b= b mod 2%+!
pour un certain k > 0. Supposons que 0 = vo(a) < vo(b). Soient 1o = a,71 = b, 7o, ...
la suite des DBG-restes de (a,b) et qi,qs,-.. les DBG-quotients correspondants. Soient
ro = a1y =b,rh, ... la suite des DBG-restes de (a',b') et q{,q,... les DBG-quotients
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I

correspondants, c’est-a-dire que pour tout j > 1, rj 11 =14 +q]2jJ et 7" J 1 +q
avec nj = vo(r;) — va(rj_1) et n]- = 1/2(7“]) 1/2(7"] 1)-
Alors si riy1 est le premier DBG-reste tel que vy(rip1) > k, nous avons :

VJ < Zaq] == q_; et Tjt1 = 7“"7.+1 mod 22/{:4—1—1}2(1“]-)'

Démonstration. Nous prouvons ce résultat par récurrence sur 5 > 0. Il est correct pour
j=0car a =da mod 2%*! et b = b mod 22!, Supposons désormais que 1 < j < 4.

Ti_1 T Ti_1 _
On utilise le lemme 6 avec IRl oy v crery vz(g 5 et I =2k 41— 2vy(rj_1).

Par récurrence, nous avons :

ri_1 = 7“;-_1 mod 22k F+1-12(ri-1) e rj = 7“; mod 2%+1-va(ri-1)

Comme j < ¢, par définition de i nous avons [ > 2(va(r;) — va(rj—1)) + 1, et donc les
hypotheses du lemme 6 sont vérifiées. Ainsi ¢; = ¢} et ;11 = r},; mod 2%#F1==(9) [

D’un point de vue pratique, ce lemme explique que k£ bits peuvent étre gagnés par
rapport a la paire initiale (a, b) en n’utilisant que 2k bits de a et 2k bits de b. L’amélioration
par rapport a la division euclidienne classique est que pour cette derniere le lemme est
seulement « a peu pres vrai », car les derniers quotients avant de gagner £ bits peuvent
différer, et ont donc a étre « réparés ».

Pour montrer la correction de I’algorithme pgecd-BG-rapide, il suffit de montrer celle
de I'algorithme Demi-pgcd-BG, que I'on établit au théoréeme suivant. Plus précisément,
on montre que 'algorithme Demi-pgcd-BG calcule exactement le début de la suite
des DBG-quotients (jusqu’aux restes successifs correspondants déterminés uniquement
comme annoncé a la figure 1.10). Cela nous garantira alors que 1’algorithme 1.10) simule
I'algorithme d’Euclide binaire généralisé (ils calculent tous les deux les mémes suites de
quotients), et donc qu’il est correct. Cela nous donnera aussi la terminaison de ’algorithme
pgcd-BG-rapide : en effet, la suite des quotients est finie, et chaque appel a 'algorithme
pgcd-BG-rapide qui ne termine pas a I’étape 2 effectue au moins une division binaire,
donc progresse dans la suite des quotients.

Théoreme 6. L’algorithme Demi-pged-BG de la figure 1.10 est correct.

Démonstration. Nous prouvons ce résultat par récurrence sur k£ > 0. Si k = 0, I’algorithme
finit & ’étape 1 car v5(b) > 1. Supposons désormais que k > 1 et que v5(b) < k.
k

Comme |£] < k, I'étape 4 est un appel récursif strict (ses entrées satisfont bien la

condition des valuations). Par récurrence, ji, Ry, c; et d; satisfont :

C1 _ o0—2j; [ Qo
()= (50)

et 27¢; et 271d; sont exactement les restes consécutifs r} et r; |, de la suite des DBG-
restes de (g = ag, 7] = bo) qui satisfont vy(rj ) < ki < 1/2( §1+1). Gréce au lemme 7, on sait

) _ a . .
que les entrées de 2771 R, - ) sont deux restes consécutifs 2/1a’ = r;, et 2710 = r; 14

b
de la suite des DBG-restes de (ro = a,r; = b), et ils satisfont r;, = 7! mod 2"*!
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Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

et ri,41 =7} 41 mod 2k, A partir de ces égalités, nous avons directement que vy (r;,) =
vo(ry) < ki < wvo(ri41) < wo(ry, ). Ainsi, si 'exécution de l'algorithme s’acheve a
I’étape 6, la sortie est correcte.
Sinon, on calcule r;, .9 a ’étape 7. A I'étape 8 on calcule ky = k — v5(r;, 41). Le test
de I’étape 6 nous assure que ko est bien positif. Comme vy(r;,41) > [gJ, nous avons ko <
k

2| — 1 < k. Ainsi I’étape 10 est un appel récursif strict (et ses entrées satisfont bien la
2

condition des valuations). Par récurrence, js, R, ¢5 et do satisfont :

C2 — 9—2j2 . b6
(i) =z ().

et 272¢, et 272d, sont exactement les restes consécutifs r et 7], ; de la suite des DBG-restes
de (bo, ) qui satisfont v5(r],) < ko < 15(rj,,;). Le lemme 7 nous assure que les entrées du

, 271
vecteur 2772 Ry - ( it !
la suite des DBG-restes de (a,b), que imy = 272¢c; mod 272 et que Qj:fﬁgzb,) = 2724,
mod 2F2t1. Ainsi la suite d’inégalités vo(r;) = ji + jo + 12(V') < k < 1u(ris1) est correcte.
Ceci termine la preuve du théoreme. O

) sont deux restes consécutifs 7; et r;;1 (avec i =iy + 149 + 1) de

1.4.2 Analyse de complexité de ’algorithme Pgcd-BG-rapide.

Dans ce qui suit, on notera H(n) et G(n) les nombres maximaux d’opérations élé-
mentaires effectuées respectivement par les algorithmes Demi-pgcd-BG et Pgcd-BG-
rapide quand on leur donne en entrée n’'importe quelle paire valide d’entiers de longueurs
au plus n.

Lemme 8. Soit c = %lg“’#m ~ 0.679. Nous avons les deuz relations suivantes :

H(n) = 2H (gJ + 1) +O(M(n)),
G(n) = H(n)+G([en]) +O(M(n)).

Démonstration. La deuxidme relation est une conséquence du lemme 5, car Llg Y17 1 —
c : apres I’appel a l’algorithme Demi-pged-BG, le deuxiéme reste (c’est-a-dire le premier
au début de l'appel récursif a I’algorithme pged-BG-rapide) a « perdu » plus de n/2
bits de poids faible, et gagné moins de HT‘/ﬁn bits de poids fort®.

Nous nous intéressons désormais a la premiere relation. Les cofits des étapes 1,2, 3,6, 8
et 9 de l'algorithme Demi-pgcd-BG sont négligeables. Les étapes 4 et 10 sont des ap-
pels récursifs donc les cotits sont chacun bornés par H ([gJ + 1). Les étapes 5,11 et 12
consistent en des multiplications d’entiers de taille O(n). Enfin, I’étape 7 est une simple
division binaire généralisée, et on a vu au lemme 2 que cela peut étre effectué en O(M(n))
opérations élémentaires. O

6Le « demi » dans le nom de l'algorithme demi-pgcd-BG peut sembler inapproprié puisque 1’on ne
diminue pas de n/2 bits la taille des restes courants, mais de seulement = 0.321 - n bits (dans le cas le
pire). Il faut plutdt interpréter le « demi » de la maniére suivante : on gagne n/2 bits par les poids faibles,
mais malencontreusement, pendant le processus on a rajouté des bits de poids fort.
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A partir de ce résultat et du fait que ¢ < 1, on déduit aisément que :

Théoreme 7. L’algorithme Pgcd-BG-rapide de la figure 1.12 termine en temps quasi-
linéaire. Plus précisément, G(n) = O(M(n)logn).

Les constantes multiplicatives que ’on peut dériver des preuves qui précedent sont plu-
tot grandes et ne correspondent pas a grand chose en pratique. En fait, pour des entrées
aléatoires de n-bits, les termes de la suite des DBG-quotients sont de 1'ordre de O(1),
et donc l'étape 7 de l'algorithme Demi-pged-BG a un coiit négligeable. De plus, la

d
borne O ((1+4_\/ﬁ) ) du lemme 5 qui est atteinte dans le cas le pire n’est vraisemblable-

ment pas réaliste dans la pratique. En particulier, ’analyse en moyenne de [48] inciterait
a remplacer le ¢ du lemme 8 par ~ 0.513. Supposons pour simplifier que la matrice de
transformation qui fait gagner £ bits pour les restes ait des entrées de longueur k. Alors
pour des entrées de taille n, ’étape 5 de 1'algorithme Demi-pged-BG coiite 4M (3n/8),
car multiplier un nombre de n/4 bits par un nombre de n/2 bits cotite & peu prés une
multiplication de deux nombres de 3n/8 bits. L’étape 11 cotute 4M (n/4). Pour le produit
matriciel de I’étape 12, on peut utiliser 'algorithme de Strassen [175] pour n’utiliser que 7
multiplications n/4 x n/4 au lieu de 8. L’étape 12 coiite donc TM (n/4). Si’on regroupe
les différents cotits, on obtient que le nombre d’opérations élémentaires effectuées par ’al-
gorithme demi-pgcd-BG quand on lui donne en entrée deux entiers d’au plus n bits
dont 'un est pair et I'autre impair, et I'entier k = |n/2], est” :
H(n)~2H (E) + 1—7M(n) R 1—7M(n)lgn.
2 4 8

On obtient ainsi que I'algorithme pgecd-BG-rapide calcule le pged de deux entiers d’au
plus n bits dont 1'un est pair et 'autre impair en G(n) ~ LM (n)lgn opérations élémen-
taires.

1.5 Remarques sur 'implantation des algorithmes ra-
pides de calcul de pgcd.

Nous avons implanté I’algorithme Pgcd-BG-rapide décrit plus haut en GNU MP [73],
mais le code de Niels Moller reposant sur la méthode de [157] et décrit dans [132] est
le plus efficace. Moller a comparé différents algorithmes de calcul rapide de pged et a
montré expérimentalement qu’utiliser la division classique permet d’obtenir un algorithme
plus rapide. Cela peut s’expliquer par le fait que dans notre algorithme, la matrice de
transformation qui fait gagner & bits (de poids faible) sur les restes a des entrées plus
grandes que celle qui fait gagner k bits (de poids fort) pour la division classique. Cela est
vrai dans le cas le pire (d’apres le lemme 5), et semble ’étre expérimentalement dans le
cas moyen. Cela induit des multiplications de nombres un peu plus gros.

Quelle que soit la division, autant dans notre code que celui de Moller, quelques astuces
sont utilisées. Tout d’abord, certaines multiplications sont inutiles quand l’algorithme

"Dans cette équation, nous nous servons du fait que M(n) = O(nlognloglogn), autrement nous
obtiendrions 17/4 & la place de 17/8.
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Pgcd-BG-rapide appelle I'algorithme Demi-pged-BG, on n’a pas besoin de calculer
la matrice de transformation, le produit matriciel de I’étape 12 est superflu. Ensuite,
en-dessous d’un certain seuil nous avons utilisé un algorithme naif quadratique qui a les
mémes spécifications que 1’algorithme Demi-pgcd-BG. De plus, nous avons transformé
I’étape 7 : au lieu d’effectuer une seule division binaire généralisée, nous en faisons plusieurs
de facon a ce que la matrice de transformation correspondante remplisse quatre entiers
signés de 32 bits. Pour faire cela, nous ne considérons que les 64 bits de poids faible
de chacun des opérandes, ce qui est suffisant pour obtenir les bons quotients d’apres le
lemme 7 (nous appliquons ce lemme avec k = 31 : un bit est réservé pour le signe). On
s’arréte donc d’effectuer des divisions binaires généralisée aux entiers quand les valeurs
absolues des entrées de la matrice de transformation deviennent > 23! ou quand les 32
bits de poids faible d’un des deux entiers sont tous nuls.

D’autres idées non implantées permettraient d’accélérer de fagon (tres) significative :

1. Utiliser un algorithme de multiplication optimisé pour des entrées déséquilibrées de
longueurs (n, 2n), pour rendre plus efficace ’étape 5 de 1’algorithme Demi-pgcd-
BG. Dans le cas de la multiplication de Schonhage et Strassen, il faudrait calculer
trois transformées de Fourier discretes de taille 3n, alors que pour le moment on
divise le grand nombre en deux nombres de longueur n et on calcule six transformées
de Fourier discretes de taille 2n. Pour la multiplication de Toom-Cook [179, 92], qui
est celle utilisée quand les algorithmes de pged rapide deviennent compétitifs, la
solution est moins simple.

2. On peut aussi remarquer que de tres nombreuses transformées de Fourier discretes
peuvent étre réutilisées dans le cas ou on utilise la multiplication de Schonhage-
Strassen, en particulier lors des produits matrice-vecteur. Cette remarque s’applique
aussi a la multiplication de Toom-Cook. Malheureusement, pour le moment il n’est
pas facile de « casser » les algorithmes de multiplication de GNU MP pour rendre
cela possible (& part pour la transformée de Fourier discrete).

3. Utiliser la multiplication matricielle de Strassen a 1’étape 12. Pour le moment on
fait huit multiplication au lieu de sept.

4. Une autre amélioration peut étre apportée quand l’algorithme est utilisé pour des
entiers de tailles en-dessous du domaine de la multiplication de Schonhage-Strassen.
Nous sommes en fait dans le domaine de la multiplication de Toom-Cook : multiplier
deux entiers de n bits chacun cotite TC(n) = O (nlogs 5), avec logs; 5 ~ 1.465. Dans
ce contexte, I'étape 5 de lalgorithme Demi-pgcd-BG cotite 87C(n/4), 'étape 11
coiite 4TC(n/4), et I'étape 12 cotte 7T'C(n/4). Si I’on regroupe les différents coiits,
on obtient H(n) = 6.562 - TC(n). Supposons maintenant qu’a I’étape 1 de I’algo-
rithme Pgcd-BG-rapide, on appelle I'algorithme Demi-pgcd-BG non pas sur o
et b en entier, mais sur leurs yn bits de poids faible seulement, avec v € [0,1] :
on appelle I'algorithme demi-pgcd-BG sur la partie basse de a et b, avec k ~ In,
pour « gagner » ~ 2n bits de poids faible, en manipulant des entiers de longueurs au
plus yn. Apres cet appel, il faut donc maintenant utiliser la matrice de transforma-
tion pour retrouver les « vrais restes », ce qui cotlite 4 multiplications (1 —y)n x In
(pour mettre a jour les bits de poids fort des restes initiaux, qui avaient été délais-
sés avant I’appel a ’algorithme demi-pgcd-BG). A Tappel suivant de I’algorithme
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Pgcd-BG-rapide, les entrées ont au plus (1 — %) n bits. Faisons ’hypothese sim-
plificatrice que la multiplication d’un entier de an bits par un entier de bn bits
pour a > b cotite a/b multiplications de deux entiers de bn bits. Alors si v > 2/3,
reconstruire les restes coiite 12_—”’7TC ((1 = y)n), et sinon cela coute SI_TVTC (In).

Trouver le coefficient v qui minimise le cotit revient a trouver le x minimum des so-
lutions des deux équations suivantes en x et -y, ol = est la constante telle que G(n) =

2TC(n) :

T = 6 562 . 1.465 2 _ 0.465 B Z 1.465 2
=b. Y291 =)+ (1 5 avec 1y > 3

_ A LA65 | 9153509 _ .\ 0.465 A 2
z =6.562 -y + 21— )y +z|l 5 avec v < 3

On obtient la solution optimale vy ~ 0.63 et xy ~ 9.85. Pour comparer, si ’on avait
pris v = 1, on aurait obtenu x &~ 10.3. Cela représente un gain d’environ 5.

. Il est aussi possible d’accélérer significativement la complexité asymptotique de 1’al-
gorithme en ne faisant pas renvoyer les restes courants a ’algorithme Demi-pgcd-
BG et en utilisant la remarque suivante sur la multiplication rapide : multiplier deux
entiers de an et Bn bits pour arriver au produit modulo 27" + 1 cotite O (M (%n))
Ce résultat provient directement de la structure de ’algorithme de multiplication ra-
pide. Nous modifions donc 'algorithme Demi-pgcd-BG. Maintenant, il ne renvoie
que la matrice de transformation. A Détape 5, pour obtenir o’ et ¥, il faut mainte-
nant effectuer le produit R!(a,b). Soit n le maximum des longueurs binaires de a et
de b. On sait que a' et b’ vont avoir une longueur de = 3n/4 bits chacun (sous les
méme hypotheses heuristiques qu’a la section 1.4). On peut donc effectuer les 4 mul-
tiplications modulo 2¥3%/* 41, ce qui coiite ~ 4M (3n/8). On supprime 'étape 11 de
I’algorithme Demi-pgcd-BG, et dans I'algorithme Pgcd-BG-rapide, on rajoute
une multiplication matrice-vecteur pour calculer les restes courants apres 1’étape 1.
On arrive donc aux équations :

n 13 13
H(n) ~ 2H (5) +—M(n) ~ = M(n)lgn,
Gln) ~ = M(n)ign,

ol n est la taille maximale des deux restes initiaux donnés en entrée respectivement

aux algorithmes demi-pgcd-BG et pged-BG-rapide, et ou I'on a choisi k& & n/2
dans l'algorithme demi-pgcd-BG. Il est bien entendu possible de jumeler cette
remarque avec les autres, en particulier la seconde.

45



Chapitre II-1. L’algorithme rapide de pgcd binaire.

46



Chapitre 11-2

La réduction de réseaux en petite
dimension

Le travail de recherche correspondant a ce chapitre a été initié lors de mon stage de DEA, a1 ‘Ecole
Normale Supérieure sous la direction et avec les conseils de Phong Nguyén. I a fait I’objet d'une publi-
cation dans les actes de la conférence ANTS VI (Sizth Algorithmic Number Theory Symposium) [138].

Le présent chapitre est une version étendue de [138].
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Dans ce chapitre, nous étudions la réduction des réseaux Euclidiens en petite dimen-
sion. Il s’agit d’une stratégie tout a fait naturelle pour appréhender les problemes qui
surviennent quand la dimension augmente. Par exemple, certaines parties de ’analyse de
I’algorithme LLL en virgule flottante du chapitre II-3 s’inspirent directement de la pré-
sente étude. En plus de cette tentative de compréhension des phénomenes mathématiques
sous-jacents se rajoute une motivation plus pragmatique : en effet, les améliorations en pe-
tite dimension sont réutilisables aussi bien en théorie qu’en pratique en grande dimension
grace a l'algorithme de Schnorr de réduction Hermite-Korkine-Zolotarev par bloc [150],
puisque ce dernier n’est qu’une succession de réductions en petites dimensions.

Nous analysons un algorithme de réduction glouton que ’on peut raisonnablement
considérer comme ’algorithme le plus naturel de réduction de réseaux, car il s’agit d’une
généralisation immédiate de I’algorithme de Lagrange [102] qui fonctionne en dimension 2.
L’algorithme de Lagrange a aussi été décrit, ultérieurement, par Gauss [65], et est plus
connu sous le nom d’algorithme de Gauss. Les résultats présentés sont de deux types.
D’un point de vue mathématique, nous montrons que jusqu’en dimension 4 la sortie de
I’algorithme est optimale : la base renvoyée atteint les minima successifs du réseau. Par
contre, des que la dimension du réseau est supérieure ou égale a 5, la base renvoyée peut ne
meéme pas atteindre le premier minimum. Plus important : d’un point de vue calculatoire,
nous montrons que jusqu’en dimension 4, la complexité (comptée en nombre d’opérations
élémentaires) est quadratique, sans faire appel a 'arithmétique rapide des entiers [158].
Cela avait été déja prouvé en dimension 3 par Semaev [159], qui utilise une méthode assez
laborieuse, mais la question était ouverte en dimension 4. Nous proposons deux analyses
différentes : une approche globale qui repose sur la compréhension de la géométrie de la
base courante quand on n’a plus une décroissance significative du produit des longueurs,
et une approche locale qui montre que toutes les O(1) étapes le produit des longueurs
des vecteurs courants décroit sensiblement. Nos analyses s’appuient fortement sur les
propriétés géométriques des réseaux de petites dimensions, simplifient considérablement
I’étude de Semaev en dimensions 2 et 3, et unifient les cas des dimensions 2 a 4. Bien que
I’approche globale soit plus rapide, nous considérons aussi I’approche locale car elle donne
une meilleure compréhension du comportement de 1’algorithme.

Comme nous 'avons vu au chapitre I-1, il y a différentes notions de réduction d’un
réseau Euclidien. On peut citer par exemple celles de Hermite, Minkowski, Korkine et
Zolotarev (KZ), Venkov, des fréres Lenstra et de Lovédsz (LLL). La plus intuitive est
peut-étre celle de Minkowski, et, en dimension inférieure ou égale a 4, elle est optimale

8Dans [57], Eisenbrand et Rote donnent un algorithme de réduction de complexité quasi-linéaire en
dimension fixée (en faisant appel & de arithmétique rapide), mais la dépendance en la dimension semble
trés mauvaise. L’algorithme repose sur de tres cofiteuses recherches exhaustives.
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puisqu’elle donne des vecteurs qui atteignent les quatre minima successifs du réseau. C’est
donc a cette réduction que nous nous intéresserons.

Le célebre algorithme de Lagrange, exprimé a l'origine en termes de formes quadra-
tiques, calcule des bases Minkowski-réduites en dimension 2. Il généralise I'algorithme
d’Euclide centré (le reste est choisi inférieur ou égal a la moitié du diviseur en valeur
absolue), et a la méme complexité : il termine en un temps quadratique en la taille de
I'entrée. Cet algorithme a été généralisé en dimension 3 par Vallée en 1986 [180], mais la
complexité devenait cubique, puis par Semaev en 2001 [159] qui obtient une complexité
quadratique. De fagon plus générale, Helfrich [75] a montré en 1985 comment utiliser
l'algorithme LLL [112] pour calculer en temps cubique une base Minkowski-réduite en
n’importe quelle dimension. Avec les résultats du chapitre II-3, le temps de calcul de ’al-
gorithme de Helfrich devient quadratique a dimension fixée, mais n’est ni tres pratique
ni tres révélateur en petite dimension puisqu’il repose essentiellement sur une recherche
(tres) exhaustive.

Ici, nous généralisons 1’algorithme de Lagrange pour n’importe quelle dimension. Bien
que l'algorithme de réduction obtenu soit le plus simple que ’on connaisse, son ana-
lyse gagne en difficulté de maniére assez surprenante quand la dimension augmente. Se-
maev [159] a été le premier & montrer que sa complexité restait polynomiale en dimen-
sion 3, mais la question restait ouverte en dimension supérieure ou égale a 4. Nous mon-
trons que jusqu’en dimension 4 I'algorithme glouton calcule une base Minkowski-réduite
en temps quadratique en la taille de ’entrée sans utiliser d’arithmétique rapide. Pour
arriver a ces résultats, nous avons deux approches différentes, toutes les deux tres géo-
métriques, qui généralisent chacune une analyse de I'algorithme de Lagrange. L’approche
globale généralise jusqu’en dimension 4 les analyses de Vallée [181] et d’Akhavi [14]. No-
tons qu’elle a été utilisée par Akhavi pour borner le nombre d’itérations de boucles de
I’algorithme LLL optimal en dimension quelconque. On peut résumer I'approche globale
par la question suivante : « Que se passe-t-il quand l'algorithme arréte de faire décroitre
de fagon significative le produit des longueurs a chaque itération de boucle ? » L’approche
locale répond a la question duale : « Peut-on borner le nombre maximal d’itérations de
boucles successives pour que le produit des longueurs décroisse de facon significative ? »
En dimension 2, cette deuxiéme approche est celle de Semaev [159], qui est elle-méme
assez différente des précédentes analyses de ’algorithme de Lagrange [86, 96, 181]. En
dimension 3, I'analyse de Semaev repose sur une étude exhaustive des comportements
possibles de I'algorithme. Elle fait intervenir des calculs assez laborieux et rend difficile
une généralisation en dimension supérieure. Nous remplacons la plupart des arguments
techniques par des considérations géométriques sur les réseaux de dimension 2. Cela rend
possible la généralisation en dimension 4, par une étude précise de la géométrie des réseaux
en dimension 3, bien que quelques difficultés viennent s’ajouter. Bien que 'approche locale
soit plus laborieuse, elle n’est pas inintéressante : en effet, elle donne une compréhension
plus précise de 'algorithme.

Dans la section 2.1 nous donnerons quelques définitions élémentaires qui nous seront
indispensables pour la suite du chapitre. Ensuite nous décrirons I’algorithme de Lagrange,
avec deux analyses différentes a la section 2.2. Cela nous permettra de décrire a la sec-
tion 2.3 ’algorithme glouton qui généralise ’algorithme de Lagrange et que nous allons
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étudier. La section 2.4 fournit un algorithme qui résout tres efficacement CVP en pe-
tite dimension et qui est le centre de l’algorithme glouton. La section 2.5 est consacrée
a l'approche globale, qui borne le nombre d’itérations de boucles de 1’algorithme, et a
la section 2.6 nous montrons la borne de complexité quadratique. A la section 2.7 nous
donnons 'approche locale, qui est une alternative a la borne sur le nombre d’itérations
de boucles qui aura été obtenue a la section 2.5 : ainsi, jusqu’en dimension 4, la borne de
complexité quadratique peut étre obtenue avec les sections 2.6 et 2.7 indépendamment de
la section 2.5. Enfin, a la section 2.8 nous prouvons des résultats géométriques sur les ré-
seaux de petite dimension. Ces résultats sont cruciaux pour prouver le lemme du vide qui
est I'ingrédient essentiel de I’approche locale décrite a la section 2.7. Dans la section 2.9,
nous dressons une liste des difficultés qui apparaissent lorsque I'on essaie de généraliser
I’algorithme et les deux approches en dimension 5. La figure 2.1 donne I’enchainement des
preuves pour I’analyse de complexité.

Section 2.8

Lemme 30 Lemmes 34, 35 Lemme 36

\Théoréme 16

~~
Lemmes 17, 18, 19 Lemme 20
(Cas « 211 ») |
Section 2.5 Théoreme 15 Section 2.7
(Approche globale) (Approche locale)

e

Section 2.4 Théoreme 14

Section 2.6

FiG. 2.1 - L’enchainement des preuves pour I’analyse de complexité de 'algorithme glou-
ton de la section 2.3.

Notation : Dans ce chapitre, quand la notation [by, ..., by] est utilisée, elle signifie que
les vecteurs by, ..., b, sont ordonnés par normes Euclidiennes croissantes (si des vecteurs
sont de méme norme, alors la notation [...] peut étre utilisée pour plusieurs permutations
de by,...,by). On dira dans ce cas que la base est ordonnée.

2.1 Préliminaires.

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats de base sur les minima d’un réseau,
sur les réductions aux sens de Minkowski et de Hermite-Korkine-Zolotarev, et sur la cellule
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2.1. Préliminaires.

de Voronoi d’un réseau.

2.1.1 Minima successifs.

Soit L un réseau Euclidien de dimension d inclus dans R". Nous rappelons que le i-eme
minimum \;(L), pour i € [|1,d|], est le rayon de la plus petite boule fermée centrée en 0
et qui contient au moins ¢ vecteurs du réseau linéairement indépendants. Quel que soit
le réseau considéré, il existe toujours des vecteurs lui appartenant qui sont linéairement
indépendants et qui atteignent les minima successifs. Il peut paraitre surprenant que,
lorsque d > 4, des vecteurs atteignant ces minima ne forment pas nécessairement une
base, et que, lorsque d > 5, il existe des réseaux pour lesquels aucune base n’atteint les
minima simultanément. En effet, il suffit de considérer le réseau engendré par les colonnes
de la matrice suivante [93] :

2 0001 0
0 2001 0
(by,...,bs) = 0 0201 |,b=]|0
000 21 0
0 00O01 2
Soient b; la colonne ¢ de cette matrice, et b = 2bs; — b; — by — bs — by. Les vec-

teurs by, by, b3, by, b sont linéairement indépendants, la norme de b est 2, et il est facile
de voir que n’importe quel vecteur non nul est de norme au moins 2. Ainsi, \; = Ay =
A3 = Ay = A5 = 2. Cependant, dans ce réseau, aucune base n’est composée de vecteurs de
normes toutes égales a 2 : en effet, puisque le réseau est entier, tous les carrés des normes
des vecteurs seraient paires, ce qui n’est bien entendu pas le cas pour bs.

2.1.2 Reéduction au sens de Minkowski.

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la réduction au sens de Minkowski, dont nous
rappelons ici la définition :

Définition 19 (Réduction de Minkowski). Une base [by,...,by] dun réseau L est
Minkowski réduite si pour tout i € [|1,d|], le vecteur b; est de norme minimale parmi
ceuz tels que la famille (by, ..., b;) peut étre complétée en une base de L (on parle d’un
ensemble primitif de vecteurs).

La condition de primitivité des vecteurs peut étre rendue plus explicite :

Lemme 9. Une base [by, ..., by| d’un réseau L est Minkowski-réduite si et seulement si
pour tout i € [|1,d|] et pour tous les entiers xq,...,zq4 tels que x;,..., x4 sont premiers
entre eux dans leur ensemble, on a :

Il semble donc que méme a dimension fixée il y a un nombre infini de conditions a
vérifier pour s’assurer qu’une base est Minkowski-réduite. Ce n’est pas le cas : a dimension

o1



Chapitre 1I-2. La réduction de réseauz en petite dimension

fixée, il existe un sous-ensemble fini de ces conditions qui suffit a s’assurer qu’une base est
Minkowski-réduite. Ce résultat est connu sous le nom de second théoreme de finitude, et
le lecteur pourra en trouver une preuve dans [164]. Par contre, la borne obtenue dans le
cas général n’est pas du tout pratique. On appelle conditions de Minkowski un ensemble
minimal de telles conditions. Jusqu’en dimension 6, ces conditions ont été calculées par
Tammela [176]. On peut donc décider rapidement si une base est réduite au sens de
Minkowski en les testant.

Théoréme 8 (Conditions de Minkowski [176]). Soit d < 6. Une base [by,...,by]
d’un réseau L est Minkowski-réduite si et seulement si pour tout i € [|1,d|] et pour tous
les entiers x4, ..., xq vérifiant les deur conditions ci-dessous, nous avons :

||.T1b1 —+ ...+ .’Edbd“ > ||bz||

1. Les entiers x;,...,xq sont premiers entre eur dans leur ensemble.

2. Pour une certaine permutation 0 € Sq, (|Toq)l,-- -, |To)|) apparait dans la liste
ci-dessous (ot les blancs peuvent compter comme des zéros).

211 1
311 1 1
i1 1 1 1
511 1 1 1 1
111 1 2
611 1 1 1 1 1
111 1 1 2
1111 2 2
1111 2 3

De plus, cette liste est minimale, ce qui signifie que si ['une des lignes du tableau est
écartée, alors une base peut satisfaire les autres sans pour autant étre Minkowski-réduite.

Par exemple, en dimension 3, la base [by, by, bs] est réduite si et seulement si on a les
inégalités suivantes :

[br+bof| > byl by —byf = byl
[bi +bsl| > byl by —bsl| > |[bs|
by +bs]| = |[bs| bz —bs|| > |bs]|
b1+ by +bs|| > |[bs|| [bi+by—Ds| > [bs
|lbi —ba+bs|| > |bs| |by—by—bs|| = |bs

Une base d’un réseau de dimension d qui atteint les d minima successifs est néces-
sairement Minkowski-réduite, mais la réciproque est fausse : une base Minkowski-réduite
n’atteint pas forcément les minima successifs. Par contre, elle atteint toujours les quatre
premiers (voir [184]) : si [by,...,by] est une base Minkowski-réduite de L, alors pour
tout 1 < ¢ < min(d, 4), on a ||b;|| = A\i(L). Ainsi, une base Minkowski-réduite est optimale
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dans un sens tres naturel jusqu’en dimension 4. Il est classique que le défaut d’orthogo-
nalité d’une base Minkowski-réduite peut étre borné par une constante ne dépendant que
de la dimension du réseau (voir [184] par exemple).

Un autre type de réduction extrémement classique est celle de Hermite-Korkine-
Zolotarev (HKZ) [93, 77]. Nous avons déja défini cette notion de réduction au chapitre I-1,
a la page 14. Nous donnons une définition équivalente, dont la description est plus itéra-
tive.

Définition 20 (HKZ-réduction). Une base (by,...,by) d’un réseau L est dite réduite
au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev (HKZ) si ||b1|| = A (L), si pour tout i € [|2,d|],
le vecteur b, est tel que |b}|| est minimale (sous la contrainte que by, ..., b;_1 sont déja
fizés) et si la base est propre (ses coefficients de Gram-Schmidt p;; pour i > j sont
inférieurs ou égauz a 1/2 en valeur absolue).

Les réductions HKZ et de Minkowski dont équivalentes en dimension 2, mais des la
dimension 3, il y a des réseaux pour lesquels aucune base Minkowski-réduite n’est HKZ-
réduite :

Lemme 10. Soient by = (100,0,0),by = (49,100,0) et bg = (0,62,100). Alors le ré-
seau L(by, by, b3) n’a pas de base a la fois réduite aux sens de Minkowski et de Hermite-
Korkine-Zolotarev.

Démonstration. Tout d’abord, la base (by,be, bs) n’est pas HKZ-réduite car |usq| =
62

165 > 1/2. Cependant elle est Minkowski-réduite (il suffit de vérifier les conditions de
Minkowski pour s’en assurer). Ainsi les vecteurs by, by et bs atteignent les trois minima.
Plus précisément, +b; sont les deux seuls vecteurs atteignant le premier minimum, +b,
sont les deux seuls vecteurs atteignant le second, et £bs sont les deux seuls atteignant le
troisieme.

Si L(by, bs, bs) admettait une base réduite a la fois au sens de Minkowski et de
Hermite-Korkine-Zolotarev, cette base atteindrait les trois minima. On en déduit donc
qu’elle serait de la forme (£bs, £by, £bs), ce qui contredit le fait que (by, be, b3) n’est

pas HKZ-réduite. O

2.1.3 Cellule de Voronoi.

Les rappels de ce paragraphe ne sont nécessaires que pour ’approche locale décrite aux
sections 2.7 et 2.8. On aura alors besoin de déterminer, étant donnés une base réduite
(dans un sens qui sera précisé alors) et un vecteur du réseau engendré par cette base,
quelles coordonnées peut avoir ce vecteur s’il est proche de la cellule de Voronoi de ce
réseatl.

La cellule de Voronoi [183] d’un réseau est I’ensemble des vecteurs de ’espace qui sont
plus proches de 0 que de n’importe quel autre vecteur du réseau. Autrement dit :

Définition 21 (Cellule de Voronoi). Soit L un réseau. La cellule de Voronoi Vor(L)
est définie par :
Vor(L) = {x € E(L),Yv € L,|x—v| > ||x||},
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ot E(L) est le sous-espace vectoriel engendré par L.

De maniere équivalente, Vor(L) = {x € E(L), Vv € L,2[(v,x)| < ||v||?}. La cellule
de Voronoi est un polytope fini dont les translatés par les vecteurs du réseau pavent
lespace vectoriel engendré par L. Par abus de notation, Vor(by,...,b,) désignera la
cellule de Voronoi du réseau engendré par les vecteurs by, . .., by, qui ne sont pas forcément
linéairement indépendants.

Définition 22. Soient L un réseau de dimension d et v € L. Le vecteur v est un vecteur
de Voronoi si v /2 appartient a Vor(L). De plus, v est un vecteur de Voronoi strict si v /2
appartient & l'intérieur d’une face de dimension d — 1 de Vor(L).

o O

o O

F1aG. 2.2 — Une cellule et les vecteurs de Voronoi d’un réseau planaire.

Les deux définitions précédentes sont illustrées a la figure 2.2. Remarquons que si un
vecteur est un vecteur de Voronoi, alors v/2 est en fait sur la frontiere de Vor(L). De
plus, comme l'illustre la figure 2.3, un vecteur de Voronoi n’est pas forcément un vecteur
de Voronoi strict. Il est classique que les vecteurs de Voronoi correspondent aux minima
des classes d’équivalences du groupe quotient L/2[, : un vecteur de Voronofi est strict si la
classe d’équivalence correspondante n’admet que deux minima.

) ) ) ) L)
) ) )
) ) o) ) )
) ) )
L) ) ) ) )

Fi1G. 2.3 — Des vecteurs de Voronoi non stricts.

Définition 23 (Coordonnée de Voronoi possible). Soit (z1,...,74) € Z%. On dit
que (z1,...,x4) est une coordonnée de Voronoi possible (respectivement coordonnée de
Voronoi stricte possible) s’il existe une base ordonnée [by, ..., by| réduite au sens de Min-
kowski telle que x1by + - - + x4by est un vecteur de Voronoi (respectivement vecteur de
Voronoi strict) du réseau L(by,. .., by).

o4



2.1. Préliminaires.

Dans sa theése, Tammela [176] a dressé une liste exhaustive des coordonnées de Voronoi
strictes possibles jusqu’en dimension 6. Nous ne pourrons pas utiliser directement le
résultat de Tammela car il concerne les coordonnées de Voronoi strictes alors que nous
aurons besoin de considérer les coordonnées de Voronoi au sens large. Nous prouverons
que ce sont les mémes en dimension 2 (lemme 23, page 80), et qu’il faut rajouter la ligne
¢« 112» en dimension 3 (lemme 24, page 81).

Théoréme 9. ° Soit d < 6. Les coordonnées de Voronoi strictes possibles en dimension d
sont celles de la dimension d — 1, auzquelles il faut ajouter les d-uplets (z1,...,xq) tels
qu’il existe une permutation o € Sy pour laquelle (|z,q)l,. .., |Ts)|) apparait dans le
d-iéme bloc de la table ci-dessous :

| ol vo| ~

NN N NN NN

NN N NN RN
NN N NN N~
O WO N =~

Lo ® »® ~

NN NN N NN NN NNN~N
W N N NN MNRNRNNNRNNKN
W W N NWMNMNNNNRNNKN
Lo L L WD VLV RN
Lo ™ W ot WL WD W ~

[NSERSSERCSEESERCCEESERC SIS IS L

Nous nous intéresserons aussi a des coordonnées de Voronoil vis-a-vis d’autres réduc-
tions que celle de Minkowski. Cela sera alors précisé explicitement.

Définition 24 (Rayon de recouvrement). Le rayon de recouvrement p(L) d’un ré-
seau L est la moitié du diametre de la cellule de Voronoi.

On peut remarquer que le probleme CVP consiste, a partir d’un vecteur cible t et d’'un
réseau donné par une base, a trouver un vecteur v € L tel que le vecteur t — v soit dans
la cellule de Voronoi du réseau.

Nous avons vu que si [by,...,b,] est une base Minkowski-réduite avec d < 6, les
coordonnées de Voronoi sont bornées (on a méme une liste exhaustive des coordonnées
possibles). Delone et Sandakova [53, 173] ont montré un résultat beaucoup plus fort : si
la base est réduite, alors les coordonnées (réelles) de n’importe quel point de la cellule de
Voronoi vis-a-vis des vecteurs de la base sont bornées. Ce résultat est valable quelle que
soit la dimension et pour de nombreux types de réduction, mais I’énoncé suivant nous
suffira :

Théoréme 10. Les énoncés suivants sont valides :

9Bien qu’ils aient des formes similaires, il ne semble pas a priori qu’il y ait un rapport entre ce théoréme
et le théoréme 8.
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1. Soient [by, by une base Minkowski-réduite et u € Vor(by, by). Ecrivons u = zb; +
ybo. Alors x| < 3/4 et |y| < 2/3.

2. Soient [by, be, bs] une base Minkowski-réduite et u € Vor(bq, by, bs). Ecrivons u =
by + ybe + zbs. Alors |x| < 3/2, |y| < 4/3 et |z] < 1.

2.2 Deux analyses de ’algorithme de Lagrange.

L’algorithme de Lagrange, décrit a la figure 2.4, peut étre vu comme une généralisation

Entrée : Une base [u, v] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base de L(u, V), avec sa matrice de Gram.

1. Répéter

2. r:=v — zu avec wz“ﬁlﬁg],

3. v:i=u,

4. u:=r,

5. Mettre & jour la matrice de Gram de (u,v),

6. Jusqu’a ce que |[ul| > ||v|-
7. Renvoyer [v,u] et sa matrice de Gram.

Fic. 2.4 — L’algorithme de Lagrange.

bi-dimensionnelle de ’algorithme d’Euclide centré [181]. Un exemple d’exécution est donné
a la figure 2.5.

A la seconde étape de chaque itération de boucle, le vecteur u est plus court que le
vecteur v, et on cherche donc a raccourcir v, tout en préservant la propriété que [u, v| est
une base du réseau. Pour faire cela, on utilise la transformation unimodulaire non triviale
la plus simple : on soustrait & v un multiple entier zu de u. Le choix optimal (pour faire
décroitre la norme de v le plus possible & cette étape) correspond au cas ol zu est le plus
proche possible de v, ce qui revient a résoudre un probléme de CVP o la base est [u] et la

(u,v)
[[ul*

sont obtenues par simple lecture de la matrice de Gram G(u,v), qui est elle-méme mise
a jour a ’étape 5 de chaque itération de boucle. Le résultat suivant donne la complexité
de ’algorithme de Lagrange :

cible est v. On trouve ainsi z:= { -‘ . Dans cette formule, les valeurs de (u,v) et de ||ul|?

Théoréme 11. Etant donnée en entrée une base [u,v] d’un réseau L, l’algorithme de
Lagrange renvoie une base Minkowski-réduite de L en temps O(log||v| - [1 + log||v|| —

log A1(L)]).

Ce résultat n’est pas trivial & prouver, et en particulier, il n’est méme pas clair a priori
que la base renvoyée est bien Minkowski-réduite. La correction de 1’algorithme vient en
fait directement des conditions de Minkowski en dimension 2, c’est-a-dire du théoreme 8.
Nous donnons ici deux analyses différentes de l'algorithme de Lagrange : une analyse
globale et une analyse locale. Nous généraliserons ces deux analyses en dimension 4.
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o o o o o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o o o
o Eo/VBID o o o o o Wy o o o o o
o o o o o L—o o o o o
0 us 0 V4

F1G. 2.5 — Un exemple d’exécution de ’algorithme de Lagrange.

2.2.1 L’analyse globale de I’algorithme de Lagrange.

Il s’agit de la stratégie adoptée dans [181] et dans [14]. Deux phases de 'exécution de
I’algorithme sont dissociées : dans la premiere phase, chaque vecteur créé est nettement
plus court que celui qu’il remplace, plus précisément, plus court d’un facteur supérieur
ay/1 + n pour un certain n > 0 qui sera choisi ultérieurement ; la seconde phase commence
lorsque la propriété précédente n’est pas vérifiée (méme si elle est vérifiée de nouveau par
la suite), et nous montrons que cette phase contient O(1) itérations de boucle.

Pour I'analyse, nous avons besoin de définir I'algorithme n-Lagrange, dont nous nous
servirons exclusivement pour analyser I’algorithme de Lagrange (a aucun moment cet
algorithme ne sera exécuté). L’algorithme n-Lagrange est décrit a la figure 2.6. La premiére
phase de I'exécution de ’algorithme de Lagrange est exactement identique a I’exécution de
I’algorithme 7-Lagrange, alors que la seconde phase de I’exécution correspond a ’exécution
de I'algorithme de Lagrange sur une entrée qui est déja n-Lagrange réduite, c’est-a-dire
une base laissée invariante par l’algorithme n-Lagrange.

Le nombre d’itérations de boucle de la premiére phase (c’est-a-dire I'exécution de
'algorithme 7-Lagrange) se borne trés simplement par O(1 + log ||v]|), car le produit des
longueurs des vecteurs de la base décroit d’un facteur au moins /1 + 7 a chaque itération
de boucle. Nous bornons maintenant la longueur de la deuxieme phase, c’est-a-dire le
nombre d’itérations de boucle de ’algorithme de Lagrange quand on lui donne en entrée
une base de sortie de 1’algorithme 7-Lagrange. Soit [u, v] la base courante a la fin de la
premiere phase, et soit v/ = v — zu ou z € Z est choisi de fagcon & minimiser la longueur

dev—2zu.On a:
V|| < [[v]l < V1 4+7]v].
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Entrée : Une base [u, v].
Sortie : Une base du réseau L(u,v).

) — | (uv)
r:=v — Iu avec I:= [ a2 -|,

3 Si (1+n)|r||? < ||v|]* alors

4. vi=u,

5. u:=r,

6 Sinon, aller & 1’étape 7.

7. Renvoyer [u, v].

F1c. 2.6 — L’algorithme n-Lagrange.

Nous affirmons que si > 0 est suffisamment petit, alors ’algorithme de Lagrange termine

en O(1) itérations de boucle. Ecrivons v = v +v—, ol v = T| ’”)u Puisque v/ — v* = yu

avec |y| < 1/2, le théoreme de Pythagore donne que ||v'||*> < |[v*||* + [|ul|?/4, ce qui

implique que :
1
*(|2 > - =
INal <1+ )II 2,

car ||ul]| < ||v]]- Soit b = zju + zov un vecteur apparaissant dans la deuxiéme phase
de T’algorithme. On a ||v]|> > [|b||*> > 23||v*||?, et donc |z3] < 1 si n > 0 est choisi
suffisamment petit. A cause du choix glouton pour z, il ne peut y avoir plus de quatre
itérations de boucle dans la deuxiéme phase : dans toutes sauf une, un vecteur strictement
plus court que les précédents est créé. Dans chacune de ces itérations, un élément le plus
court de la forme zv + yu est choisi, avec z € {—1,0, 1} et y déterminé de fagon unique
pour chaque x possible.

Il reste maintenant a estimer le coiit de chaque étape 2, c’est-a-dire le cout du calcul
de z. Puisque |T|l;|‘|'2>| < HVH, le cotit de ’étape 2 est borné par O(log||v]| - [1 + log||v|| —

log||ul|]). Soient u; et v; les valeurs de u et v au début de la i-éme itération. On a v, =
u;, et on en déduit que le cout total de ’algorithme de Lagrange est borné par :

O _log|[vill - [1 + log |vil| = loglwi[[]) = O(log|[v]l- Y [1 +log lvill = log [[vis]])
— i=1

= O(log|lv|l - [ +log|[v]| — log A(L)]),
ou 7 = O(log||v]| — log A1) est le nombre d’itérations de boucle. Ceci conclut la preuve

du théoreme 11.

2.2.2 L’analyse locale de l’algorithme de Lagrange.

Vis-a-vis des analyses existantes de ’algorithme de Lagrange, notre approche locale
est proche de celle de Semaev [159], qui est elle-méme assez différente de [96, 181, 86, 16].
L’analyse n’est pas optimale (contrairement & celle de [181] par exemple, qui donne les
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2.3. Une généralisation gloutonne de l’algorithme de Lagrange.

pires cas de I'algorithme), mais elle peut étre généralisée jusqu’en dimension 4. Ceci est
moins bon que ’approche globale, mais cela apporte une compréhension plus précise de
I’algorithme.

Considérons la valeur de x a ’étape 2 :

— Si z = 0, alors nous sommes a la derniere itération de boucle.

— Si |z| =1, deux cas sont possibles :

— Si ||v — zu]| > ||u]|, alors nous sommes & la derniere itération de boucle.

— Sinon, puisque |z| = 1, on a ||lu — zv|| < ||u||, ce qui signifie que u peut étre
raccourci a 'aide de v. Cela ne peut arriver éventuellement qu’a la premiere
itération de boucle, du fait de la stratégie gloutonne de ’algorithme : le vecteur u
est 'ancien vecteur v.

— Sinon, |z| > 2, ce qui implique que zu n’est pas un vecteur de Voronoi du réseau
engendré par u. Intuitivement, cela signifie que zu est tres éloigné de Vor(u), de
telle sorte que v — xu est considérablement plus petit que v. Plus précisément, si v*
est la composante du vecteur v orthogonale au vecteur u, on a :

3\ 2
VP> (3) TP + V1P > 20alP + v = ul? > 3y - aulf,
ou dans la derniere inégalité nous avons supposé que nous n’étions pas a la derniere
itération de boucle.

Cela met en évidence que le produit des longueurs des vecteurs de la base décroit d’un
facteur au moins /3 & chaque itération de boucle sauf éventuellement la premiere et la
derniére. Ainsi, le nombre 7 d’itérations de boucle est borné par : 7 = O(1 + log ||v|| —
log A\1(L)). La fin de I’analyse de complexité est similaire & celle de ’approche globale : la
borne linéaire sur le nombre d’itérations de boucle est suffisante pour faire fonctionner le
décompte total des opérations élémentaires.

2.3 Une généralisation gloutonne de 1’algorithme de
Lagrange.

Dans la section précédente, nous avons décrit 1’algorithme de Lagrange comme un
algorithme glouton reposant sur le probleme CVP en dimension 1. Ceci suggere une géné-
ralisation naturelle en dimension arbitraire d, que nous appelons 'algorithme glouton de
réduction. Nous étudions les bases renvoyées par ’algorithme en définissant un nouveau
type de réduction et en comparant celle-ci a la réduction au sens de Minkowski.

2.3.1 L’algorithme glouton de réduction.

L’algorithme de Lagrange suggere une généralisation en dimension supérieure : elle est
décrite a la figure 2.7. Cette généralisation utilise de la réduction et un algorithme qui
résout le probleme CVP en dimension d — 1, pour réduire des réseaux en dimension d.
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Chapitre 1I-2. La réduction de réseauz en petite dimension

Algorithme: Glouton(by,...,by).
Entrée : Une base [by,...,by] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base ordonnée de L(bq,...,by), avec sa matrice de Gram.

1. Si d = 1, renvoyer by.
2. Répéter

3. Trier (by,...,bg) par longueurs croissantes, et mettre & jour la matrice de Gram,
4. [bl, .. ,bd_l]::Glouton(bl, .. ;bd—l)a

5. Calculer un vecteur ¢ € L(by,...,bg_1) le plus proche de by,

6. bgy:=bg — ¢, mettre a jour la matrice de Gram,

7. Jusqu’a ce que ||bg|| = ||bg—1]|-

8. Renvoyer [by,...,by] et sa matrice de Gram.

Fic. 2.7 — L’algorithme glouton de réduction en dimension d.

Un certain nombre de remarques simples doivent étre faites sur cet algorithme. Tout
d’abord, si la matrice de Gram n’est pas donnée, on peut la calculer en temps O(log” ||bgl|)
pour une dimension d fixée. L’algorithme met a jour la matrice de Gram a chaque fois que
la base est modifiée. L’étape 3 est simple : si ’on est a la premiere itération de boucle,
la base est déja ordonnée, sinon [bq,...,bs 1] est déja ordonnée, et seul by doit étre
inséré a la bonne position. A I’étape 4, I’algorithme s’appelle récursivement en dimen-
siond—1: G(by,...,bs_1) n’a pas besoin d’étre calculée puisque c’est une sous-matrice
de G(by,...,by), qui est déja connue. Pour le moment, nous n’expliquons pas comment
I’étape 5 est effectuée : bien siir, on pourrait utiliser des algorithmes standards qui ré-
solvent le probleme CVP, comme celui de Kannan [88], mais ils ne suffisent pas a obtenir
la complexité quadratique annoncée. Nous décrirons une procédure efficace qui résout le
probleme CVP en dimension fixée a la section 2.4. Remarquons qu’en dimension 2, I’algo-
rithme de réduction glouton est exactement I’algorithme de Lagrange. D’un point de vue
géométrique, le but des étapes 5 et 6 est de faire en sorte que la projection orthogonale
de by sur le réseau engendré par [by,..., by 1| appartienne a la cellule de Voronoi de
ce réseau. Finalement, la G-réduction est définie de la fagon suivante : une base est dite
G-réduite si elle n’est pas changée par ’algorithme glouton de réduction.

Une simple preuve par récurrence permet de montrer que ’algorithme termine. En
effet, le nouveau vecteur by créé a 1’étape 6 est strictement plus court que by_; si 'on
ne sort pas de la boucle a I'étape suivante. Ainsi, le produit des normes des vecteurs b;
décroit strictement a chaque itération de boucle sauf éventuellement a la derniere. Puisque
pour chaque réel B, le nombre de points du réseau de norme inférieure a B est fini, cela
montre que ’algorithme termine.

Bien que la description de 1’algorithme glouton de réduction soit relativement simple,
analyser sa complexité semble étre difficile. Comme on I’a vu, méme le cas de la dimen-
sion 2 n’était pas trivial.
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2.3. Une généralisation gloutonne de l’algorithme de Lagrange.

2.3.2 Une description itérative de l’algorithme glouton de ré-
duction.

Nous donnons a la figure 2.8 une description itérative de 1’algorithme glouton de ré-
duction. Avec cette description alternative, les similarités avec 1'algorithme LLL (décrit
au chapitre I-1) sont plus évidentes : dans 1’algorithme LLL, la résolution exacte du pro-
bleme CVP de I’étape 2 est remplacée par une solution approchée, et la condition sur
les longueurs de 1’étape 4 est remplacée par la condition de Lovdsz, qui fait intervenir
les orthogonalisés de Gram-Schmidt b. Nous utiliserons cette description itérative dans
la preuve de la complexité quadratique de I'algorithme, c’est-a-dire a la section 2.6, tan-
dis que la description récursive sera utilisée aux sections 2.5 et 2.7 pour montrer que le
nombre d’itérations de boucle de la variante itérative de I’algorithme est au plus linéaire
en la taille de ’entrée.

Algorithme: Glouton-itératif.
Entrée : Une base [by,...,by] avec sa matrice de Gram.
Sortie : Une base ordonnée du réseau L(bq,...,by), avec sa matrice de Gram.

1. k:=2. Tant que k < d, répéter

2. Calculer un vecteur ¢ € L(by,...,bg_1) le plus proche de by,

3. bi:=bj — ¢, mettre & jour la matrice de Gram,

4. Si ||bg|| = [|bg—1]|, alors k:=k + 1

5. Sinon insérer by & son rang k' (les vecteurs sont rangés par longueurs

croissantes), mettre & jour la matrice de Gram, k:=k' + 1.

F1G. 2.8 — Une description itérative de ’algorithme glouton de réduction.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 12. Soit d < 4. Etant donnée en entrée une base ordonnée [b1,...,by], lal-
gorithme glouton de réduction décrit aux figures 2.7 et 2.8, qui repose sur l’algorithme
de résolution du probleme CVP décrit a la section 2.4, renvoie une base Minkowski-
réduite du réseau L(by,...,by), en utilisant un nombre d’opérations élémentaires borné
par O(log|[bgl| - [1 + log [[bal| — log A1(L)]).

Par ailleurs, pour d =5, la base renvoyée peut ne pas étre Minkowski-réduite.

2.3.3 G-réduction.

Nous étudions ici les propriétés des bases renvoyées pas 1’algorithme glouton de ré-
duction. Comme nous 'avons déja dit, il n’est pas évident a priori que ’algorithme de
Lagrange renvoie des bases Minkowski-réduites, mais il est cependant clair que la base
renvoyée [u, v| satisfait :

[ul] < [lv]l < [lv = zul], Ve € Z.

Ceci suggere la définition suivante :
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Chapitre 1I-2. La réduction de réseauz en petite dimension

Définition 25 (G-réduction). Une base ordonnée [by,..., by est G-réduite si pour
tout i € [|2,d|] et pour tous x1,...,x; 1 €L :

[Ibs]| < [[b; + @1by + -+ - + mi_1bi].

Dit autrement, on a la définition récursive suivante : en dimension 1, toute base est G-
réduite ; en dimension d > 1, une base ordonnée [by, ..., by] est G-réduite si [by, ..., by 1]
I’est et si la projection orthogonale du vecteur b, sur ’espace vectoriel engendré par les
vecteurs by, ..., by 1 appartient & la cellule de Voronoi Vor(by, ..., by 1). L’algorithme
glouton de réduction renvoie toujours une base G-réduite, et si une base G-réduite est
donnée en entrée a l'algorithme glouton de réduction, alors elle n’est pas modifiée et est
renvoyée en sortie. Le fait que l'algorithme de Lagrange renvoie une base Minkowski-
réduite est un cas particulier du résultat suivant, qui permet de comprendre le lien entre
G-réduction et réduction au sens de Minkowski.

Lemme 11. Les énoncés suivants sont valides :
1. Toute base Minkowski-réduite est G-réduite.

2. Une base constituée de d < 4 vecteurs est Minkowski-réduite si et seulement si elle
est G-réduite.

3. Sid > b, il existe une base de d vecteurs qui est G-réduite mais qui n’est pas réduite
au sens de Minkowsk:.

Démonstration. Le premier point vient directement des définitions de la G-réduction et
de la réduction au sens de Minkowski. Le deuxieme point est une conséquence immeédiate
du théoreme 8 : jusqu’en dimension 4 les conditions de Minkowski ne font que des zéros
et des uns. Il reste a donner un contre-exemple en dimension 5. Nous considérons pour
cela le réseau engendré par les colonnes de la matrice suivante :

2 0 0 0 1
0o 2 0 0 1

o 0o 2 o 1 |,
0 0 0 24 145

o 0 0 0 1

avec € € |0, -2+ 4? . Remarquons que —2 + 4? < 0.309.

La borne supérieure sur ¢ implique que ||bq|| < ||ba|| < ||bs|| < ||bs]| < ||bs]|- La base
donnée n’est pas Minkowski-réduite car elle n’atteint pas les quatre premiers minima du
réseau, ce qui ne peut pas étre le cas pour une base Minkowski-réduite [184] : le vecteur
2bs — by — bz — by — b; = (0,0,0,0,2) est linéairement indépendant avec [by, by, bs] et
strictement plus court que by et bs. Cependant, la base est G-réduite : by, by, bs, by sont
deux a deux orthogonaux, et bs ne peut étre raccourci en lui ajoutant une combinaison
linéaire entiere des quatre premiers vecteurs. O

On déduit de ce lemme que l'algorithme glouton de réduction renvoie toujours une
base Minkowski-réduite jusqu’en dimension 4, base qui atteint ainsi les quatre premiers
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2.4. Le probléeme CVP en petite dimension.

minima du réseau. Au-dela de la dimension 4, I'algorithme peut renvoyer une base G-
réduite qui n’est pas Minkowski-réduite. Le lemme suivant montre que la situation est
encore pire que cela : le plus court vecteur de la base renvoyée peut étre arbitrairement
long par rapport au premier minimum du réseau.

Lemme 12. Soit d > 5. Pour tout € > 0, il existe un réseau L et une base G-réduite
[b1,...,by] de L tels que :

L 1 (L
)\1( ) <Le etvdoi()\e.
bl [Ti=: [l

Démonstration. Considérons la base G-réduite constituée des colonnes by, by, bz, by, bs
de la matrice suivante :

S OO N
o o N O
o N OO
N O OO
M =t

0000

ou € > 0 est petit. Alors 2bs —b; — by — bs — by est un vecteur du réseau, de longueur 2¢.
Par ailleurs, le vecteur by est de norme 2, ce qui nous donne la premieére partie du résultat.
Pour finir, on a vol (L) = 16¢, et le produit des longueurs des b; est > 16. O

L’exemple donné dans la preuve précédente aurait aussi convenu pour le troisieme
point du lemme 11 : la base donnée alors p