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Introduction:

But: Résoudre en temps polynomial proba-
biliste |"'équation:

Az? 4+ Bzy 4+ Cy? + Dz + Ey + F = 0[n].

e Rabin (1979): C’est impossible dans le
cas générall Résoudre z2 = 0[n] est aussi
dur que factoriser n.

e Pollard, Schnorr (1985): Résolution de
12 — ky? = m[n] quand (km,n) = 1, sous
I'hypothése de Riemann généralisée.

e Adleman, Estes, McCurley (1986):
Résolution d'une plus grande classe
d'équations, sans utilisation de 'HRG



1. Généralités sur ces algorithmes:

Au cours des algorithmes qui suivent, on peut sortir avec un di-
viseur strict de n. Que faire dans ce cas?

— Fait:
Si n = niny avec ni,ny < n et (ni1,n2) > 1, alors en temps
O(M(n).logn), on peut soit:

a. Construire a,b avec ab =n, a,b<n et (a,b) =1

b. S'assurer que ng|n1 et ng|na (avec ng = H p)

p|n

1. g :=(n1,n2), k=g°% h= n/g2
2. Si h =1, sortir car b. est vérifiée.

3. m = (g,h). Si m =1, sortir avec h, k.
Sinon, h = h/m, k = km et goto 2.



— Théoréme Chinois:

Sin = niny avec ni,no < n et (n1,nz) = 1, en O(M(n)logn),
solutions modulo n; et modulo no — solution modulo n.

— Lemme de Hensel:

En temps O(M(n)), .
Solution modulo d* — solution modulo d¢t+?

Aa? + Baiyi + Cy? + Da; + By + F = 0[d]

Cela revient a résoudre: aX + BY = v[d]



2. Comment se ramener a z2—ky? = m[n]:

Théoréme:

Soit f(z,y) = Az?® + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F

24 B D
Soit 6(f) =det| B 2C E
D E 2F

Si (6(f),n) = 1), alors en temps O(M(n)log?n) on peut soit:
a. Trouver n = ninp avec ni,ne < n, et (n1,n2) =1

b. Trouver une solution de f(z,y) = 0[n]

c. Se ramener a z2 — ky? = m[n]

La condition (6(f),n) = 1) garantit que parmi A, B, D, une au
moins est premieére avec n et les autres sont divisibles par ng.

- Si(An)=1, u=2c+A'By+A"1D, v=y:
on est ramené a u?>+ Gv?+ Hv+ 1 = 0[n] avec (4GI—H?,n) = 1.
— Si (C,n) =1, idem.

—-Si(Bn)=1, z=u+wv, y=nv:
onaalorsC'"=A+B+C et (C',n)=1.

— Sinon, (D,n) = 1 et ng divise A, B et C. Soit d = (A, B,C).

On calcule une solution (z,0) modulo d et on la “lifte” avec le
lemme de Hensel.

On simplifie u? + Gv? + Hv + I = 0[n] de la m@me maniere...



Remarques:

e La borne de complexité donnée est imprécise:
en fait, c'est O(M(n)log?n) pour résoudre completement
et O(M(n)logn) pour sortir avec un diviseur strict ou étre
ramené a |'équation de c.

e Dans la condition sur le déterminant, on reconnait une
Hessienne. Faut-il en déduire quelque chose?

e Cette condition sur le déterminantest-elle “minimale” ?

e Si on utilise une arithmétique rapide on descend a
O(M(n)lognloglogn) pour b. et O(M(n)loglogn) pour a.
et c.



3. Nombres premiers dans une suite
arithmeétique :

On distingue deux types d'entiers: les n communs, et les n ex-
ceptionnels, qui sont tres rares. n est dit exceptionnel s'il existe
un charactere exceptionnel x modulo n.

Soit n impair et a avec (a,n) = 1.
Si n est commun, ou exceptionnel pour x avec x(a) = —1, alors
il existe D calculable telle que si z > nP:

Yp<ap=a[n] p£1[8] L > 38(n) o9z

D'ou le théoréme central suivant:

Théoréme:

Soit n impair, m tel que (m,n) =1 et ¢ > 0.
Alors il existe D tel que en temps O(Pr(n)log?n), on peut
construire avec probabilité supérieure a 1 — e Soit:

a. p1 premier, p1 # 1[8], p1 = m[n] et p1 < n”

b. L avec (L,n) =1 et py, p3 tels que:
p2 # 1[8], p2 = L[n] et p2 < n? p3s # 1[8], ps = Lm|n] et p3 < n”

C. un diviseur strict de n

Pr(n) = O(M(n)logn) est le colt d'un test de primalité pour
des entrées de taille logn.



1. Choisir z < nP au hasard avec z = m[n], x # 1[8] et = impair

2. Tester la primalité de = (avec Solovay-Strassen par exem-
ple). Si xz est “premier”, on a réalisé a.

3. Choisir L < n au hasard. Si (L,n) > 1, on a réalisé c.

4. Choisir y < nP et z < nP au hasard de facon indépendante
avec y = L[n], y Z 1[8], y impair, z = Lm|[n], z Z 1[8] et z impair

5. Tester la primalité de y et z. S'ils sont premiers, alors on
a réalisé c. Sinon, retourner en 1.

Si n n’est pas exceptionnel, ou exceptionnel pour y avec I'égalité
x(a) = —1, alors:

N 3nP71/4 4
Pr(succes en 2.) > 9Dlogn ~ 9Dlogn"

— O(logn) tentatives.

Sinon, pour la moitié des L choisis, x(L) = —1. Dans ce cas,
x(mL) = —1, et I'argument précédent marche encore ici:
— O(log?n) tentatives



Remarques:

e On peut faire la méme chose en remplacant les p; Z 1[8]
par des p; = 1[8].

e Comme Pr(n) = O(M(n)logn), ces algorithmes fonction-
nent en temps O(M(n)log3n). Peut-on faire mieux?
Par exemple en profitant de la rareté des n exceptionnels,
qui rajouttent un logn supplémentaire.

e Comment calcule-t-on D7



4. Résoudre z2 — ky2 = m[n]
Commencons par quelques cas particuliers...

— Si k=1, on prend z = 2 et y = 21,

— Si k= —1, voici une solution en temps O(M(n) log®n):

1. Appligquer I'algorithme “= 1[8]". Cela donne pi, ou ps et
p3. Supposons pour simplifier que I'on a p;.

2. Résoudre w? = —1[p1] (avec Tonelli-Shanks par exemple)

3. On cherche le vecteur le plus court du réseau [(1,w) , (0,p)].
On utilise pour cela I'algorithme de Gauss pour ||.||co-

Ca nous donne aw + b = O[p] avec ||(a,b)|lc < /P (d'apres le
théoreme de Minkowsky)... et donc a? + b2 = p.

Comme p = m[n], c'est fini.



. et deux théorémes de réduction...

— Si (kLm,n) = 1, alors a partir de solutions de deux des trois
équations suivantes, on peut résoudre la troisieme en temps
O(M(n)logn).

2 — ky? = m[n], 22 — ky? = L[n], 2 — ky? = Lm|n]

(22 — ky?) (2?2 — kw?) = u? — kv? avec u = zz + kyw et v = zw + yz.
Il suffit de faire une inversion modulo n...

— Si (mkik2,n) = 1, 2 + k1y? = m[n], 23 4 koy3 = m[n], alors en
temps O(M(n)logn) on peut trouver une solution a
z? + k1koy? = m[n], ou un diviseur strict de n.



...et encore un cas particulier.

— Si |k| = 2, on construit aussi p1, ou p2 et p3 par I'algorithme
“=1[8]". Supposons que I'on ait obtenu p1, pour simplifier.

(2) = (32) = 1: Soit w une racine de k modulo p;.

w?—k

q1 .=
Tant que |g;| > 2, faire:

x; .= reste centré de x;_1 par g;
22—k

qi

qi+1 —

On a |git1| < 2|gs|, d’oli un nombre de boucles en O(logn).
De plus:

(w? — k:)(:cJQ — k)= plq%...qfqﬂ_l avec |gj+1| =1

Cela donne a2 — kb2 = p1c?gj4+1, C'est quasiment fini!
C’est la méme chose si I'on ait tombé sur p> et ps.

Cet algorithme fonctionne en temps O(M(n) log®n)



et enfin la résolution de l'équation.

Input: k, m, n avec (km,n) =1
Output: Une solution a z2 — ky? = m[n]
1. Si |k| <2, utiliser ce qui précede

2. Utiliser I'algorithme “# 1[8]" pour m.
Supposons que I'on a trouveé p;.

3. Si (pﬁl) = 1, utiliser le méme algorithme que pour |k| = 2, sauf
que I'on s'aréte a |g;] < \/E%““'), pour obtenir u2—kv? = p1k;4iw?
4. A ce niveau, soit on a un diviseur strict de n, soit on multiplie
le tout par w2.
On appelle I'algorithme avec ki, k et n (cf les résultats de
réduction).

L=k 2k — 1 i
5. Si (p—l) =1 ou (p—l) =1, idem.

6. Si on était tombé sur p; et p2, on aurait fait la méme chose,
mais on aurait eu deux appels récursifs.

Finalement: Cr < [2C,, oy OU 2Co( my il + O(M(n) log3n)

ET Cpr = O(M(n)log*n).



Conclusion

e Ce qui coute cher, ce sont les recherches
de nombres premiers dans les suites
arithmétiques. Peut-on les rendre moins
couteuses? Sont-elles indispensables?

e Peut-on a partir de la obtenir une
implémentation efficace?

e Peut-on enlever Monte-Carlo?

e Peut-on enlever Las Vegas, quitte a
réutiliser I'hypothese de Riemann
généralisée?

e Que peut-on en déduire pour les cas
“limites”, en particulier la factorisation?



