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Introduction:

e Cooper (1990): Bases de Grobner et
décodage des codes BCH

e Chen, Reed, Helleseth, Troung (1994):
Bases de GrOobner et codes cycliques

Malheureusement il y a une erreur dans leur article, et ils utilisent

I'algorithme de Buchberger: c'est super-exponentiel !!!

e Loustaunau et York (1997):
Clarification et gain de vitesse



1. De I’'équation de décodage a un
systeme d’équations polynomiales:

Soit C un code cyclique [n,k,d] sur F,, avec (n,q) = 1.
a une racine primitive n-ieme de ['unité.
g(X) le polyndbme générateur de C,
r =deg(g) = n — k, et a“,...,a" ses racines,
t (= L%J) le nombre d’erreur que I’'on veut corriger.

Décoder (yo,y1,---;yn—1), C'€st résoudre:

1 a2 a2 ... oD €1 °1
1 o a2 ... oD
L - en—]_ Sn—l

ou (so, s1,...,8,-1) €st le syndrome.

Pour cela, définissons les polyndmes:
o fi= ylzzl" + ygzg + ...+ yzf —x; pour j=1..r
o hy = 2Tt — 2z pour k= 1..t

o [, = y,‘i_l —1 pourk=1.t



Remarques:
1. z; — s, 2z — ol et Yr — ek
2. En caractéristique 2, on peut enlever les yy.
3. Prendre k= 1..t' avec ¢’ > t, on en reparlera.
n zn

4. Rajoutter les my; = zkzlz;;zl n'apporte rien.

k™ <l

On s’'intéresse aux zéros de I =< f;, hg,lxy > V.

P= (317 ) STHOa ) 07 alla ) aler Xy ey Xaﬁla “767')

Les l; sont les positions de l'erreur, et les B les coef-
ficients correspondants.

Il y a des zéros non valides: collision possible des ;.

Si V|; est la projection de V sur les ¢ premieres co-
ordonnées,

Théoréme:

Il y a 7 erreurs dans y si et seulement si:

pour k<t—r, (s’ok) S V|r-|—k: et (s’ot—r—l—l) Q V|r+t—7'—|-1
De plus, {l;/(s,077,a%) € V|,4¢—r+1} est la localisation
de |'erreur.




2. Utilisation des bases de Grobner:

Sur F[X1,..,X,], on introduit I'ordre lexicographique:
1. Xi < Xo<.. <X,

2. I, X® < [, X7 si ap > B1 ou ay = By et
o2 > Bo,...

3. P[X1,..,X,] > Q[X1, .., X,] si lt(P) > 1t(Q)

Une base de Grobner G = {g1,..9x} d'un idéal I de
F[X1,.., X,] doit:
générer I et vérifier < lt(g1),..,lt(gr) >=< lt(I) >.

Remarques:
1. Existence des bases de Grobner (Buchberger)
2. Complexité super-exponentielle

Théoréme:

Soit G une base de Grobner de I et m < n.
Alors G, = GNF[X4,..,X,,] est une base de Grdbner
de INF[X4, .., Xin]




Autres faits importants:

1. Si V(I) est I'’ensemble des zéros de I,
V(I)|m = VUINF[Xy,.., Xm]).

2. Si G CF[X4,..,X,] est une base de Grbbner de I,
si z1,..,om €F, alors G(z1,..,Zm, Xm+1,--,Xn) €St une
base de Grobner de I(z1, .., Zm, Xm+1, - Xn)-

3. G CF[X] est une base de Grbbner de < Py,.., P, >
Si et seulement si elle contient le pgcd des P,.



D’ou le théoreme de décodage:

Théoréme:

Il y a 7 erreurs dans y si et seulement si:
VE<t—rT, Vg € Grap, g(s,0F) =0
et 39 € G,44_r11 tel que g(s,01-711) £ 0.

De plus, si Gry¢rt1 =191, 9k}

< g1(s,077, X), .., gx(s,077, X) >CF,[X] est engendré
par le polynbme localisateur de l'erreur, et celui-Ci
fait partie des g;(s,0'"", X).

Rappel: Le polyndme Iocalisatel_Jr de l'erreur est:

Il y a 2 phases de décodage: un long précalcul, qui
peut étre fait une fois pour toutes, et le décodage lui-
meéme, rapide, a partir du syndrome.



Précalcul:

e Trouver une base de Grobner des f;, hy,

e Construire les G; pour i = r..(r +t) en ne gar-
dant que les polynOmes ne contenant pas les plus
grandes variables

e Construire les G} = Gi(x1,..,2,,0"") et les
G! = Gi(z1, ..zr, 01 X)

Décodage:

e Calculer le syndrome
(multiplication matrice-vecteur: O(n?))

e Calculer les Gi(s) jusqu’a en trouver un non nul:
1= 10

e Trouver le localisateur de I'erreur dans Gy (s)
e Factoriser le localisateur de I'erreur
e Corriger 'erreur

Fait: Plus il y a d’erreurs, plus c'est rapide!



3. L’algorithme FGLM:
Auteurs: Faugere, Gianni, Lazard, Mora

Ici, FGLM suffit, et c’est plus rapide que Buchberger...

Input: Une base de Grdbner {gi1,..gx} de I pour un
ordre lexicographique <4

Output: Une base de Grobner de I pour un ordre
lexicographique <>#<1

Dans notre cas, {fi, gx, hx} est une base de Grobner
pour I'ordre lexicographique: y < z < z, et on voudrait
I'ordre lexicographique z < z < y.

Soit R |la fonction *“reste modulo I pour <i'".
C’est un morphisme de F[ X3, .., X,] dans F[ X1, .., X,]/I.
Soient My <o M1 <5 .. <2 M; <5 ... les monomes.

Fait: Un polynome Y'_o;M; de terme dominant M;
(pour <2) est dans I si et seulement si:
R =0 0iMj) = o0 R(M;) = 0.

— Algebre linéairel!
Comme les R(X;) sont en nombre fini tout va bien.



Input : G base de Grobner pour <4
Output : G’ base de Grdbner pour <»

G':=[]; Nexts:=[]; M:=1; Basis:=[];
/* Basis est une base de F[X1,.., X,]/I */

Tant que M # O faire
Si M n’est pas dans < It(G') >,
Alors calculer R(M);
S’il existe {O'j} / R(M) = ZMjeBasz's O'jR(Mj)
Alors, mettre M — } / cp,qs0iM; dans G’

/* on a trouvé un nouvel élément! */
Sinon, mettre M dans Basis,
InsertNexts(M)
/* Rajoutter (x1 M, ...z, M, 21 M, ..,ze M, y1 M, ..,ys M) */

M :=pop(InsertNexts)

1. Comme ce sont les GG qui nous intéressent, on
peut enlever les y; de InsertNexts.

2. Complexité: O(Jvar|.|]I|®) = O((n + 1)3t+1).

3. Prendre ¢ = 2 simplifie pas mal de choses.



4. Un exemple de décodage:

Code de Golay [23,12,7], avec t =3 et g = 2.
g(X) a pour racine a (racine primitive 23¢ de |'unité),
(BCH non primitif de distance construite 3)

D'ou: 1 + 21+ 220 + 23,2%4 + ZlaZ§4 + 227/'5%4 T 23
Go = {+2%% + a1}

Gl—GoU{Zl-l'ZiA' i‘|‘ -}
GQ—GlU{22+Z4Z221+ z2x14-|— -}
G3_G2U{23+Z2+Z1+$1}

=G} =Gy
Glll G(O;U {33‘%338 -|—£B%292 + + xéll}
— U1

G/2 — Gll U {:U%56 -|—x:f,w%337 +IIZ%291 _|_ _|_w26}
Gh=G1U{z**+ 2,221 + ... + :I:l,zx14 ~+ ... + z2°}
% = G:2 U {xl}

O erreur : s=0

3 erreurs : G7 donne le polyndme localisateur

2 erreurs: G7 donne deux possibilités, de degré au plus
deux chacune. On choisit z2z1 + z22% + 2756 + 3

1 erreurs: G% donne le polyndme localisateur.



Conclusion

C’est mieux que Buchberger, mais on ne risque
pas d’aller tres loin pour autant!
Quelle est la complexité du décodage?

Questions:

1. Peut-on choisir d'autres polynomes?

2. Peut-on raisonner modulo z = z7?

3. Peut-on faire plus efficace qu’'en prenant
FGLM?

4. Existe-t-il une variante de FGLM plus
rapide?

5. Peut-on corriger plus de t erreurs?




