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2 Introduction :

Il s’agit ici d’étudier des algorithmes rapides de calcul du pged. Les algorithmes
classiques comme celui d’Euclide ont des comportements asymptotiques quadra-
tiques en n, n étant le degré pour les polynémes et le nombre de bits pour les
entiers. Ici, grace a l'utilisation de la transformée de Fourier discrete pour
les polynomes et de la multiplication de Schonhage-Strassen pour les entiers,
ces algorithmes calculent le pged respectivement en nlog® n et nlog® nloglogn
opérations. Dans la pratique leurs implémentations ne deviennent intéressantes
qu’a partir de plusieurs milliers de bits, ou de coefficients. Cependant, il pour-
rait s’agir de solutions pour accélérer les calculs de pged, et, comme ceux-ci
représentent environ 60 %, en temps, des calculs sur les rationnels, pour accélérer
les calculs sur les rationnels.

Dans la premiere partie du stage, je me suis intéressé au cas des polyndmes,
et en particulier au calcul du colt moyen de la version polynémiale de hGCD.
L’étude va, en ce qui concerne le premier terme du développement asymptotique,
jusqu’a un point ol les incertitudes sont plus liées & la transformée de Fourier
discrete qu’a lalgorithme hGCD lui-méme. Dans la seconde moitié du stage,
je suis passé aux entiers, et 1a sont apparues des difficultés supplémentaires :
trouver un algorithme correct n’étant déja pas facile, je me suis essentiellement
limité & en proposer avec des preuves de leur exactitude. En fait, je me suis
placé dans un cadre général et je propose un algorithme hGCD assez générique.
Enfin, je discute de la complexité de ce dernier dans le cas le pire et en moyenne,
mais je n’arrive pas au méme niveau de résolution que pour les polynémes, par
manque de temps et de certaines connaissances sur les systémes dynamiques.



3 Cas des polynomes :

3.1 Présentation de ’algorithme :

Précisons avant tout que les polynomes sont choisis dans un corps fini, dans
l'optique de ne pas avoir a prendre en compte les variations des temps de calcul
en fonction des coefficients. Toute opération sur ces derniers est en O(1) : seule
nous intéresse la dépendance en le degré. Dans les autres corps, ces algorithmes
restent corrects, mais une étude adéquate de leur complexité ferait aussi inter-
venir la taille des coefficients.

L’algorithme hGCD lui-méme ne calcule pas le pged : il est associé & un algo-
rithme coGCD qui lui le calcule et appelle hGCD. Le h de hGCD correspond a
half, il signifie que hGCD(A,B) va renvoyer deux polyndémes A"¢® et B™®* tels
que pgcd(A, B) = pged(A™®, B™*) et deg(A™*)> [deg(A4)/2] >deg(B™**). En
fait, hGCD ne renvoie pas A™® et B"®® mais un moyen, sous forme de matrice
produit de matrices élémentaires < () >, de les obtenir. L’algorithme coGCD
étant beaucoup plus simple est donné sans explications.

La “philosophie hGCD” est basée sur deux idées principales. Considérons
d’abord le cas d’une séquence normale, c’est-a-dire lorsque ’algorithme d’Euclide
est formé de n divisions euclidiennes (si n est le plus grand degré des deux
polynémes dont on cherche le pged). Les séquences normales sont un bon
choix en ce qui concerne l'intuition de ’algorithme, car la longueur moyenne
du développement en fraction continue est en (1 — 1/g).n, ou ¢ est la cardi-
nalité du corps. On voit donc que pour g grand, en moyenne, les séquences
sont “presque normales”, et que du moins, méme pour ¢ quelconque, la taille
du développement en fraction continue est linéaire en n. Dans le cas de ces
séquences normales, la somme des degrés des restes est en n? alors que celle des
quotients est linéaire en n. Il parait donc raisonnable de chercher & calculer la
suite des quotients plutét que celle des restes, d’autant plus que celle-ci suffit
pour retrouver le pged en temps nlog? n : toujours dans le cas d’une séquence
normale (on peut par exemple utiliser une méthode diviser pour régner et les
matrices < ) >= [ @ 1 ])
1 0

La deuxiéme idée est que pour trouver les premiers quotients de (A,B), il est
inutile de considérer tous les coefficients de ces polyndémes : seuls les premiers
sont significatifs. A cette idée on associe une méthode “diviser pour régner” : on
s’intéresse d’abord a la moitié significative des coefficients, qui permet de trou-
ver quelques quotients, puis on trouve les restes associés a ces quotients et on
considere encore une fois les n/2 coefficients significatifs pour trouver d’autres
quotients. Cela permet un calcul efficace des quotients par une méthode diviser
pour régner.

Pour finir cette présentation trés générale de ’algorithme, remarquons un fait
surprenant. hGCD est plus rapide que Ialgorithme d’Euclide, bien qu’il calcule
en plus les coefficients de Bezout.



— hGCD :

Entrée : A, B deux polynomes tels que deg(A)>deg(B).
Sortie : Une matrice réguliere M qui réduit (A,B) en (A"¢®*,B"°%) avec
deg(A"*) > [deg(A)/2] > deg(B"**)
1. m:=[deg(A)/2] ;
if deg(B) < m then return ([ (1) (1) ])

, [Ao ] _[Adivx™].
" By | T | BdivXx™ |’
R :hGCD(AO, Bo) H
Al | A
o] =[]

3. if deg(B')< m then return(R)

4. Q:= A" divB';

5= s |

5. 1:=deg(C) ;
k:=2m—1
6. M:=R.<Q>;
if deg(D) < k then return(M)

7 Co o C div Xk X
| Do | T | Ddiv X* |
S

:ZhGCD(Co, Do)
8. return(M.S).

Moralement, que fait cet algorithme ?

Il considere les n/2 premiers coefficients de A et de B, il calcule avec ces deux
polynémes de degré n/2 une matrice R qui les réduit de moitié. Cette matrice
R réduit les degrés de A et B d’un quart. Ensuite, un quotient est calculé et on
recommence avec les n/2 premiers coefficients de C et D (de ’étape 4.) pour
obtenir S. S réduit les degrés de C et D d’un quart, donc & la fin, R. < Q > .S
réduit les degrés de A et B de n/4+n/4=n/2.
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— coGCD :

Entrée : A, B deux polynémes tels que deg(A)>deg(B).

Sortie :
1. My :=hGCD(A4, B).

A’ _ A
o (4]t ] 3]
3. if B’ =0 then return(My)
4. .= A' div B’ ;

cl| B’

D |7 | A modB
5. M1 ::M0.<Q>;

if D =0 then return(M;)

6. My :=coGCD(C, D) ; return(M; M).

Une matrice réguliere M qui réduit (A,B) en (pged(A, B),0)



N

Un point commun a ces deux algorithmes est le calcul d’'un quotient & leurs
étapes 4.. En fait, ils n’ont pas tout-a-fait le méme role. Pour hGCD, c’est
I’étape qui fait que des quotients sont calculés, c’est donc ’étape-clé en ce qui
concerne le calcul du résultat. Pour coGCD, la plupart des quotients sont cal-
culés lors de I’appel de hGCD. Cette étape 4. ne fait que garantir la terminaison
de P’algorithme, car HGCD peut retourner ’identité.

3.2 Etude des variables de Palgorithme :

Cette partie trés technique est indispensable au travail que 'on s’est fixé car
pour le calcul de la complexité proprement dit, on a besoin de savoir comment
varient les variables en fonction des entrées. Pour s’assurer entre autres que les
moyennes sont calculées sur des ensembles adéquates.

3.2.1 Quels sont les quotients calculés 7

On considére parallelement deux exécutions de I’algorithme d’Euclide tradition-
nel. La premiere s’exécutant sur un couple (ug,u;) et faisant intervenir la suite
des quotients g;, et la suite des restes u;. La seconde s’exécutant sur le couple
tronqué (ug, uj) avec :

uh = ug div X™ et uf = uy div X™
et faisant intervenir la suite des quotients q;-, et la suite des restes ;.
Tant que deg(4;) est supérieur ou égal & [|n/2]/2], les deux suites de quotients
coincident jusqu’a l'indice j. Plus formellement :

Lemme : Soient n > 0et m < [n/2]
Ecrivons :
Ug = U1q1 + us avec deg(uz) <deg(u1)

. . . )
Uk = Up1qQk+1 + g2  avec deg(upsa) <deg(up41)
uy = uhqy + U avec deg(tdz) <deg(uy)
. . et

Uy =1y Gpyq Uy, avec deg(d,,,) <deg(i,,,)
— ! m n n -
u; =u; X™ +uj  avec deg(uj) <m (pourj <k+2)

Supposons : deg(ug) = n, deg(u1) <deg(uo),
deg(u;) > [|n/2]/2]

AIOI‘S : ql = qlla LA qz’—l = q£717 et qz = q;



La preuve de ce lemme repose sur ’étude des degrés des polynoémes p; = u; —ﬂj.
On en déduit le résultat suivant :

Théoréme :

Les quotients calculés par hGCD sont exactement ceux calculés par I’algorithme
d’Euclide, jusqu’a ce que la matrice réguliere correspondante permette
Pencadrement de [n/2]. Cela garantit la correction de hGCD.

Corollaire :

A la fin de I’étape 2., on a exactement les quotients calculés par l’algorithme
d’Euclide jusqu’a ce que la matrice réguliere correspondante permette
Pencadrement de [n/2] + [|n/2]/2].

3.2.2 Quelle est I’influence d’une division euclidienne sur une répartition
uniforme 7

Soient G I’ensemble des polynémes du corps fini considéré.
Gn = {P € G/deg(P) = n},
F ={(P,Q) € G*/deg(P) >deg(Q)},
Fn={(P,Q) € F/deg(P) =n}

Lemme : Soient n > k > 0. Si (A, B) € G, X Gy est uniformément distribuée
dans G,, X Gy, alors (B, A mod B) est uniformément distribuée dans Fy.

C’est ce lemme qui rend ’analyse en moyenne de la version polynomiale de
hGCD beaucoup plus facile que celle qui concerne les entiers. Comme ’affirment
les résultats suivants, il garantit une conservation de I’uniformité de la répartition
des variables quand on se restreint aux Fy.

Corollaire :

Soient n > k et a > 1. Si (A, B) est uniformément distribuée dans F,, et si
(A, B) se réduit en (C, D) en « étapes de I’algorithme d’Euclide (s’il y a moins
de « étapes, on prend (C,D) = (0,0) ), alors la restriction de (C,D) a Fy est
uniformément distribuée dans Fy.

Corollaire :

Soient n > k et (A, B) uniformément distribuée dans F,,. Soient A™®® et B¢
obtenus & partir de (A, B) par réduction par hGCD(A, B). Alors la restriction
de (Am¢*, B"*%) & F}, est uniformément distribuée dans Fy.




3.2.3 Répartition des variables internes de 1’algorithme :

Soit Fp,m = {(4, B) € F,,/ deg (B) > m}.

Lemme : Si (A, B) est uniformément distribuée dans F,,, alors (Ag, By) res-
treinte & F|,,/2),0 est uniformément distribuée dans F, /2] 0-

De 14, on déduit la série de résultats suivants portant sur les variables internes
de l'algorithme :

Proposition :

Si (A, B) est uniformément distribuée dans F,, alors :

a) pour tout ! < n, la restriction de (A', B') & F; est uniformément distribuée
dans Fj.

b) pour tout m < I < n, la restriction de (A’,B') & Fi,, est uniformément
distribuée dans F .

c¢) pour tout I < n, la restriction de (C,D) & F; est uniformément distribuée
dans 7.

d) pour tout [ > m, la restriction de (Co, Do) & Fa(j—m),0 est uniformément
distribuée dans Fo(;_m),0-

3.2.4 Répartition des degrés dans 1’algorithme d’Euclide :

Soient S = {(P, Q) € G?/ deg(P) > k >deg(Q)},
Skn = {(P,Q) € Si/ deg(P) =n }
Remarquons que Sy ,, est le complémentaire de F,, ; dans F,.

Si l'on considere 'algorithme d’Euclide qui s’arréte lorsque le couple (A4, B)
se trouve dans Sy, on obtient la relation suivante :

Lemme : U5, Fn = Seq(G\Go) X Sk.

Ceci nous permet d’utiliser des séries génératrices.
Soit H C G. On définit la série génératrice de H par :
H(z) =3, _,Card(HNGy).2".
Par exemple, G(z) = l‘l__qéz ol g est la cardinalité du corps dans lequel nous
travaillons. Par conséquent,

2k _k . kk
(¢ D)2 = 18 S,(2) et Silz) = (¢ — g £

Ces techniques nous permettent d’obtenir que :



Proposition :

Soient 0 < k < n et (A, B) uniformément distribuée dans F,,. Soit (4’,B’) le
couple résultant de (A, par I’algorithme d’Euclide tronqué jusqu’a k. Alors :

(
si a<k
Pr(deg(A') = a) = 1—1/q)qk“ si k<a<n

gk si a=n
0 sio B>k
Pr(deg(B') = q—l)qﬁk si 0<B<k
q- si f=-00
Corollaire :
En particulier, si (A, B) est uniformément distribuée dans F,,, alors :
0 si a<[n/2]
Pr(deg(A™*) =a)=<¢ (1-1/¢).¢/"?1=* si [n/2] <a<n
qL"/ZJ si a=n
0 s§ B> /2]
Pr(deg(B™) = §) = { (g—1):¢*" "> si 0<f< [n/2]
qn/?] si B=-—

Ce dernier résultat est une conséquence immeédiate du précédent et du théoreme
du paragraphe 3.2.1.

3.3 Comportements en moyenne de hGCD et coGCD:

On s’intéresse désormais aux comportements asymptotiques des cotlits en moyenne
de hGCD et coGCD sur Fjp .

3.3.1 Considérations préliminaires :

Proposition :

Soit (A, B) uniformément répartie dans F,. Alors la probabilité que ’on sorte
de P’algorithme avant la derniere étape de fa con exponentielle en fontion de n.

Plus précisément, les probabilités de sortir en 1., avant 3., et en 6. sachant
que I’on n’est pas sorti avant sont respectivement équivalentes a :

gn/2) g Tin/21/21 g=Tln/2)/2141

10



Ce qui est & retenir de ceci est que pour n grand, les degrés des variables internes
de ’algorithme restent suffisamment grands pour que les sorties intermédiaires
n’aient lieu que trés rarement. Ce qu’elles apportent en temps de calcul est
asymptotiquement nul.

Lemme : Le cofit moyen sur F,, d’une division euclidienne est linéaire en n.

En effet, si k est la différence des degrés entre les deux polynoémes, le cofit
est en n.k. On obtient donc un coit moyen en > ,_,nk/q*. Comme la série
des k/q"* converge, on a le résultat.

Ceci amene a des considérations surprenantes. Comme nous allons le voir,
le coiit moyen de hGCD est en nlog®n, et le coiit dii aux divisions est en
O(nlogn). On a donc un algorithme de calcul du pged dont le coiit des di-
visions est négligeable | En fait, le cott de 'algorithme est dii aux multipli-
cations entre des polynémes. En particulier, il y a le coGt di au calcul de
<Q1 ><Qz>...< Q; > qui est en nlog?n.

Corollaire :

Soit (A, B) uniformément distribuée dans F,,. Les coiits moyens des étapes 1.,
2a., 3., 4., 5., 6. et Ta. sont en o(nlogn).

3.3.2 La relation de récurrence :

Dans la suite, tous les “log” qui apparaissent sont pris en base 2.

Soit Cy, le colit en moyenne sur F, ¢ de hGCD. On rappelle que ’on compte
le nombre d’opérations dans le corps dans lequel sont choisis les coefficients des
polynémes.

On suppose que si ’on se place dans les cas ol il y a une étape 2c., celle-ci
se fait en moyenne en anlogn + o(nlogn) (on utilise la transformée de Fourier
discréete pour les multiplications, et modulaire & X [7/21+[17/2]/21-1 pour le cal-
cul de B’). On suppose de méme que si ’'on se place dans les cas ot il y a une
étape 8., cette derniere se fait en moyenne en nlogn+o(nlogn). On reviendra
sur ces deux “constantes” un peu plus tard.

D’apres le paragraphe précédent, les étapes 1. et 2a. se font en o(nlogn).

Le premier appel récursif colite en moyenne C|,, /2| La fin de ’étape 2. est en
anlogn + o(nlogn). Ensuite, jusqu’a I’étape 7., on n’a que du o(nlogn). Le

11



deuxieme appel récursif est plus difficile & gérer que le premier car le degré de
Co est variable. On résout ce probleme a 'aide des résultats 3 et 4. Pour finir,
I’étape 8. est, par hypothese, en Snlogn + o(nlogn).

Toutes ces considérations nous permettent d’aboutir au résultat suivant :

Proposition :

Les cotlits moyens vérifient :
Cn =o(nlogn) + Anlogn + C|, /2| + (
(avec A=a+f)

g 1)qttn/21/2141n/2)
q"—1

E][L:%/zj/ﬂ - qj-c2j

Cest évidemment le “Y°” qui rend la résolution de cette récurrence un peu
délicate.

3.3.3 Résolution de la récurrence :
Pour trouver le terme significatif des C,,, on a besoin du lemme suivant :

Lemme : Si fsfz;t)l) — letsig>1,alors:

Z?;OI q'f(i) Rn-oo f(q"%f"
o () fn) 4

i=n ¢° ~n—oo

Pour résoudre la récurrence, on commence par considérer que le résultat est
. 2
vraisemblablement de la forme Anlog” n et on pose :
C!, = Cy, — Anlog® n.

Grace au lemme appliqué & f(n) = Anlog”n, on voit que le choix A = 1/2
est judicieux, dans la mesure ot les C), vérifient alors :

LLn/2]/2]+n/2]
" -1

C! =o(nlogn) + Can/zj + la=e ZJ”:noﬂJ/ﬂ_l qj.Céj ,
ce qui nous permet de voir que C!, = o(nlog®n). Ainsi :

Théoréme :

B} . 2
La récurrence se résout en : Cp, Rp00 51 log>n
On rappelle que tous les “log” sont pris en base 2.

12



3.3.4 Application au coiit moyen de coGCD :

On se rameéne maintenant au colt moyen du calcul du pged par la méthode
hGCD. Soit D, le colit moyen sur F, o de coGCD.

Lemme : Les colits moyens vérifient :
D, = 2nlog’n + o(nlog’n) + qqn;_ll,qL"ﬂJ 21[2{2]71 q'.D;

On résout la récurrence de maniere similaire et on obtient alors le colit moyen
du calcul du pged par la méthode hGCD :

Théoréme :

Cette récurrence se résout en : D, ~,_00 AN logz n

On peut remarquer que le cas des séquences normales est effectivement signi-
ficatif du cas moyen. Ainsi, pour cet algorithme, le cas moyen est trés souvent
proche du cas le pire.

3.4 FEtude de la constante A :

Cette étude tres incomplete fait apparaitre des constantes liées aux cotits moyens
de la multiplication de deux polynémes par transformée de Fourier discréte. Ces
constantes ne sont pas elles-mémes connues précisément.

La premiere chose & dire est qu’en réalité A n’est pas une constante. Si ’on
écrit que la multiplication rapide de deux polynomes de F,, colite en moyenne
K.nlogn+o(nlogn), alors K n’est pas une constante, c’est une fonction bornée
de n, qui dépend logarithmiquement de la distance entre n et la premiere puis-
sance de 2 strictement plus grande que n. Comme K (n) vérifie la condition du
lemme du paragraphe 2.3.3, cela ne change en rien le résultat final, en dehors
du fait qu’il faudrait en réalité écrire A(n)nlog®n.

Dans ce qui suit, nous essayons de relier de facon heuristique, les “constantes”
que l’on a obtenues (a et 8) & K(n).

3.4.1 Etude de la constante « :

La variable a apparait & la fin de I’étape 2.. Elle est liée au colit moyen de :
A —R-! A
B | = 1Bl

Comme R est produit de matrices élémentaires, son déterminant vaut 1 ou

13



—1, et comme le pged entre deux polyndmes est défini & un scalaire pres, on
peut “oublier” de multiplier par —1 dans les cas ou le déterminant est —1. Cette
“inversion” de R se fait en O(1). Notre étape consiste donc & faire :

AI = T’QQA - 7‘12B
BI = —T‘21A + TllB

On peut oublier les coiits des additions car ils sont en o(nlogn). Les polynémes
r;j sont caractérisés par le fait que % et % sont deux réduites consécutives de
%, et que deg(ri1) = n—deg(A’). Apres de longs calculs, cela nous donnerait
la distribution des r;;, mais comme le colit moyen de la multiplication rapide
n’est déja pas connu exactement dans le cas uniforme, on serait bloqué de toute
fa con pour trouver la valeur de . D’autant plus qu’a A et B fixés, R ’est aussi.
Cependant, comme les degrés de ces polynémes sont typiquement en n/4, on a
vraisemblablement : a#3.4.K, soit a#K.

3.4.2 Etude de la constante B

La variable 8 apparait a ’étape 8. : elle est liée au colit moyen de la multipli-
cation de M et S. En raisonnant comme pour «, on peut dire que 3 est 1ié au
coit de huit multiplications entre des polynémes de degrés de l'ordre de n/4.
Cependant, on peut faire mieux en utilisant I’“astuce” de Strassen. Il s’agit
alors de calculer :

A; = (my2 — m22)(s21 + 522)
A2 = (mu — m22)(511 + 822)
A3 = (mu — m21)(511 + 812)
A4 = (m11 + m12).322

As = m11-($11 - 822)

Ag = m22-($21 - 811)

Ar = (m21 + m22).511

Al + Ay — Ay + As
Al + A5
Ag + Ay
Ay — A3+ As — Ay

On peut toujours négliger les additions par rapport aux multiplications. On
a alors sept multiplications entre des polyndmes de degrés de lordre de n/4.

Ainsi, vraisemblablement, ,3#%.

Finalement, par des arguments intuitifs, on aboutit & : A#%.
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4 Cas des entiers :

Dans toute la suite, on se place sur les entiers relatifs (sauf quand il s’agit de
division standard) et on appelle bits(a) le nombre de chiffre de a quand il est
écrit en base 2. On a :

bits(a) =1 + |log |al]
On prend comme convention que bits(0) = 0.

4.1 Présentation :

Le but n’est pas ici d’analyser en moyenne un algorithme hGCD qui utiliserait
une méthode “diviser pour régner”. Il faut déja trouver un algorithme qui
fonctionne sur ce principe et qui calcule exactement les mémes quotients que
I’algorithme d’Euclide. Dans I’absolu, ce n’est pas nécessaire qu’un algorithme
hGCD calcule les mémes quotients que 1’algorithme d’Euclide, mais d’une part
c’est plus facile pour montrer qu’il est correct, et d’autre part, cela simplifie
I’analyse de l’algorithme. De plus, cela permet d’obtenir de petits coefficients
de Bezout. La principale difficulté par rapport aux polynomes est le phénomene
des retenues, qui rend plus ardue 1’étude de la similitude entre les quotients
et les quotients tronqués. Le fait est que dans la littérature, on trouve peu
d’algorithmes hGCD tout-a-fait exacts. Je me suis attaché & produire des algo-
rithmes relativement généraux qui s’appliquent a plusieurs divisions différentes.
Mais ceux-ci ne sont certainement pas optimaux et pourraient, je pense, facile-
ment étre améliorés. Une autre justification de ce cadre relativement général est
I’“injustice” qui réside dans le fait que 'on s’intéresse dans la majorité des cas a
la division euclidienne standard (quotient et reste positifs), alors que la division
centrée est plus rapide, que ce soit dans le pire des cas ou en moyenne. Si ’on
raisonne heuristiquement en assimilant entiers et polynémes, comme le coit de
la version polynomiale de hGCD est en “(multiplication de taille n).(nombre
de quotients)”, on peut supposer qu’un algorithme hGCD basé sur la division
centrée pourrait étre plus rapide que tout algorithme hGCD basé sur la division
classique.

Dans ce qui suit, on propose des algorithmes frGCD, fr comme fraction. La
notation fr signifie qu’au lieu de réduire la taille de nos variables d’'un quart
puis d’un quart (ce qui donnait une réduction de moitié), on réduit de fr/2 puis
de fr/2 (ce qui donne finalement une réduction de fr). Ainsi, le fait que le h
soit devenu fr ne change en rien le caractere subquadratique de hGCD. Les al-
gorithmes frGCD que ’on donne sont adaptés a plusieurs divisions euclidiennes
classiques : standard, centrée et impaire. Ensuite, nous donnons la preuve
de P’algorithme général et pour finir, la question du coiit moyen est soulevée,
discutée, mais aucunement résolue, les problemes de répartitions apparaissant
étant beaucoup plus complexes que dans le cas des polynomes.
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4.2 L’algorithme et sa preuve :

Cette partie est entierement consacrée a la description de l’algorithme et a
la preuve de sa correction. Le travail préliminaire sur les divisions S, K et
0O, quelque peu fastidieux, met cependant en valeur le fondement du fonction-
nement de algorithme, & savoir la fr-réduction.

4.2.1 Travail préliminaire :

Pour toute division D que I’on considere, on écrit :
a=bg+r,avecr <b (D)

On note S la division euclidienne standard.

On appelle division centrée toute division selon laquelle le reste est plus petit
au sens large que la moitié de |b|. On la note K.

On appelle division impaire la division faisant intervenir des quotients exclu-
sivement impairs. On la note O.

On dit qu’une division euclidienne D est fr-réductrice si la condition suivante
est vérifiée pour tout couple (ug,uq) :

On considére l'exécution de l'algorithme d’Euclide associé a D sur le couple
tronqué (ug, u}), avec :

uy =ug div 2™ | uj = u; div 2™ .
Celle-ci fait intervenir la suite des quotients g; et celle des restes ;. Pour ug
suffisamment grand et tant que ;41 est supérieur ou égal 4 2l(A=Fr)ml les quo-
tients g;, jusqu’a j = i—1, doivent étre identiques aux i — 1 premiers de ceux que
donne ’exécution de I’algorithme d’Euclide associé & D sur le couple (ug, u1)-
Plus formellement,

Soient n =bits(uo) et m = |n/2]. Ecrivons :

ug = uiqr + G selon D

Uy = Uy Qrt1 + Uy selon D ,

Uy = U1q1 + Uz (définition de wuz)

Uk = Ug+1qk+1 + Ugro (définition de ugya),

. — ol om " " I— .
uj =u;2™ +uj avecu; >0 et u; U, + pj.



On suppose de plus que Uy 2 2l(A=fr)m]

Alors pour n > N(fr,D) , les i — 1 premiers quotients sont identiques aux
premiers quotients de (ug,u1) par D et tel que |uf_; — a4, ,| < 2[0=FfIml-1,

Le résultat suivant nous donne des bornes sur fr pour que chacune des trois
divisions S, K et O soit fr-réductrice.

Proposition :

1. Si fr < ﬁ? ~ 0.359, K est fr-réductrice avec :
og

2log 5+2— fr(2+ o) 1

N(fTJK) = |_ 1—fr(2+$)

En particulier, pour fr = 1/4, N = 20 convient. A désigne ici 1 + v/2.

2. Si fr < =—2— ~0.291, S est fr-réductrice avec :
M gy @®

2 1o, 374+%
N(frS) = fl_?ﬂild,)ffl

Tog

1+
2

1S

En particulier, pour fr =1/4, N = 15 convient. ¢ désigne ici

3.5 fr< %, O est fr-réductrice avec :

N(frK) = [52%228].

En particulier, pour fr =1/8, N = 23 convient.

On rappelle que tous les “log” sont pris en base 2.

Ce résultat est loin d’étre optimal. Par exemple, en ce qui concerne la divi-
sion standard, Zimmermann montre que 'on peut s’approcher de fr = 1/2.
Je pense qu’il en est de méme de la division centrée puisque comme elle con-
verge plus vite, I'influence des retenues devrait se voir diminuée. En fait, c’est
la technique utilisée dans la preuve qui est la cause de cette faiblesse car elle
fait intervenir des majorations nettement moins fines que celles que 1’on obtient
avec l'utilisation des matrices régulieres comme le font Yap et Zimmermann.
Par contre, cette preuve est plus proche de celle concernant les polynomes, ce
qui la rend peut-étre plus intuitive. Une autre amélioration de ce résultat pour-
rait étre de diminuer les N(fr,D) au moins pour certains choix de fr, quitte
a4 montrer de maniere exhaustive sur les petites valeurs que la condition est
vérifiée (vraisemblablement en machine, vu la taille et la quantité des “petites”
valeurs).

Les trois preuves se déroulent de manieres similaires. Aussi je ne donne ici que
celle concernant la division centrée. De plus, dans le but de simplifier celle-ci,
je démontre un résultat plus faible que celui énoncé plus haut.
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Tout repose sur 1’étude des p; = u;- - dj. Le but est de montrer qu’ils restent
petits suffisamment longtemps. On commence par trouver une relation de

récurrence portant sur ces variables :
" n "
o= —q. ‘ B e L e B B/
Pj+2 = —qjt1-Pjr1 + pj — om .

Avec cela, on voit grace a I'inégalité triangulaire que :
lpi+al < |pil + gj+1l-(lpj41) + 1)
La, je majore trés largement en écrivant : |p;| < ch;i(|qk| +1).
Ensuite, je tente de formaliser 'idée selon laquelle g = "Z;l, dans le but de
faire disparaitre les termes u; “en cascade”.

En fait, en écrivant ,
L+ pjt1] 1
< 7 - .
[l ] < <lals<lamil> o <lal > [ ]
on pourrait peut-étre obtenir des majorations plus fines, méme dans le cadre
général dans lequel nous nous sommes placés.

Revenons & notre preuve. Comme on consideére une division centrée,
o |’[Lj||QJ'| < |ﬁj,1| + |'[1,].+1| < |ﬂj,1| + |ﬂj|/2
Ainsi :

Ipil < THZ (it 2y

lqe|—% /" [a-1]"

Or on a |gj| > 2 deés que j > 2. Ainsi, par un tableau de variations, on ob-
tient que pour j < :
lpi| < 9i+n/2]—2—[(1=fr)m]

De plus, on peut majorer ¢ par [n/2] — [(1 — fr)m], d’ou :
|pj| < 22|’n/2'\—2|’(1—fr)m'|—2 < ofrm

La condition & vérifier pour avoir le résultat est :
luj+1| < |u;|/2 (pour j <i—1)
Elle est impliquée successivement par :
|t 1|+ il + 1+ |ps]/2 < |a|/2
i, |+ 5277 < ag] /2

Or on peut montrer en comparant les signes de ﬂj 11 et 12]._1, que pour j <74 :
soit |4, | = 2.|a,| > 2[A=Fml soit i, | > 2a,|
Jj—1 J Jj—1 2175

Par conséquent, il nous suffit d’avoir :
5‘2fr.n72 < 2%%72

La deuxiéme condition de la fr-réduction est aussi une conséquence de cette
derniere inégalité. Ainsi la démonstration est achevée.
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4.2.2 IL’algorithme frGCD :

Le principe de ’algorithme frGCD qui suit est identique & celui de la version
polynomiale de hGCD, sauf que l'on contréle moins bien les nombres de bits
des variables que les degrés des polynomes que ’on considérait alors. D’ou le
recours & des procédures annexes comme “back” et “Avancer” qui ont pour role
d’apporter un certain controle de la taille des variables.

Entrée : Deux entiers a,b avec bits(a) >bits(b). Un réel fr €]0,1/2] et une
division D.
Sortie : Une matrice M qui réduit (a,b) en (a”®%,b"%%) avec :

bits(a"®) >min([(1 — fr). bits(a)] + 1,bits(a)) >bits(b"¢?).

1.Si (a, b) vérifie la condition finale, sortir en renvoyant [ (1) (1) ]

n :=bits(a)

m := | bits(a)/2]

Si n < N(fr,D), utiliser I’algorithme d’Euclide étendu selon D pour renvoyer
la matrice adéquate, puis sortir.

2.(a, B) := (a,b) div 2™
R := back(back(frGCD(a, 8, fr,D)))

HER6

3.Avancer selon D jusqu’a ce que 'on ait :
bits(¢') >min([(1 — %)n] + 1, bits(a)) >bits(d’).
Cela induit un changement de R en R. _
Si (¢!, d') vérifie la condition finale, sortir en renvoyant R.

4.k :=bits(c")
(,8) := (¢, d") div 2k~ Ln/2]
S := back(back(frGCD(v, 4, fr,D)))
€ Q-1 C'
[ f ] =5 [ d ]

5.Faire des divisions D jusqu’a ce que la condition soit vérifiée et renvoyer R.S.

Il reste & préciser ce qu’est la fonction back. Celle-ci, & partir de la matrice
<q >< g2 > ... < g >, calcule la matrice < ¢1 >< ¢2 > ... < ¢gj—1 >. Cela
revient a reculer d’'une étape dans l’algorithme d’Fuclide. Dans la méme op-
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(1) e Comment fait-on cela ? En fait,
on considére qu’en plus de renvoyer une matrice, frGCD compléte une liste qui
contient les quotients déja calculés. Il suffit donc de prendre la téte de la liste

et de calculer : M. < ¢; >~ 1.

tique, si ¢ = 0 ou 7 = 1, elle renvoie [

Remarquons d’autre part que le deuxiéme appel récursif ne se fait pas exacte-
ment de la méme fagon que pour les polynoémes. Ici, le nombre de bits de v est
toujours le méme. La raison de ce changement est que pour les polynomes, on
s’arrangeait pour que le résultat du deuxieme appel soit tel qu’il n’y ait plus
rien 3 faire pour avoir la condition finale. Ici, & cause des incertitudes qui ap-
paraissent quel que soit la taille des variables d’entrée, il n’y a pas, a priori,
matiere a chercher la bonne taille d’entrée.

Ensuite, le fait que l'on utilise une “méthode hGCD” qu’a partir d’un certain
rang n’a que peu d’importance car de toute maniere les algorithmes hGCD ne
deviennent intéressants en pratique qu’au-deld de plusieurs centaines de bits.
Enfin, on remarque que le nombre de divisions & réaliser lors des étapes 3. et
5. n’est pas fixé. On peut donc se demander si I’on ne risque pas de perdre
le caractere subquadratique de l’algorithme. Nous verrons dans le paragraphe
4.3.2 qu’en fait, en moyenne, ce nombre est borné.

D’autre part, I’algorithme coGCD correspondant est le méme que celui sur les
polyndémes.
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4.2.3 Preuve de la correction de 1’algorithme :

On dit d’une division euclidienne qu’elle est strictement bonne si lorsque 'on
écrit a = gb+r, alors |r| < Eil C’est le cas pour S, K et O. Pour O, c’est un
peu plus technique de le voir que pour les deux autres, mais en distinguant les
cas ol |g| =1 et |g| > 3, on le montre assez rapidement.

Théoréme :

Si D est fr-réductrice et strictement bonne, alors frGCD(fr,D) est correct et
calcule les mémes quotients que l'algorithme d’Euclide usuel associé a D.

On le montre par récurrence sur n.
Sin < N(fr,D), c’est vrai car ’algorithme d’Euclide est correct. Supposons
désormais n > N(fr,D). Si ’on sort lors de ’étape 1., alors on a bien la condi-
tion finale.
Sinon, on passe & I’étape 2.. Comme m > 0, on a bien un appel récursif. Par
hypothése de récurrence,

bits(a”®) > [(1 — fr).|n/2]] + 1 >bits(87¢*),
oll a™* et B7°* sont les restes associés & R =frGCD(a, f3).

Ecrivons R =< ¢ >< ¢ > ... < ¢i—» >. Comme D est fr-réductrice,
q1,92,---,qi—2 sont les ¢ — 2 premiers quotients usuels de (a,b) relativement &
D. De plus, en reprenant les notations du paragraphe 1.2.1, on a :

c= Zm(pi,1 + ’LVLZ'71) + u;L1

le| = 2™ (|@i-1] = |pi-1)
Comme D est fr-réductrice et strictement bonne,
bits(c) >bits(@;—1) —14+m >1+[(1 — fr)|n/2]]+m > [(1 - %)n] + 1.

Ainsi, a la fin de 'étape 2., on n’est pas allé trop loin dans la réduction.

Si l'on sort lors de l'étape 3., la matrice renvoyée vérifie clairement la con-
dition finale. Sinon, on passe a ’étape 4.. Comme on n’est pas sorti avant, et
comme fr <1/2,on a:
bits(d') > [(1 — fr)n] +1 > [n/2].
Ainsi, § # 0 et on a bien un appel récursif. Par hypothese de récurrence,
bits(y"*) > [(1 — fr).[n/2]] + 1 >bits(d7%).

Ecrivons § =< ¢} >< ¢} > .. < ¢j_, >. Comme D est fr-réductrice,

41,95, -, 4o sont les j — 2 premiers quotients usuels de (c',d’) relativement

a D. On continue de raisonner comme au premier appel récursif et on écrit :
bits(e) > 1+ [(1 — fr)|n/2]]+bits(c) — [n/2] > [(1 — fr)n] + 1.

Ainsi, & la fin de 1’étape 4., on n’est pas allé trop loin dans la réduction.

A 1a fin de I’étape 5., la condition finale est vérifiée et les quotients calculés sont

les premiers de ceux qui ’auraient été par ’algorithme d’Euclide correspondant

aD.
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4.3 Discussion sur le cout de frGCD :

Soient G ’ensemble des couples d’entiers relatifs,
F ={(a,b) € G/bits(a) > bits(b)},
Fn = {(a,b) € F/bits(a) = n}

On cherche des informations sur les comportements asymptotiques des cotits
moyens et dans le pire cas sur F,.

Tout d’abord, je donne un résultat intuitif qui nous sera utile dans la discussion
qui suit.

Conjecture :

Pour chaque algorithme d’Euclide associé a S, K, ou O, la taille moyenne de
chaque quotient est en O(1).

Je n’ai pas réussi & le démontrer, mais comme les comportements des différents
quotients sont similaires et que d’une part leur nombre est linéire en n et que
d’autre part, leur somme ’est aussi, on peut se convaincre du résultat.

Dans la suite, on va suivre de fagon linéaire ’algorithme et se demander a
chaque étape combien celle-ci cofite.

4.3.1 En ce qui concerne les étapes 1. et 2. :

Tout d’abord, on voit facilement que 1’étape 1. se fait en O(logn).
Ensuite, le premier appel récursif se fait en C|,/2)-
On a alors besoin de connaitre le cotit de la procédure back. 1l s’agit de prendre
le premier élément d’une liste (O(1)), puis de faire M. < ¢; >~!. D’apres la
proposition précédente, cela se fait en O(n) en moyenne. Dans le cas le pire,
on a une multiplication entre des entiers de taille linéaire en n, et donc le cotlt
d’un back est en O(nlognloglogn) car pour toutes les multiplications, on utilise
l’algorithme de Schonhage-Strassen. La fin de I'étape 2. fait aussi appel & des
multiplications : on a alors du O(nlognloglogn) dans le cas le pire comme en
moyenne.
Pour résumer, dans le cas le pire comme dans le cas moyen, les deux premieres
étapes se font en :

Cln/2) + O(nlognloglogn).
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4.3.2 En ce qui concerne les étapes 3. et 5. :

Passons maintenant & ’étape 3.. Chaque calcul d’un nouveau quotient se fait
en O(n) (pour la méme raison que pour les polynémes). La question est donc
de savoir combien on a & calculer de nouveaux quotients.

Sous la conjecture précédente :

Théoréme :

Le nombre moyen de quotients & calculer lors de 1’étape 3. ou lors de 1’étape 5.
est en O(1).

Je ne donne pas le détail de la preuve mais seulement les idées générales. On
se place uniquement dans le cadre de I’étape 3., le travail étant semblable pour
I’étape 5..

En se servant de la conjecture précédente et en invoquant le fait que ’on ait
une division strictement bonne, on voit qu’une majoration de ¢ sous forme de
produit du type P(qq, g3, ..).2[0=%)-n1+1 64 P est un polynéme en un nombre
fini de variables, nous suffit. En reprenant les notations du paragraphe 4.2.1,
voici comment obtenir une telle majoration :
el > 2 [jtsr | + 1+ pica ]

> 2™ [1+ |4 |gs| + 3 |i41]

> 2™ iyl .[3 + |gi| + [gillgita]| + §lgite] + 1gillgi+1lgit2|]
11 suffit pour finir de relier |@;2| au résultat de frGCD(q, 3, fr,D)...

De tout ce qui précede, on déduit que le colit moyen de la troisieme étape
est en O(n). Dans le cas le pire, il est en O(n?).

L’étape 5. se traite de la méme facon, sauf qu’en plus on a des multiplications
a la fin. Pour résumer, le coiit de ces deux étapes est en : O(nlognloglogn).

4.3.3 En ce qui concerne 1’étape 4. :

L’étape 4. fait intervenir un deuxieme appel récursif sur un nombre de bits égal
a [n/2]. Typiquement, le cotit de cette étape est donc en Cr, /9. Ensuite, on a
encore une multiplication de Schénhage-Strassen pour obtenir S.

En réalité, ces raisonnements sont pour la plupart grossiers et heuristiques. Le
principal probléme réside dans le deuxiéme appel récursif. Par rapport aux
polynomes, celui-ci est un peu plus facile & traiter d’un certain c6té car le nom-
bre de bits de y est fixe. Mais comme la répartition n’est plus uniforme, on ne
peut plus affirmer qu'il cotite C|,/2). En fait, ce qui manque pour résoudre ce
probléme serait la conservation, lors d’une division, de 'uniformité de la distri-
bution sur les ensembles dans lesquels les variables prennent leurs valeurs. En
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fait, on voit aisément que dans le cas des entiers, I'uniformité ne se conserve pas.

Pour passer outre cette difficulté, il serait intéressant de voir si le colit moyen
sur la distribution que ’on obtient avant le deuxiéme appel récursif ne pourrait
pas s’écrire C|, /2| + o(nlognloglogn). Si c’était le cas, on pourrait montrer
que :

Conjecture :

Le cofit moyen de frGCD est en O(nlog® nloglogn).

4.3.4 Et en ce qui concerne coGCD ?

Bien que cet algorithme soit plus facile, son étude se heurte aussi a ces problemes
d’évolution des distributions. Cependant, on peut discuter de l'influence de fr
sur le colt en se basant sur le cas des polynomes. On voit rapidement que le
coiit de hGCD n’est pas modifié par le choix d’un fr plus petit que 1/2. En fait,
1a ou cela intervient, c’est dans le coit de coGCD. En effet, ce dernier dépend
lindairement de : Y po (1 — fr)F = 1/fr (en fait, il est proportionnel & Hf'%)
On a donc tout intérét, dans un souci d’efficacité, a prendre le plus grand fr
possible, c’est pourquoi on s’intéresse en général & hGCD.
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5 Implémentation des algorithmes :

En annexe figurent des implémentations MAPLE des algorithmes dont il a été
question. Je donne ici quelques explications sur ces codes, ainsi que les résultats
de quelque tests sur les temps de calcul.

Tout d’abord, j’ai implémenté les versions polynomiales de hGCD et coGCD.
En réalité, le code de hGCD ne correspond pas exactement & ’algorithme décrit
au paragraphe 3.1. Au lieu de ne renvoyer qu’une matrice, on renvoie aussi les
deux restes correspondants. En reprenant les notations de 3.1, on définit :
A | | Arem X™
[Bl ] _[Breme ]

Alors a I’étape 2c., on a juste & calculer :
Al 1| A Ao

w ] a e 5]
Cela coiite quatre multiplications (n/4,n/2) au lieu de quatre multiplications
(n/4,n). Cependant, cela rajoutte 4 multiplications (n/4,n/4) a 'étape 8..
Ainsi, d’un point de vue approximatif, cela diminue la “constante” A du cofit
moyen d’environ un sixieme. On voit assez rapidement que cela ne change en
rien 'analyse de I’algorithme en dehors de ce dernier point.
Ce code n’a en lui-méme aucun intérét pratique puisqu’il n’est pas associé a
une multiplication rapide. Il a essentiellement servi & se convaincre en premier
lieu que l’algorithme était correct, et en second lieu que les quotients calculés
étaient les mémes que dans ’algorithme d’Euclide.

Ensuite suit le code de frGCD, qui peut étre utilisé pour les trois divisions
dont il est question dans la partie précédente. Cette fonction prend aussi en
argument fr. Elle retourne la-aussi plus qu’une matrice : pour pouvoir calculer
les back, elle renvoie aussi les signes des ¢;. En effet, on n’a pas besoin des ¢;
mais uniquement de leurs signes pour retrouver le dernier quotient. Enfin, elle
renvoie les restes correspondants & la matrice, pour la méme raison que pour
les polynémes. La procédure frGCD_naive correspond & l'algorithme d’Euclide
stoppé au bon encadrement. Les trois dernieres procédures servent a tester
I’algorithme frGCD.

Ce qui est remarquable est, comme on le voit sur les tableaux ci-dessous, le
comportement “quasi-linéaire” de frGCD. D’autre part, K est plus rapide que
S, comme on s’y attendait. En ce qui concerne la division O, sa vitesse de
convergence est équivalente a celle de S, mais 'opération élémentaire est plus
couteuse. Cela se retrouve aussi dans les tableaux : frGCD est plus lent pour
O que pour S.

J’ai essayé de comparer frGCD a ’algorithme d’Euclide classique pour la divi-
sion K, mais les résultats ne sont pas probants : frGCD ne devient plus rapide
qu’a partir d’environ 20000 bits... En fait, MAPLE n’est pas du tout un bon
outil pour ce genre de considérations car beaucoup d’opérations ne sont pas
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réellement controlées, ne serait-ce que iquo. En particulier, pour les tailles de
données que j’ai considérées dans ces tests, plus de 30% du temps de calcul est
utilisé aux conversions entre bases binaire et décimale.
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6 Conclusion :

Les algorithmes hGCD ont des cofits asymptotiques nettement plus intéressants
que ceux des algorithmes classiques de calcul du pged. Cependant, leur intérét
est pour le moment essentiellement théorique car leurs actuelles implémentations
ne deviennent bénéfiques que pour des nombres de plusieurs milliers de bits. Il
est possible que dans un futur proche, on ait besoin de calculer sur des entiers
de cette taille. Dans ce cas, les applications de hGCD sont multiples. Tout
d’abord, il permet, comme on I’a dit en introduction, de rendre plus rapides les
calculs sur les nombres rationnels. Plus généralement, beaucoup d’opérations
classiques sur les entiers nécessitent des calculs de pgcd comme par exemple la
décomposition en facteurs premiers. Enfin, il permet aussi de rendre plus rapi-
des les calculs d’un certain nombre d’objets mathématiques. Pour commencer,
comme il calcule les coefficients de Bezout, il permet ainsi de trouver un inverse
modulo un nombre premier en un temps subquadratique. Cela permet, entre
autres, de calculer le symbole de Jacobi par la formule de Hickerson :

J(u,v) =20+ L [1—-w—u+o. Zf;l(—l)iai]
quand u et v sont premiers entre eux et avec w l'inverse de u modulo v et les
a; les quotients successifs de u par v.
S’ils ne sont pas premiers entre eux, leur symbole de Jacobi est nul.
Ce symbole est utilisé par exemple dans certains protocoles cryptographiques.
Un autre objet pour le calcul duquel peuvent servir les algorithmes hGCD est,
comme le signale Von Zur Gathen, le résultant de deux polynémes. On se sert
14 de la version polynomiale de hGCD.
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A Implémentation MAPLE :

poleuclidmod:=proc(a,b,p)

# Algorithme d’Euclide sur les polynomes a coefficients #

# dans le corps a p elements #

if (b=0)
then a
else
if (degree(a,x)<degree(b,x))
then poleuclidmod(b,a,p)
else poleuclidmod(b,Rem(a,b,x)
£i;
fi
end;

poleuclidmod2:=proc(a,b,p) ;

# C’est le meme, sauf qu’il imprime les #
# differents quotients #

if (b=0)
then a
else
if (degree(a,x)<degree(b,x))
then poleuclidmod2(b,a,p)
else print(sort(Quo(a,b,x) mod
£i;
fi
end;

partiesupnsur2:=proc(n)
#Donne la partie superieure de n/2#
if( n mod 2 = 0)
then n/2
else (n+1)/2

end;

with(linalg):

pmultiply:=proc(a,b,p)

mod p,p)

p)),poleuclidmod2(b,Rem(a,b,x) mod p,p)

# multiplication modulo p de deux matrices 2*2 #

array(1..2,1..2,
[[expand(a[1,1]*b[1,1]
expand(al1,1]*b[1,2]
[expand(al[2,1]*b[1,1]
expand(a[2,1]*b[1,2]

mod
mod
mod
mod
end;

pmultiply2:=proc(a,v,p)

# multiplication modulo p d’une
# et d’un vecteur colonne #

p)+expand(a[1,2]*b[2,1]
p)+expand(a[1,2]*b[2,2]
p)+expand(a[2,2]*b[2,1]
p)+expand(a[2,2]*b[2,2]

mod p)
mod p)
mod p)
mod p)

mod p,
mod pl,
mod p,
nod p11)

matrice 2%2 #

array([[expand(al1,1]#v[1,1] mod p)+expand(a[1,2]#v[2,1] mod p) mod pl,
[expand(al2,1]#v[1,1] mod p)+expand(al[2,2]1#v[2,1] mod p) mod p 11); end;

pinverse:=proc(a,p)

# inversion modulo p d’une matrice 2%2 de #

# determinant 1#

array([[a[2,2],-al1,2] mod pl,
[-a[2,1] mod p,a[1,1]1]1]) end;

PolHGCDmod:=proc(a,b,p)

local m,a0,b0,R,1ig,al,b1,q,¢,d,1,k,c0,d0,H,S;

# Algorithme hGCD modulo p #

# Etape 1 #
m:=partiesupnsur2(degree(a,x));
if (degree(b,x)<m or b=0)
then array(1..2,1..2,[[1,0],[0,1]1)
else

# Etape 2 #
a0:=Quo(a,x"m,x) mod p;
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b0:=Quo(b,x"m,x) mod p;
polHGCDmod (a0 ,b0,p) ;
puultiply2(pinverse (R,p) ,array(Llal, [b11),p);

®

Etape 3 #
if (degree(b1,x)<m)
then evalm(R)
else

Etape 4 #
q:=Quo(al,bi,x) mod p;
c:=bl;
d:=Rem(a1,b1,x) mod p;

Etape 5 #
1:=degree(c,x);
k:=24m-1;

*

Etape 6 #
M:=evalm(pmultiply(R,
array(1..2,1..2,[[q,1],[1,011),p));
if (degree(d,x)<k)
then M
else

#

Etape 7 #
c0:=Quo(c,x"k,x) mod p;
d0:=Quo(d,x"k,x) mod p;
S:=polHGCDmod (¢0,d0,p) ;

# Etape 8 #
evalm(pmultiply(M,S,p));
£i3f1;f1
end;

pol_co_GCDmod:=proc(a,b,p) local MO,lig,c,d,e;

# Algorithme coGCD modulo p #

# Etape 1 #
MO :=polHGCDmod(a,b,p);

# Etape 2 #
1i ultiply2(pinverse(MO,p),array(L[al,[b11),p);
igl1,1];
igl2,1];

# Etape 3 #
if (d=0)
then ¢
else

*

Etape 4 #
e:=Rem(c,d,x) mod p;

*

Etape 5 #
if (e=0)
then d

*

Etape 6 #
else pol_co_GCDmod(d,e,p)

£i3fi
end;

readlib(profile):

profile(pol_co_GCDmod) ;

randfraction:=proc(n,p) local A,B,c;

c:=rand(1..(p-1));
andpoly (x,degree=n-1,coeffs=rand(0..(p-1)) ,terms=n);
B:=randpoly (x,degree=n-1,coeffs=rand (0. .(p-1)),terms=n);
A+ckx**n,B;end;

temps:=proc(n,p);
unprofile(pol_co_GCDmod) ;
profile(pol_co_GCDmod) ;
pol_co_GCDmod (randfraction(n,p),p) :
showprofile(pol_co_GCDmod) ;end;
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alias(Id = matrix([[1,0]1,[0,111)):

mat_size := proc(R)
max(bits(R[1,1]),bits(R[1,2]),bits (R[2,1]) ,bits(R[2,2]))
end:

max_bits := proc(a,b)
max(bits(a),bits(b))
end:

# Input : bits(a) > bits(b), 0 < fr < 1/2, a division d
# d = 'standard’, ’odd’ or ’centered’
# Output: M,a’,b’,1q with M a matrix M such that M#(a,b) gives (a’,b’)
# with condition(a’, b’, bits(a), fr)
# and the 1q is the list of quotient
frGCD := proc(a, b, fr, div)
local n, m, alpha, beta, alphal, betal, R, Rlq, cd, ¢, d, cdq, k, q, gamm,
delta, gammi, deltal, Slq2, ef, S, e, f, efq, 1q, 192, count, k2, st, res;
global tmulti;
n:=bits(a);
if not (n > bits(b)) then
ERROR(‘should have bits(a) > bits(b)*)
£i
if not (0 < fr and fr < 1/2) then
ERROR( ‘should have O < fr and fr < 1/2¢)
£i

# step 1
if n < N(fr, div) then

RETURN (frGCD_naive(a, b, fr, div)) fi;
if condition(a, b, n, fr) then RETURN(Id,a,b,[]) fi;
m := iquo(n + 1, 2);

# step 2

iquo(a, 2°m,’alphai’); # rounded towards zero
beta := iquo(b, 2°m,’betai’);
#st:=time();
Rlq := frGCD(alpha, beta, fr, div);
#if n>9000 then lprint(‘frGCD1i: ¢, time()-st) fij;
Rlq := back(Rlq);
Rlq := back(Rlq);
R:=R1q[1]; 1q:=R1lq[4];
ime();
mult(R, R1q[2], R1q[3], alphal, betal, m);
#tmulti:=tmulti+time()-st;
#if n>9000 then lprint(‘multi: ¢, time()-st) fij;
=cd[1];d:=cd[2];

#st

# step 3

for count while not condition(c, d, n, fr/2) do
cdq := forward(c, d, div);

dq[1];d:=cdql2];q:=cdq[3];

matrix([[R[2,1],R[2,2]],[R[1,1]-q*R[2,1],R[1,2]-q*R[2,2]111);
1q := [op(1q), ql;

od;

if condition(c, d, n, fr) then RETURN(op(R), c, d, 1) fi;

# step 4
k := bits(c); k2:=(k+m-n);

iquo(ec, 27(k2), ’gammi’) ;
iquo(d, 2°(k2),’deltal’);

#st:=time();
S1q2 := frGCD(gamm, delta, fr, div);
#if n>9000 then lprint(‘frGCD2: ¢, time()-st) fi;

S1q2 := back(S1q2);
S:=51q2[1]; 1q2:=S1q2[4];

ime();

mult(S1q2[1], S1q2[2], S1q2[3], gammi, deltai, k2);
#tmulti:=tmulti+time()-st;

#if n>9000 then lprint(‘mult2: ¢, time()-st) fi;
=ef[1];f:=ef[2];

# step 5
for count while not condition(e, f, n, fr) do

:= forward(e, f, div);

fq[1];f:=efq[2] ;q:=efq[3];
matrix([[s[2,1],s[2,2]],[S[1,1]-q*s[2,1],S[1,2]-q*s[2,2]111);
:= [op(192), ql;

od;

#st:=time();
res:=matrix([[S[1,1]1*R[1,1]+S[1,2]1*R[2,1],S[1,1]*R[1,2]+S[1,2]*R[2,2]],
[S[2,11*R[1,1]1+5[2,2]1+R[2,1],5[2,1]*R[1,2]+s[2,2]*R[2,2]1]),
e.f,
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[op(1q), op(1q92)]1;

#tmulti:=tmulti+time()-st;

#if n > 1000 then lprint(‘S#R: °, time()-st) fi;
res;

end:

#same input
#output: M,ged(a,b) where M is its regular matrix
fr_co_GCD := proc(a, b, fr, div)
local Red, R, ¢, d, cdq, g, Sp;

Red := frGCD(a, b, fr, div);

R Rcd[1]; ¢ := Red[2]; d:= Red[3];

if d=0 then R,c else

cdq forward(c, d, div);

:= cdql1]; d := cdq[2]; q := cdq[3];
matrix([[R[2,1],R[2,2]],[R[1,1]-q*R[2,1],R[1,2]-q*R[2,2]1]);
if d=0 then R,c else

Sp := fr_co_GCD(c, d, fr, div);

matrix([[S[1,1]1#R[1,11+s[1,2]1%R[2,1],5[1,1]1%R[1,2]+s[1,2]1*R[2,2]],
[S[2,11*R[1,11+5[2,2]%R[2,1],S[2,1]%R[1,2]+5[2,2]*R[2,2111),
spl2]
£i
£i
end:

£rGCD_naive := proc(a0, b0, fr, div)
local abg, a, b, 1, m, R, g, n, st;
global nnaive, tnaive;
#  st:=time();
# nnaive:=nnaive+1;
matrix([[1,0],[0,111);
NULL;
a0;
bO;
bits(a0);
while not condition(a, b, mn, fr) do
abq := forward(a, b, div);
a:=abq[1];b:=abq[2] ;q:=abq[3];
R matrix([[R[2,1],R[2,2]1],[R[1,1]-q*R[2,1],R[1,2]-q*R[2,2]1]);
1:=1, q;
od;
#  tnaive:=tnaive+time()-st;
op(R), a, b, [1]
end:

BopH®

GCD_naive := proc(a0, b0, div)
local abg, a, b, 1, m, R, q, st;
R := matrix([[1,0],[0,1]11);

b := bO;
while not (b=0) do
abq := forward(a, b, div);
bq[1];b:=abq[2];q:=abq[3];
matrix([[R[2,1],R[2,2]],[R[1,1]-q*R[2,1],R[1,2]-q*R[2,2]111);
1:=1, q;
od;
op(R), a, [1]
end:

# using binary multiplication

£rGCD_naive2 := proc(a0, b0, fr, div)

local abg, a, b, 1, m, R, g, n, st, i;

global nnaive, tnaive;

#  st:=time();

# nnaive:=nnaive+1;

NULL;

a0;

b0;

bits(a0);

while not condition(a, b, mn, fr) do
abq := forward(a, b, div);
a:=abq[1];b:=abql2] ;q:=abq[3];
1l:=1, q;

1
a
b
n

[11;
[matrix([[1,0],[0,1]11),seq(matrix([[0,1],[1,-q11),q=1)1;
while nops(R)>1 do

:= nops(R);

[seq(1inalg[multiply] (R[2*i-1],R[2*i]),i=1..iquo(n,2)),
seq(R[i],i=2*iquo(n,2)+1..n)];

od;

# tnaive:=tnaive+time()-st;
R[1], a, b, 1

end:

#tback:=0:
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back := proc(R, a, b, 1q)
local q, r, s, st, res;
global tback;
# st := time();
if 1q = [] then res := R, a, b, 1q
else
q := 1q[lnops(1q)];
res := matrix([[q*R[1,1]+R[2,1],q*R[1,2]+R[2,2]],[R[1,1],R[1,2]]]),

axq+b, a,
subsop (nops (1g)=NULL,1q) ;
£i;
# tback := tback + time() - st;
res
end:
tforward:=0:

# returns b, rem(a, b, div), quo(a, b, div)
forward := proc(a, b, div)
local q, st, res, st2;
global tforward, tdivK, tdivs;
# st := time();
if div = ’standard’ then
# st2:=time();
q := iquo(a, b)
# tdivS:=tdivS+time ()-st2
elif div = ’odd’ then
if sign(a)*sign(b) = 1 then q := iquo(a,2%b)
else q := iquo(a,2¥b)-1

£i;
q 1= 2%q+1;
elif div = ’centered’ then
# st2:=time();
q iquo(2*a+sign(a)*sign(b)*b, 2¥b);
# tdivK:=tdivK+time ()-st2;
£i;
res := b, a - g¥b, q;
# tforward := tforward + time() - st;
res

end:

# returns ¢, d such that (¢, d) = R * [a,b]

mult := proc(R, alphaO, betaO, alphal, betal, m)
alpha0*2-m+R[1,1]*alphai+R[1,2] *betal,
beta0*2 m+R[2, 1] *alphai+R[2,2] ¥betal

end:

pow2 := proc(n) option remember; 2°n end:
#tcondition:=0:

condition := proc(a, b, n, fr)
local t, st, res;
global tcondition;
# st := time();
t := min(ceil((1-fr)*n) + 1, n);
if abs(a) >= pow2(t-1) then
if pow2(t-1) > abs(b) then res:=true else res:=false fi
else res :=false

fi;

# tcondition := tcondition + time() - st;
res

end:

N := proc(fr, d)
local phi, lambda;
option remember;
if d = ‘standard‘ then
phi := (1+sqrt(5))/2;
ceil((2x1log[2] (3)-4+2/1ogl2] (phi))/(1-(2+1/1og[2] (phi))*fr))
elif d = ‘odd‘ then
ceil((2*1log[2] (3)+8)/(1-4%fr))
elif d = ‘centered’ then
lambda:=1+sqrt(2);
ceil((2¥1og[2] (5)+2-fr*(2+1/1og[2] (lambda)) )/ (1-fr*(2+1/log[2] (1ambda))))
else ERROR(‘unknown division‘, d)
£i;
end:

bits := proc(a) local m;
m:=1+floor(log[2] (evalf (abs(a))));
if 2°m = abs(a) then m+1 else m fi;

end:

bits(0):=0:

check_frGCD := proc(a, b, fr, div)

local Rlg, R, 1q, aibi, a0, bo;
Rlq := frGCD(a, b, fr, div);
R:=R1q[1] ;20:=R1q[2] ;b0:=R1q[3] ;1q:=R1q[4];
if not condition(a0, b0, bits(a), fr) then
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ERROR(‘frGCD fails for ¢, a, b, fr, div)
fi;
end:

check_all := proc(a, fr, div) local b;
for b from 0 to 2" (bits(a)-1)-1 do check_frGCD(a, b, fr, div) od;
end:

# checks with random numbers of n bits
check_random := proc(n, fr)

local a, b, st, res, tps,i ;

global nnaive,tnaive,tdivk,tdivS,tforward,tback,tcondition,tmulti,plus;
# nnaive:=0;

tcondition
tmulti := 0;

#
#
#
#  tback:=0;
#
#

rand(2-(n-1)) O ;
st 1= time();
# res := check_frGCD(a, b, fr,div);
# 1print(‘frGeD: ¢, time()-st);
# lprint(tback, tforward, tcondition, tnaive, tmulti);

st time();
£rGCD(a, b, fr, ‘centered‘);
1print(‘centered: ¢, time()-st);

st := time();
£rGCD(a, b, fr,‘standard);
1print(‘standard: ¢, time()-st);

# st := time();
frGeD(a, b, fr,‘odd*);
#  lprint(‘odd: °, time()-st);

®

# st := time();
GCD_naive(a, b, div);
# lprint(‘GCD_naive: ¢, time()-st, plus);

# st := time();
#  frGCD_naive(a, b, fr, div);
#  lprint(‘frGCD_naive: ¢, time()-st);

st := time();

#
# frGCD_naive2(a, b, fr, div);
# lprint(‘frGCD_naive2: ¢, time()-st);
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