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Introduction
Contexte

Du point de vue théorique, un grand nombre de questions se réduisent à
étudier un ensemble de mots, appelé langage. Un langage peut être spécifié de
plusieurs manières différentes : par exemple on peut définir le langage des mots
comportant un nombre premier de lettres, ou celui des mots ne comportant que
des 1. Cependant, on doit toujours trouver un moyen de décrire de manière finie
un langage.La solution la plus naturelle est de décrire une propriété qui caractérise
les mots du langage, comme on le fait dans les deux exemples précédents. On
s’intéresse entre autres aux liens pouvant exister entre la manière de spécifier
un langage, et les propriétés qu’aura ce langage. En particulier les machines de
Turing permettent de décrire exactement (selon la thèse de Church-Turing) les
langages caractérisés par une propriété de nature algorithmique. Les machines
de Turing présentent cependant quelques inconvénients :

– Le modèle de calcul n’est pas réaliste car il dispose d’une mémoire non
bornée.

– Beaucoup de questions naturelles, comme l’arrêt d’une machine sur une
entrée donnée, sont indécidables 1.

Il est donc important d’étudier un modèle simplifié de machines de Turing, par
exemple en bornant la taille de la mémoire. Ceci correspond au formalisme
des automates finis, déjà utilisés implicitement dans plusieurs domaines (tels
que les probabilités ou l’ingénierie) antérieurement aux machines de Turing.
La classe des langages reconnus par de tels automates s’appelle la classe des
langages réguliers, et est caractérisée par de nombreux autres formalismes, issus
de domaine variés tels que la logique, l’algèbre, les expressions régulières. Cette
classe semble donc renfermer une propriété intrinsèque, indépendante du modèle
que l’on choisit pour spécifier des langages. La théorie des langages réguliers
a été initiée dans les années 1950 par Kleene [Kle56], Rabin et Scott [RS59],
elle a donné lieu depuis à des applications dans des domaines variés tels que la
compilation, la vérification, l’algorithmique du texte, ou encore la linguistique.

Le développement de cette théorie a permis d’éclairer de nombreuses notions,
au travers de connexions avec d’autres domaines comme l’algèbre ou la logique.
Malgré ces nombreux liens mis en évidence, certaines questions sont toujours
ouvertes, et nécessitent une meilleure compréhension de la théorie. Certaines de
ces questions sont évoquées ici, par exemple le problème de la hauteur d’étoile
généralisée, ou encore celui de la décidabilité de l’indice de Mostowksi non-
déterministe (voir Section 13.3). D’autre part, cette théorie continue de s’étendre
en incluant de nouveaux formalismes qui généralisent les langages réguliers.

La classe des langages réguliers présente de nombreux avantages :
– Elle est stable pour la plupart des opérations classiques sur les langages.
– Elle est caractérisée par des formalismes variés, que l’on peut utiliser
suivant les besoins.

1. On a cependant besoin du modèle de la machine de Turing pour donner un sens précis à
ce mot !
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– De nombreux problèmes sont décidables sur cette classe, alors qu’ils de-
viennent indécidables pour des langages plus généraux.

Or, le modèle des mots finis n’est pas toujours le plus adapté : il peut être
intéressant de s’intéresser à des structures plus diverses, pour décrire un ensemble
de phénomènes plus riches. La notion de langages formels a été généralisée aux
mots infinis, aux arbres (permettant de modéliser la notion de choix branchant),
aux ordres linéaires, etc. Ceci conduit dans chaque cas à une généralisation de la
classe des langages réguliers, avec l’espoir qu’un maximum des avantages décrits
plus haut soient toujours présents.

Cependant, les propriétés que l’on peut exprimer au moyen de langages
réguliers sont toujours de type booléennes. Un langage sépare simplement les
« bonnes » structures des « mauvaises ». Il est naturel de vouloir nuancer ce
critère d’acceptation, en affectant non pas un booléen à chaque structure, mais
plutôt un nombre entier ou réel, ou même plus généralement un élément d’un
ensemble fixé quelconque. On définirait ainsi non plus des langages, mais plutôt
des fonctions numériques prenant des mots comme arguments.

Dans cette optique, de nombreux modèles quantitatifs d’automates ont été
développés. On peut citer les automates à poids introduits dans [Sch61], encore
très étudiés aujourd’hui, voir par exemple [DG07] pour de récents développements.
Un cas particulier de cette notion est particulièrement naturel : les automates
probabilistes [Rab63] pondèrent chaque transition par une probabilité d’être
empruntée. Notons que le comportement d’un tel automate est celui d’une chaîne
de Markov : toute l’information utile pour la prédiction des futurs possible est
contenue dans l’état courant de l’automate. Finalement, les automates temporisés
[LV92] permettent de situer les évènements dans le temps, et constituent un
autre axe de généralisation quantitative des langages réguliers. Les formalismes
logiques sont également étendus de manière quantitative dans une optique de
vérification de systèmes formels. On pourra ainsi par exemple quantifier sur le
nombre d’occurences d’un évènement [LMP10], leur importance [Boj04a], ou
encore le temps qui les sépare [AH94, KPV09].

La théorie des fonctions de coût régulières participe à cette branche. Elle a
été initiée par Colcombet [Col09], et généralise la théorie des langages réguliers
de manière quantitative.

Cette théorie s’est développée suite à plusieurs branches de travaux antérieurs.
Certains résultats ont été obtenus en théorie des langages réguliers en étudiant
des automates munis de compteurs. Le problème de la hauteur d’étoile est
emblématique, il pose la question de l’existence d’un algorithme répondant à la
question suivante :

Entrée : Un langage régulier L et un entier k,
Sortie : « Oui » si L peut être représenté par une expression rationnelle
utilisant au plus k étoiles de Kleene imbriquées, « Non » sinon.

Cette question a été posée par Eggan en 1963 [Egg63], mais résolue seule-
ment 25 ans plus tard par Hashigushi au moyen d’une preuve très compliquée
[Has82b, Has82a, Has83, Has88]. Une démonstration simplifiée a été présentée
plus récemment par Kirsten [Kir05]. Les deux preuves utilisent le même prin-
cipe : réduire le problème original à l’existence d’une borne pour une fonction à
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valeurs entières, représentée au moyen d’un automate à compteurs (« distance
automaton » pour Hashiguchi et « nested distance desert automaton » pour
Kirsten). Ils ont ensuite montré que ce dernier problème est décidable. Il est
à noter que les expressions rationnelles dont l’on parle ici ne comportent pas
de complémentation (ni d’intersection). Le problème dit de « hauteur d’étoile
généralisée » où la complémentation est autorisée n’est pas résolu à ce jour.

D’autres problèmes de décision se réduisent également à des questions de
bornes pour ce type d’automates. On peut citer en théorie des langages le
problème de la puissance finie [Sim78, Has79], et celui de la substitution finie
[Bal04, Kir04]. De tels automates sont aussi utilisés dans d’autres contextes,
comme la théorie des bases de données [GT07], la compression d’images [CK93], la
reconnaissance de langues naturelles [Moh05], ainsi qu’en logique [BOW09] et en
vérification [AKY08]. La théorie des fonctions de coût vise à placer ces techniques
dans un cadre théorique plus général, avec l’espoir que son développement
permettra de résoudre d’autres problèmes (issus par exemple de la théorie des
langages). Des efforts dans ce sens ont déjà été effectués par Colcombet et Löding
[CL08] dans le cas des arbres infinis, on détaillera cette contribution dans la
Section 13.3.

Le développement de cette théorie a aussi bénéficié de travaux menés par
Bojańczyk et Colcombet [Boj04b, BC06] portant sur des extensions de la logique
monadique du second ordre (MSO) au moyen d’un quantificateur U spécifiant des
propriétés sur la taille d’un ensemble. Ces travaux ont ensuite été poursuivis par
Bojańczyk et Toruńczyk dans le cadre de la logique MSO faible [BT09, BT12].

A la lumière de toutes ces considérations, Colcombet [Col09] introduit la
notion de fonction de coût, fournissant notamment de nombreux formalismes
équivalents permettant de les définir : deux formes duales d’automates de coût
(les B- et les S-automates), une extension de la notion de monoïde (les monoïdes
de stabilisation), et une extension de la logique monadique du second ordre.
La théorie des fonctions de coût ainsi construite forme une extension stricte
de la théorie des langages, et développe de manière plus générale les notions
introduites pour résoudre certains problèmes sur les langages classiques, dont
par exemple celui de la hauteur d’étoile mentionné plus haut. La théorie des
fonctions de coût a également été étudiée par Toruńczyk dans sa thèse [Tor11]
au moyen d’outils topologiques. Il montre qu’il est possible de considérer les
fonctions de coût comme des langages de mots profinis, et de prouver certains
théorèmes dans ce cadre.

Contributions
L’une des premières contributions de la thèse est d’ordre théorique : il s’agit

de généraliser la congruence syntactique définie sur les langages. Rappelons
que pour tout langage régulier L, il existe un objet algébrique fini minimal
décrivant L, appelé son monoïde syntaxique, et noté SL. De plus, on peut
définir SL simplement, en quotientant l’ensemble des mots A∗ par une relation
d’équivalence ∼L définie à partir de L. On a montré dans la thèse l’existence
d’un monoïde de stabilisation minimal Sf pour toute fonction de coût régulière
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f , et donné un algorithme pour l’obtenir à partir de toute description de f .
On montre également qu’il est possible de définir une congruence syntaxique
sur les fonctions de coût, permettant de décrire le monoïde de stabilisation
minimal d’une fonction de coût comme un quotient. L’ensemble destiné à être
quotienté dans le cas des langages était l’ensemble des mots finis A∗, on utilise
ici une extension de cet ensemble, en remplaçant les mots finis par la notion de
]-expression. Une première version de ]-expression a été introduite dans [Has90],
que l’on généralise ici en ω]-expression.

Les autres contributions consistent en des caractérisations multiples de sous-
classes restreintes. La première classe étudiée est celle des fonctions temporelles.
L’idée qui sous-tend cette classe est la mesure du temps : les fonctions temporelles
sont celles qui sont limitées à mesurer des intervalles d’évènements consécutifs
(il est par exemple interdit de compter le nombre d’occurrences d’une lettre). On
obtient plusieurs caractérisations équivalentes de cette classe : en termes d’auto-
mates de coût, en termes de langages réguliers (appelés langages métronomes),
et en termes de monoïdes de stabilisation. La seconde classe étudiée sur mots
finis est celle des fonctions définissables par CLTL, une extension quantitative
de LTL, introduite dans cette thèse. On donne des traductions de CLTL vers
les deux formes duales d’automates de coût, ainsi qu’un algorithme PSPACE
permettant de décider si une formule est satisfaisable de manière bornée. Cette
classe généralise celle des langages apériodiques, et on s’attache donc à obtenir
un théorème analogue à celui de Schützenberger-McNauhgton-Papert, qui donne
une équivalence entre un formalisme logique (CLTL ici, qui généralise LTL) et
une condition algébrique d’apériodicité. Ceci permet d’obtenir la décidabilité
du problème de l’appartenance à cette classe de fonctions de coût, pour toute
fonction de coût régulière. Des caractérisations de cette classe par une logique
de coût du premier ordre, ainsi que par un modèle d’automates alternants, sont
obtenus dans le cadre plus général des mots infinis. Ces résultats généralisent
ceux obtenus pour les langages classiques, comme le théorème de Kamp [Kam68].
On peut se reporter à [DG08] pour une présentation globale de ces résultats.

On caractérise l’intersection des deux classes ci-dessus, comme étant égale à
la classe des fonctions de coût définissables par des formules de Prompt-LTL,
une restriction de CLTL introduite dans [KPV09].

Ensuite, on montre l’équivalence entre WCMSO et CMSO, les versions
quantitatives de Weak MSO et MSO, sur mots infinis, en généralisant la preuve
de [KV01], et en définissant une forme normale pour les automates de coût sur
mots infinis. Il est à noter que la preuve classique via le théorème de McNaughton
n’est pas généralisable aux fonctions de coût, à cause de l’absence de modèle
d’automate de coût déterministe. Pour montrer l’équivalence entre CMSO et les
modèles d’automates de coût sur mots infinis, on généralise la complémentation
de Büchi en décrivant une traduction des automates B-Büchi non-déterministes
vers S-Büchi non-déterministes, et vice-versa.

On étudie finalement les fonctions de coût sur abres infinis. On introduit
des automates de coût possédant les deux types de compteurs (B et S). On
construit un transducteur permettant d’obtenir dans tous les cas une structure
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spécifique sur ces automates : une hiérarchisation globale de leurs compteurs. Ceci
nous permet d’obtenir le résultat principal de cette partie : une caractérisation
de la classe des fonctions reconnues simultanément par automates B-Büchi et
S-Büchi non-déterministes, au moyen des B-automates quasi-faibles, dont la
définition constitue également une contribution. Ce résultat généralise celui
de Rabin, développé par Kupferman et Vardi [Rab70, KV99], mais il est en
partie inattendu. En effet, ce n’est pas la généralisation canonique (Weak MSO)
qui s’applique, mais une généralisation hybride (les fonctions quasi-faibles),
faisant intervenir explicitement le formalisme des fonctions de coût. On explicite
finalement un corollaire de ce résultat, en revenant à la théorie des langages :
étant donné un langage reconnu par automate de Büchi non-déterministe, on
peut décider si son complémentaire peut également être reconnu par automate
de Büchi non-déterministe (et donc par le théorème de Rabin, si ce langage est
faible).

Plan de la thèse
On commence par présenter dans le Chapitre 1 la notion de fonction de coût

de manière abstraite, indépendamment de tout formalisme de reconnaissance.
On manipule cette notion en explicitant le lien avec les langages et en donnant
des exemples.

La thèse se divise ensuite en trois parties, chacune correspondant au type
des structures étudiées, sur un alphabet fini A : mots finis, mots infinis, et enfin
arbres infinis.

La Partie I concerne donc les mots finis, et commence par la description de
la reconnaissance de fonctions de coût par automates. Ensuite, on développe
plus longuement la notion de monoïde de stabilisation. Jusqu’ici, les résultats
décrits sont ceux de Colcombet, et permettent de définir le cadre de la théorie des
fonctions de coût régulières. Les contributions de la thèse commencent dans la
Section suivante (2.3), où l’on définit les ]-expressions et ω]-expressions, et où l’on
généralise aux fonctions de coût les notions de monoïde minimal et de congruence
syntactique. On introduit enfin un troisième formalisme de reconnaissance des
fonctions de coûts : les logiques de coût. Tous ces formalismes sont équivalents
et définissent la classe des fonctions de coût régulières.

Le Chapitre 3 est consacrée à l’étude de la classe des fonctions temporelles,
et le Chapitre 4 à celle des fonctions apériodiques. On termine la Partie I en
étudiant l’intersection entre ces deux classes : on montre qu’elle est caractérisée
par la logique Prompt-LTL.

On passe ensuite dans la Partie II à l’étude des mots infinis, toujours sur
un alphabet fini. On décrit dans le Chapitre 6 les automates de coût dans ce
nouveau contexte, en introduisant la condition de Büchi, ainsi que les automates
alternants faibles. On définit les généralisations des logiques de coût CFO et
CMSO aux mots infinis, et on introduit la logique faible WCMSO. Toutes
les notions ci-dessus généralisent de manière canonique les notions classiques
correspondantes. Le Chapitre 7 est consacré à la preuve de l’équivalence entre
les deux formes duales (B et S) d’automates de Büchi non-déterministes. Ce
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résultat était connu de Colcombet, sa rédaction détaillée apparaît ici par souci de
complétude. Le Chapitre 8 généralise aux fonctions de coût le résultat classique
selon lequel la logique faible et les automates alternants faibles reconnaissent
tous les langages réguliers : on montre que toute fonction de coût régulière peut
être reconnue par un B-automate faible alternant, et de manière équivalente par
une formule de WCMSO. Enfin, le Chapitre 9 généralise le théorème de Kamp
aux fonctions de coût, en montrant l’équivalence entre CLTL et CFO en termes
de pouvoir expressif. On décrit aussi un modèle d’automates caractérisant cette
classe de fonctions de coût.

On passe finalement à l’étude des fonctions de coût sur arbres infinis, qui
constitue la Partie III. Notons que l’équivalence entre B- et S-automates n’a
pas (encore ?) été obtenue sur les arbres infinis, on évitera donc de parler de
fonction de coût régulière dans ce contexte. On commence le Chapitre 11 par
donner un exemple de fonction de coût sur arbres infinis, avant de décrire les
différents modèles d’automates qu’on utilisera. Ces automates généralisent ceux
utilisés sur mots infinis, avec l’addition des B-automates alternants quasi-faibles,
intermédiaires entre les automates faibles et les automates de Büchi. On donne
quelques résultats sur ces automates à la fin du chapitre, en particulier on montre
que la classe des fonctions quasi-faibles contient strictement celle des fonctions
faibles. Dans le Chapitre 12, on introduit et on étudie des automates de coût
possédant les deux types de compteurs (B et S). Le Chapitre 13 utilise ce résultat
pour obtenir la caractérisation de la classe des fonctions quasi-faibles décrite plus
haut. On explicite finalement dans la Section 13.3 un corollaire de ce résultat,
selon lequel il existe un algorithme pour décider si le langage calculé par un
automate de Büchi donné en entrée est faible.

Le Chapitre 14 conclut le document et ouvre des perspectives de continuations
possibles de ce travail.

Notations
On note N l’ensemble des entiers positifs, et N∞:= N∪{∞}, ordonné par 0 <

1 < · · · <∞. Si n,m sont des entiers, l’intervalle d’entiers {n, n+ 1, . . . ,m} sera
noté [n,m].

Dans la suite, A désignera un alphabet fini fixé, qui pourra être précisé dans
des exemples. L’ensemble des mots finis sur A est noté A∗, et le mot vide est
noté ε. Par exemple si A = {a, b}, on peut former les mots aaaba, ou babbbaab,
qui sont des éléments de A∗.

On note A+ := A∗ \ {ε} l’ensemble des mots finis non vides. L’ensemble des
mots infinis sur A est noté Aω, par exemple aababbaaaaa . . . est un élément de
Aω, et sera noté aababb(a)ω. La concaténation des mots u et v est notée uv (si
u est fini). L’exponentiation des mots se réfère à la concaténation, par exemple
aa(bab)3b désignera le mot aababbabbabb, et pour tout mot u ∈ A∗, u0 = ε. Si u
est un mot de A∗, on utilisera aussi la notation u∗ pour désigner l’ensemble de
mots {un : n ∈ N} ⊆ A∗.

La longueur de u est notée |u|. Le nombre d’occurrences de la lettre a dans u
est notée |u|a. On aura ainsi |aaba| = 4, |aaba|b = 1 , |ε| = 0, et |aab(ab)ω|a =∞.
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On utilisera aussi des arbres étiquetés par A dans la dernière partie de la
thèse, les notations correspondantes seront définies seulement dans cette partie.

Les opérations de bornes inférieures et supérieures, notées inf et sup, seront
effectuées sur l’ensemble N∞, et ainsi on aura inf ∅ =∞ et sup ∅ = 0.
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Chapitre 1

Fonctions de coût

On commence par définir la notion de fonction de coût d’un point de vue
mathématique, sans donner de procédé calculatoire. Ces fonctions sont introduites
dans [Col09], et permettent de décrire des propriétés quantitatives de structures,
en s’intéressant aux propriétés de bornes plutôt qu’aux valeurs exactes.

1.1 Relation d’équivalence
Soit E un ensemble, et F l’ensemble des fonctions : E → N∞. Une fonction

de correction est une fonction croissante α : N∞ → N∞, telle que α(N) ⊆ N
et α(∞) = ∞. Les fonctions de correction seront notées α, β, . . . . Pour toute
fonction de correction α, on définit une relation ≤α sur N∞ par n ≤α m si
n ≤ α(m). Cette relation est naturellement étendue aux fonctions de F : f 4α g
si f 4 α ◦ g. Notons que 4α n’est pas transitive : si f 4α g et g 4α h, alors
on peut seulement conclure que f 4α◦α h. On définit le préordre 4 sur F par
f 4 g s’il existe α tel que f 4α g. Soit ≈ la relation d’équivalence induite par 4 :
f ≈ g si f 4 g et g 4 f . On utilisera parfois la relation ≈α, définie par f ≈α g si
f 4α g et g 4α f , pour préciser la fonction de correction utilisée. On note que
f ≈ g si et seulement s’il existe α tel que f ≈α g.

Fait 1.1.1 f ≈ g si et seulement si pour toute partie X de E, f est bornée sur
X si et seulement si g est bornée sur X.

Démonstration On note provisoirement f ≡ g si pour toute partie X de E,
f est bornée sur X si et seulement si g est bornée sur X. On veut donc montrer
que les relations ≈ et ≡ sont identiques.

Soit f et g deux fonctions de coût sur E. On supposue que f ≈ g, c’est-à-dire
qu’il existe α tel que f ≈α g. Si f est bornée par M sur un ensemble X ⊆ E,
alors g est bornée par α(M) sur X (on utilise ici α(N) ⊆ N). Par symétrie, pour
tout X ⊆ E, si g(X) est borné alors f(X) est borné. On en conclut f ≡ g.
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Réciproquement, supposons f ≡ g. On cherche à construire une fonction de
correction α telle que f 4α g. Pour tout n ∈ N, on pose

Xn = {x : x ∈ E, g(x) ≤ n} , et α(n) := sup f(Xn),

avec de plus α(∞) =∞. On doit d’abord montrer que α est bien une fonction
de correction : pour tout n ∈ N, α(n) <∞, et α croissante. Soit n ∈ N. Puisque
g(Xn) est borné par n et f ≈ g, f(Xn) est borné. Mais α(n) est défini comme
sup f(Xn), donc α(n) < ∞. De plus, on a bien α croissante : si n ≤ m on
a Xn ⊆ Xm donc f(Xn) ⊆ f(Xm), et par conséquent α(n) = sup f(Xn) ≤
sup f(Xm) = α(m).

Soit x ∈ E et n = g(x), par définition de α on a f(x) ≤ α(n) = α(g(x)).
C’est vrai pour tout x ∈ E donc f 4α g. Par symétrie, on peut obtenir une
fonction de correction β telle que g 4β f , et finalement f ≈max(α,β) g.

�

Ainsi la relation ≈ préserve l’existence de bornes, tout en « oubliant » les
valeurs exactes des fonctions : pour toute fonction de correction α, f ≈ α ◦ f .

On définit les fonctions de coût sur E comme les élements de F/≈, c’est-à-
dire les classes d’équivalence induites par la relation ≈. En pratique on désignera
souvent une fonction de coût par l’un de ses représentants dans F .

1.2 Lien avec les langages
Dans la suite, E sera un ensemble de structures (mots, arbres) étiquetées

par un alphabet fini A, ce qui justifie l’appellation « langage » pour désigner
une partie de E. Pour un langage L ⊆ E, on note χL la fonction définie par
χL(u) = 0 si u ∈ L, et χL(u) =∞ si u /∈ L. Ceci permet d’associer une fonction
de coût à chaque langage, de telle sorte que χL ≈ χL′ si et seulement si L = L′.
Ainsi la théorie des fonctions de coût étend celle des langages. Cette extension
est stricte, puisque par exemple la fonction qui à chaque mot associe sa longueur
n’est équivalente à aucune fonction de la forme χL, pour L ⊆ E.

1.3 Exemples
On choisit pour E l’ensemble A∗ des mots sur A := {a, b}. On donne des

exemples de fonctions de coût dénombrant diverses propriétés des mots sur A. Les
propriétés quantitatives les plus naturelles pour de tels mots sont par exemple
leur longeur, ou le nombre d’occurence de « a ». On peut aussi s’intéresser à
la taille des blocs de « a » consécutifs. On va voir comment ces exemples se
comportent au sein de la théorie des fonctions de coût, pour manipuler un peu
la relation d’équivalence ≈.

Soient l, p, p′, fmax, fmin,minblocka,maxblocka, g les fonctions A∗ → N∞ dé-
finies par :

– l(u) := |u|,
– p(u) := |u|a ∗ |u|b,
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– p′(u) := (|u|a + 1) ∗ (|u|b + 1),
– fmax(u) := max(|u|a, |u|b),
– fmin(u) := min(|u|a, |u|b),
– minblocka(an1ban2b . . . bank) := min(n1, n2, . . . , nk),
– maxblocka(an1ban2b . . . bank) := max(n1, n2, . . . , nk),
– g(an1ban2b . . . bank) := max(k, n1, n2, . . . , nk).

Proposition 1.3.1 On peut montrer les assertions suivantes :
1. l ≈ p′ ≈ fmax, c’est à dire que l, p′ et fmax définissent la même fonction

de coût.
2. p′ 6≈ p.
3. minblocka,maxblocka et g définissent trois fonctions de coût différentes.
4. g ≈ l.

Démonstration
1. Pour tout u ∈ A∗, on a fmax(u) ≤ l(u) ≤ p′(u) ≤ (fmax(u) + 1)2. Ceci

implique l(u) ≈α p′(u) ≈α fmax(u) avec α(n) = (n+ 1)2.
2. Pour l’ensemble de mots X = a∗, on a p(X) = {0} mais p′(X) non borné.

En conséquence, X sépare p et p′ : c’est un témoin de p′ 64 p.
3. On définit les ensembles de mots X1 = a∗ba et X2 = (ab)∗. Alors X1 sépare

minblocka de maxblocka et g, tandis que X2 sépare maxblocka de g.
4. Pour tout u ∈ A∗, g(u) ≤ l(u) ≤ g(u)2, donc g ≈α l, avec α(n) = n2.

�

On constate que la relation ≈ n’est pas toujours intuitive, et qu’il faut parfois
examiner de près les fonctions que l’on définit pour avoir une idée de la fonction
de coût (i.e. la classe d’équivalence) qu’elles représentent.
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Première partie

Fonctions de coût régulières
sur mots finis
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Chapitre 2

Reconnaissance des
fonctions régulières

On a généralisé la notion de langage pour permettre de décrire des propriétés
quantitatives des structures étudiées. Dans la théorie des langages, la notion de
régularité est centrale. Un langage est régulier s’il est reconnu par un automate
fini, ou de manière équivalente un semigroupe fini, une expression régulière, une
formule de la logique monadique de second ordre (MSO). La généralisation de
cette notion aux fonctions de coût est effectuée dans [Col09].

Nous décrirons ici plusieurs formalismes équivalents permettant de recon-
naitre les fonctions de coût régulières : les automates de coût (possédant deux
sémantiques duales), les semigroupes de stabilisation, et des versions quantita-
tives des logiques FO, MSO et LTL. On considèrera ces formalismes comme
agissant parfois sur A∗, parfois seulement sur A+, le mot vide ε pouvant amener
des complications d’ordre technique sans réelle importance.

On définira également les ω]-expressions, et on montrera comment obtenir le
semigroupe de stabilisation minimal d’une fonction de coût régulière au moyen
d’une relation de congruence sur ces ω]-expressions.

2.1 Automates de coût
Les premiers modèles d’automates à poids ont été initialement définis dans

[Sch61]. Dans de tels automates, chaque arête est pondéré par un certain poids,
représenté par un nombre entier ou réel. On peut ainsi associer un poids à
un chemin dans l’automate, en sommant tous les poids des arêtes. De plus,
ces automates sont non-déterministes : il peut exister plusieurs manières de
lire un mot, et donc des choix à effectuer. Pour des automates classiques, on
donne un sens au non-déterminisme en définissant l’accpetation d’un mot comme
l’existence d’un chemin acceptant. Ici, le but de l’automate non-déterministe est
non seulement de trouver un chemin acceptant, mais également de poids optimal
(ceci signifiant traditionnellement de poids minimum).
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Les automates de coût, introduits pour la première fois dans [BC06], consti-
tuent une généralisation des automates à poids. Leur nouveauté est d’autoriser
les transitions à remettre à zéro le poids courant, et également de donner à
l’automate la possibilité d’avoir plusieurs compteurs distincts, ayant chacun un
poids associé à la fin de l’exécution. Cependant, puisque les valeurs exactes seront
ignorées par la relation d’équivalence ≈, les poids 0 et 1 suffisent pour étiqueter
les transitions. On va définir deux formes duales d’automates de coût, reflétant
des conceptions différentes pour les notions de poids le long d’un chemin et de
chemin optimal.

2.1.1 Compteurs
Les automates de coût généralisent les automates classiques par l’ajout d’un

ensemble fini de compteurs, dont les valeurs sont actualisées à chaque transition.
Les compteurs seront notés γ, γ1, . . . .

Au début de l’exécution, chaque compteur contient la valeur 0. Les actions
atomiques sur les compteurs sont

– Incrément noté i, augmente d’une unité la valeur du compteur.
– Reset noté r, remet la valeur du compteur à 0.
– Check noté c, enregistre la valeur du compteur sans la changer (utilisé
pour la sémantique de l’automate).

On conserve ici la terminologie anglo-saxonne « Reset » et « Check », par
souci de cohérence avec le reste de la littérature.

Une action est un mot sur l’alphabet {i, r, c}, qui effectue chaque action
atomique les unes à la suite des autres. Par exemple l’action iicr augmente de
2 la valeur du compteur, l’enregistre, puis la remet à zéro. En particulier l’action
ε correspondant au mot vide laisse le compteur inchangé.

Une action sur un ensemble de k compteurs est un k-uplet d’actions, chacune
s’appliquant à un compteur.

Si ν est une action sur un ensemble de compteurs, on note C(ν) l’ensemble
des valeurs enregistrées (au moyen de l’action check) durant cette action (les
valeurs étant initialisées à 0). Remarquons que l’ordre et la provenance des
valeurs enregistrées est oubliée, ainsi que les répétitions éventuelles.

On utilisera en fait ces compteurs sous deux formes plus restreintes : les
B-compteurs et les S-compteurs.

B-compteurs :

Un B-compteur est un compteur restreint aux actions atomiques CB :=
{ε, ic, r}. Une action globale effectuée sur un ensemble Γ de B-compteurs est
un mot (CΓ

B)∗. On définit la valeur d’une action globale ν ∈ (CΓ
B)∗ par

valB(ν) = supC(ν).

Cela signifie que la valeur d’une telle action est la plus grande valeur enregistrée
au cours de l’action, et 0 si aucune valeur n’a été enregistrée.

Par exemple valB(ic.ic.r.ε.ic.r.ic) = 2, et valB(ε.ε.r.ε) = 0.
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S-compteurs :

Un S-compteur est un compteur restreint aux actions atomiques CS :=
{ε, i, r, cr}. Une action globale effectuée sur un ensemble Γ de S-compteurs est
un mot (CΓ

S)∗. On définit la valeur d’une action globale ν ∈ (CΓ
S)∗ par

valS(ν) = inf C(ν).

Cela signifie que la valeur d’une telle action est la plus petite valeur enregistrée
au cours de l’action, et ∞ si aucune valeur n’a été enregistrée. Par exemple
valS(i.i.i.r.i.i.cr.i.r.i.ε.i.i.cr) = 2, et valS(ε.i.i.r) =∞.

En utilisant ces deux types de compteurs, on définit deux formes duales
d’automates.

2.1.2 B-automates
Un B-automate est un tuple 〈Q,A, In,Fin,Γ,∆〉, où Q est un ensemble fini

d’états, A est l’alphabet fini fixé, In et Fin sont les ensembles d’états initiaux
et finaux, Γ est un ensemble fini de compteurs, et ∆ ⊆ Q × A × CΓ

B × Q est
l’ensemble des transitions.

Une exécution R d’un tel automate sur un mot u = a1a2 . . . an ∈ A∗ est une
séquence p0, ν1, p1, ν2, p2, . . . , νn, pn telle que p0 ∈ In, pn ∈ Fin, et pout tout
i ∈ [1, n], (pi−1, ai, νi, pi) ∈ ∆.

On étend ensuite la définition de valB aux exécutions :
si R = p0, ν1, p1, ν2, p2, . . . , νn, pn est une exécution de A alors valB(R) :=
supC(ν1ν2 . . . νn). Autrement dit la valeur d’une exécution est la plus haute
valeur enregistrée au cours de cette exécution, tous compteurs confondus.

Finalement, on définit la sémantique d’un B-automate A de la manière
suivante : la fonction A∗ → N∞ calculée par A est notée [[A]]B , et est donnée par

[[A]]B(u) := inf {valB(R) : R exécution de A sur u}

Les fonctions calculées par des B-automates seront toujours considérées
comme des fonctions de coût, c’est-à-dire modulo ≈. On dira qu’un B-automate
A reconnaît une fonction de coût f si [[A]]B ≈ f .

Exemple 2.1.1 Soit A = {a, b}. Les automates A := 〈{q0} ,A, {q0} , {q0} ,
{γ1, γ2} ,∆〉 et A′ := 〈{q1, q2, q3} ,A, {q1, q2} , {q2, q3} , {γ} ,∆′〉 suivants recon-
naissent respectivement fmax et minblocka définies dans la Section 1.3 :

q0

A :

a : (ic, ε)

b : (ε, ic)

q1

A′ :
q2 q3

a, b : r

b : r b : r

a : ic a, b : r
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L’automate A est déterministe, et possède deux compteurs γ1 et γ2. Pour tout
mot u, sa seule exécution stockera le nombre de a dans γ1, et le nombre de b
dans γ2. Puisque la B-sémantique effectue un maximum sur tous les compteurs,
la fonction calculée est bien [[A]]B(u) = max(|u|a, |u|b).

En revanche, l’automate A′ est non-déterministe, et ne possède qu’un seul
compteur. Le seul choix non-déterministe est le moment où l’automate passe
dans l’état q2. L’automate compte ensuite le nombre de a consécutifs, jusqu’au
prochain b qui le fait passer en q3. Chaque exécution mesure donc la taille d’un
bloc de a. Puisque la sémantique [[A]]B est définie comme un infimum sur toutes
les exécutions, la fonction calculée par A′ est bien minblocka.

Remarque 2.1.2 Contrairement au cas classique des langages, le non-détermi-
nisme est ici nécessaire pour capturer toute la classe des fonctions calculées par
B-automates. En effet, c’est le seul moyen de calculer le minimum de plusieurs
quantités, comme le fait l’automate A′ de l’exemple 2.1.1. On peut montrer
qu’aucun B-automate déterministe ne reconnaît la fonction de coût minblocka.

2.1.3 S-automates
Il est difficile de généraliser la complémentation aux fonctions de coût, car

cette notion n’a plus vraiment de sens. Cependant, on peut définir une sémantique
duale de celles des B-automates, qui correspond à la complémentation si on se
restreint aux langages. Le principe est d’inverser les rôles de inf et sup.

On définit les S-automates de la même manière que les B-automates, avec
l’ensemble d’actions atomiques CS := {ε, i, r, cr}. De plus, on autorise une
action supplémentaire effectuée à la fin du mot, marquée sur la flèche de sortie de
l’état final. Cette action finale ne change pas l’expressivité du modèle, mais elle
permet de définir de manière plus naturelle certains automates (voir l’exemple
suivant).

La sémantique d’un S-automate A est la fonction de coût [[A]]S définie par

[[A]]S(u) := sup {valS(R) : R exécution de A sur u} .

Exemple 2.1.3 Soit A = {a, b}. Les automates A := 〈{q0} ,A, {q0} , {q0} ,
{γ1, γ2} ,∆〉 et A′ := 〈{q1} ,A, {q1} , {q1} , {γ} ,∆′〉 suivants reconnaissent res-
pectivement fmin et maxblocka :

q0

A :

a : (i, ε)

b : (ε, i)

(cr, cr) q1 q2

A′ :
q3

a, b : r

b : r b : cr

a : i

cr

a, b : r

Ces automates comptent les mêmes évènements que ceux de l’Exemple 2.1.1,
mais la S-sémantique inverse les opérations de maximum et de minimum par
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rapport à la B-sémantique. Il est donc facile de voir que les fonctions définies
ici sont fmin et maxblocka.

Remarque 2.1.4 Si L ⊆ A∗ est un langage reconnu par un automate A, alors A
peut être vu comme un B-automate sans compteur avec [[A]]B = χL, et également
comme un S-automate sans compteur avec [[A]]S = χL.

Théorème 2.1.5 ([BC06, Col09]) La classe des fonctions de coût reconnues
par B-automates est égale à celle des fonctions de coût reconnues par S-auto-
mates. Les fonctions de coût de cette classe seront dites régulières.

La classe des fonctions de coût régulières est une généralisation de celle des
langages réguliers. Le lemme suivant décrit plus précisément la relation entre ces
deux notions :

Lemme 2.1.6 Soit L ⊆ A∗ un langage, alors les deux assertions suivantes sont
équivalente :

– L est un langage régulier,
– χL est une fonction de coût régulière.

Démonstration Si L est régulier, alors il est reconnu par un automate fini A.
On a vu que si l’on considère A comme un B-automate, alors [[A]]B = χL, ce qui
montre que χL est une fonction de coût régulière. Réciproquement, on suppose
que χL est une fonction de coût régulière, et donc qu’il existe un B-automate
A = 〈Q,A, In,Fin,Γ,∆〉 tel que [[A]]B ≈ χL. Cela signifie qu’il existe n ∈ N
tel que pour tout u ∈ L, [[A]]B(u) ≤ n, et pour tout u /∈ L, [[A]]B(u) = ∞. On
va décrire comment construire un automate fini A′ pour L. Cet automate est
constitué de (n+ 1)|Γ| copies de A, et comporte une copie notée Av pour chaque
v ∈ [0, n]Γ. Le principe est de stocker dans les états la valeur de chacun des
compteurs de A, jusqu’à la valeur n. Ainsi, les états initiaux seront ceux de
A(0,...,0), et à tout moment l’indice de la copie courante contiendra la valuation
des compteurs. Si l’un des compteurs dépasse n, il n’y a pas de transition
disponible, et l’exécution échoue. Ainsi, les exécutions acceptantes de A′ sont en
bijection avec les exécutions de A de valeur au plus n. Puisque les mots pour
lesquels il existe une telle exécution de A sont exactement ceux de L, le langage
reconnu par A′ est bien L. On peut en conclure que L est régulier.

�

2.1.4 Opérations sur les fonctions de coût régulières
Etant données deux fonctions de coût f et g reconnues par des automates A

et B, il est naturel de vouloir construire un automate reconnaissant par exemple
min(f, g), max(f, g), et pourquoi pas d’autres combinaisons de f et g.

De même que dans le cas classique, on peut définir l’union et le produit de
B-automates ou S-automates. L’union est obtenu simplement en accolant deux
automates, avec un choix non-déterministe au début pour décider lequel des
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deux sera utilisé. Le produit est obtenu en faisant fonctionner simultanément les
deux automates, l’ensemble des états Q sera donc l’ensemble produit QA ×QB,
et l’ensemble des compteurs sera Γ = ΓA ∪ ΓB.

Par la définition des sémantiques des B- et S-automates, il est facile d’obtenir
les propriétés suivantes :

Proposition 2.1.7 ([Col09]) Si A et B sont deux B-automates, alors
– leur union reconnait min([[A]], [[B]]), car le non-déterminisme se résoud en
un minimum.

– leur produit reconnait max([[A]], [[B]]), car seul le compteur de plus grande
valeur est considéré.

De manière duale, si A et B sont deux S-automates, alors
– leur union reconnait max([[A]], [[B]])
– leur produit reconnait min([[A]], [[B]]).

On va s’intéresser à une troisième opération sur les fonctions de coût : la
projection. L’idée intuitive est de vouloir « oublier » une partie de l’information
contenue dans le mot.

Soit f : A∗ → N∞, B un alphabet fini, et h : A→ B une fonction étendue en
morphisme h : A∗ → B∗ préservant la longueur des mots.

On définit l’inf-projection finf,h : B∗ → N∞ (resp. sup-projection fsup,h :
B∗ → N∞) de f suivant h par

finf,h(v) = inf {f(u) : h(u) = v} et fsup,h(v) = sup {f(u) : h(u) = v} .

Si A est un automate sur alphabet B, on définit sa projection suivant h, notée
h−1(A), comme l’automate A où chaque transition étiquetée b est remplacée
par un ensemble de transitions étiquetées par les lettres a telles que h(a) =
b. Intuitivement, l’automate h−1(A) a accès à une information plus détaillée
(l’alphabet A), mais se comporte comme un automate qui n’aurait accès qu’à
l’image des lettres par h.

De même que précédemment, la définition des B- et S-sémantiques a pour
conséquence la proposition suivante :

Proposition 2.1.8 ([Col09]) Soit A un B-automate, A′ un S-automate, et
h : A→ B, alors

– h−1(A) reconnaît [[A]]inf,h
– h−1(A′) reconnaît [[A′]]sup,h

Toutes les propositions ci-dessus restent vraies si on considère les fonctions
exactes, et non plus les fonctions de coût (modulo ≈). L’approximation ≈ est
nécessaire durant le passage de B à S (et vice-versa), mais n’intervient pas dans
ces constructions.

Théorème 2.1.9 ([Col09]) Si f et g sont deux fonctions de coût régulières, le
problème de savoir si « f 4 g » est décidable.

En particulier, les problèmes « f ≈ g », et « f bornée » sont décidables.
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Remarquons que la décidabilité du problème « f bornée ? » s’obtient par le fait
que f est bornée si et seulement si f 4 0.

Le principe qui sous-tend ce théorème est que la question « f 4 g ? » devient
plus simple si f est donnée par un S-automate A, et g par un B-automate B. En
effet, elle revient à la recherche d’un contre-exemple, c’est-à-dire d’une famille
de mots de valeurs arbitrairement grande pour A et bornée pour B. Par la
sémantique des B- et S-automates, cela se réduit à chercher un chemin vérifiant
certaines propriétés dans A× B, ce qui permet de donner un algorithme pour
répondre à la question posée.

2.2 Semigroupes de stabilisation
2.2.1 Rappels classiques

Un semigroupe ordonné S = 〈S, ·,≤〉 est un ensemble S muni d’un produit
associatif · : S × S → S et d’un ordre partiel ≤ compatible avec le produit (i.e.
si a ≤ a′ et b ≤ b′, alors a · b ≤ a′ · b′). Si 〈S, ·〉 contient un élément neutre, on
dit que S est un monoïde et le neutre est noté 1. On note S1 le monoïde obtenu
par l’ajout de 1 à S si nécessaire (sinon S1 = S).

Un idempotent de S est un élément e ∈ S tel que e · e = e. On note E(S)
l’ensemble des idempotents de S.

Reconnaissance de langages

Dans la théorie standard, la reconnaissance d’un langage par un semigroupe
fini se fait un moyen d’un morphisme de l’ensemble des mots vers un semigroupe
fini. On peut décomposer ce processus en deux étapes. Premièrement,un mor-
phisme h : A+ → S+ préservant la longueur, transforme les mots sur A en mots
sur S. Ensuite, on utilise le produit généralisé π : S+ → S qui associe à chaque
mot sur S le produit de ses lettres (étant associatif, le produit sur S+ n’est pas
ambigü). Le langage L reconnu par le triplet (S, h, P ), où P est une partie de S,
est L := h−1(π−1(P )), c’est-à-dire u ∈ L si et seulement si π(h(u)) ∈ P .

La classe des langages reconnus par des semigroupes finis est exactement celle
des langages réguliers. Certaines classes de langages peuvent être caractérisées
par des restrictions sur les semigroupes qui les reconnaissent, comme précisé par
le théorème d’Eilenberg [Eil74]. Un exemple plus précis est celui du théorème
de Schützenberger [Sch65], qui établit la correspondance entre les langages
définissables par une expression rationnelle sans étoile, et ceux reconnus par un
semigroupe apériodique.

On voudrait donc généraliser les semigroupes aux fonctions de coût, pour
disposer d’un outil puissant permettant de caractériser et décider de nombreuses
propriétés, comme c’est le cas pour les langages.
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2.2.2 Semigroupes de stabilisation
La notion de semigroupe de stabilisation a été introduite dans [Col09] comme

extension quantitative des semigroupes standards, dans le but de reconnaître
des fonctions de coût. Cette notion est fortement inspirée de travaux précédents
[Sim78, Has90, LP04, Kir05] qui ont permis de concevoir et affiner progressive-
ment une approche algébrique de propriétés quantitatives liées à l’existence de
bornes. Elle a également été utilisée dans des contextes légèrement différents,
comme celui des automates probabilistes [FGO12]. Dans tous les cas, l’idée
sous-jacente est d’ajouter aux semigroupes une opération dite de stabilisation,
qui permet de décrire des propriétés quantitatives de certains éléments. Cette
opération permet de spécifier que même si un élément est idempotent, le répéter
de nombreuses fois nous permet d’obtenir un autre élément, au comportement
différent. Cette opération est donc a priori en désaccord avec le produit, puisque
si e est idempotent, pour tout n > 0, en = e. On commence par définir formelle-
ment les semigroupes de stabilisation, puis on verra dans la suite comment les
mots peuvent être évalués dans ce cadre, et enfin comment un semigroupe de
stabilisation peut reconnaître une fonction de coût.

Définition 2.2.1 Un semigroupe de stabilisation 〈S, ·,≤, ]〉 est un semigroupe
ordonné 〈S, ·,≤〉 muni d’un opérateur unaire ]: E(S)→ E(S) (appelé stabilisa-
tion) vérifiant :

– pour tous a, b ∈ S avec a·b ∈ E(S) et b·a ∈ E(S), on a (a·b)] = a·(b·a)] ·b ;
– pour tout e ∈ E(S), (e])] = e] ≤ e ;
– pour tous e ≤ f dans E(S), e] ≤ f ].

Si de plus S est un monoïde d’élément neutre 1 et 1] = 1, on dit que S est un
monoïde de stabilisation.

On considèrera seulement des semigroupes de stabilisation finis. On peut
se représenter l’opérateur ] comme répétant « un grand nombre de fois » son
argument. Cette intuition est reflétée dans les propriétés suivantes, conséquences
de la définition :

e] = e · e] = e] · e = e] · e] = (e])] ≤ e

La relation d’ordre a ≤ b signifie intuitivement que la seule distinction entre a et
b provient de considérations quantitatives : certains évènements se produisent en
plus grand nombre dans a que dans b.

Puisque l’on s’intéresse maintenant aux propriétés quantitatives des mots,
on a besoin d’utiliser un outil plus subtil que le produit π utilisé dans le cas
classique, pour passer d’un mot de S+ à un élément de S. Si on se contentait
d’effectuer le produit, un idempotent e répété un grand nombre de fois ne serait
pas distinguable d’une unique occurence de e. Le rôle de la stabilisation est de
distinguer « peu » de « beaucoup », mais étant donné un mot de S+, il reste
encore à définir formellement à quel moment on appliquera l’opérateur ].
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Structure

Soit S = 〈S, ·,≤, ]〉 un semigroupe de stabilisation.
Pour analyser finement la structure algébrique définie par les opérations de

composition et de stabilisation, nous définissons les relations de Green [Gre51]
développées dans le cadre de la théorie des monoïdes.

Pour a, b ∈ S, on note a≤J b s’il existe x, y ∈ S1 tels que a = xby. La relation
≤J est un préordre. On définit la relation d’équivalence J comme ≤J ∩ ≥J .
La relation ≤J induit un ordre sur les J -classes, également noté ≤J .

Un élément régulier de S est un élément J -équivalent à un idempotent.
On dira donc qu’une J -classe qui contient un idempotent est régulière (tous
ses éléments sont réguliers). Dans le cas contraire, on dira que la J -classe est
irrégulière.

On peut étendre ] à tous les éléments réguliers de S. Si a est régulier, il existe
e ∈ E(S) et x, y ∈ S ∪ {1} tels que x · e · y = a. On définit alors a] = x · e] · y.
Le résultat ne dépend pas du choix de e, x, y (cf. [Kir05]).

Définition 2.2.2 Une J -classe régulière J est stable s’il existe un idempotent
a dans J tel que a] ∈ J . Dans le cas contraire elle est instable.

Lemme 2.2.3 Si J est stable, alors pour tout a ∈ J , a] = a.

On dira également qu’un élément régulier a est stable si a] = a, et instable
sinon. Remarquons que si a est un idempotent instable, alors a]��J a, et a] ·a = a],
donc a] <J a.

2.2.3 Arbres de calcul
Le théorème des forêts de factorisation , démontré par Simon [Sim90], permet

de décrire l’évaluation structurée de mots dans le cadre de semigroupes classiques.
Cette évaluation structurée est décrite par des arbres de hauteur bornée, dont les
seuls noeuds non binaires doivent avoir des fils tous identiques et idempotents. Ce
théorème peut être vu comme une propriété de type Ramsey sur les semigroupes
finis : il existe toujours un moyen de regrouper les éléments selon une structure
précise, dans tout semigroupe fini. Cette propriété des semigroupes finies a
pu être utilisée pour d’autres travaux, voir par exemple [PW95, Sim94, BC06].
Colcombet a généralisé ce théorème sur les arbres [Col07a] et sur les mots infinis
[Col07b], ainsi que dans le cadre des semigroupes de stabilisation [Col11]. Nous
présentons ici cette dernière contribution, qui sera ensuite utilisée pour donner
une sémantique aux semigroupes de stabilisation.

Soit S = 〈S, ·,≤, ]〉 un semigroupe de stabilisation, et u ∈ S+. Un n-calcul t
sur u est un arbre étiqueté par S tel que le mot de feuilles de t est u, et pour
chaque noeud p de t, l’un de ces cas est vérifié :
Feuille p est une feuille,
Binaire : p a exactement 2 fils p1, p2, et t(p) = t(p1) · t(p2),
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Idempotent : p a k fils p1, . . . , pk avec k ≤ n, et il existe e ∈ E(S) tel que
t(p) = t(p1) = · · · = t(pk) = e,

Stabilisation : p a k fils p1, . . . , pk avec k > n, et il existe e ∈ E(S) tel que
t(p1) = · · · = t(pk) = e, et t(p) = e].

L’étiquette de la racine de t est appelée sa valeur et est notée val(t). En
d’autres termes, un arbre de calcul décrit la manière dont on évalue un mot dans
un semigroupe de stabilisation. On peut multiplier deux lettres, ou un certain
nombres d’idempotents. Faire un arbre de n-calcul revient à considérer qu’une
concaténation de plus de n idempotents consécutifs est « grande », et l’on doit
appliquer l’opérateur ] pour refléter cette information.

On peut remarquer que si l’on ne borne pas la hauteur, on ne sera jamais
forcé d’utilisé des noeuds de stabilisation. On va donc seulement s’intéresser aux
n-calculs ne dépassant pas une certaine hauteur.

Théorème 2.2.4 ([Col11]) Pour tout S = 〈S, ·,≤, ]〉, u ∈ S+ et n ∈ N, il
existe un n-calcul sur u de hauteur au plus H = 3|S|.

On va donc considérer que les seuls calculs valides sont ceux de hauteur
bornée, pour l’instant par H. Dans la suite on omet de rappeler cette contrainte,
mais l’appellation « n-calcul » signifie maintenant implicitement « n-calcul de
hauteur au plus H ».

On veut voir la valeur d’un calcul (l’étiquette de sa racine) comme l’évaluation
d’un mot de S+, c’est-à-dire la généralisation du produit. Il y a cependant
plusieurs problèmes pour l’instant :

– L’évaluation d’un mot dépend du n que l’on se fixe comme seuil, au moyen
d’un n-calcul.

– La hauteur des calculs n’est pas flexible, or, on aimerait pouvoir les com-
poser simplement.

– On veut refléter seulement des propriétés de borne, dans l’esprit de la
relation ≈.

Les sections suivantes apportent des solutions à ces problèmes, en introduisant
du formalisme permettant de manipuler finement des calculs. On définit d’abord
les suites de coût, qui reflètent le comportement de la suite de valeurs de n-
calculs sur un même mot u, pour n prenant toutes les valeurs entières. Ceci nous
permet de donner une sémantique précise aux semigroupes de stabilisation, via
les notions d’idéaux et de fonctions compatibles.

2.2.4 Suites de coût
On introduit la notion de suite de coût pour pouvoir étudier le comportement

d’un ensemble de n-calculs, pour n variable. Historiquement, les suites de coût
[Col09] sont apparues avant les arbres de calculs [Col11] dans la théorie des
fonctions de coût, et avaient pour but de donner directement une sémantique
aux semigroupes de stabilisation. On a choisi ici de renverser cet ordre, les arbres
de calculs étant jugés plus intuitifs.
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Soit (E,≤) un ensemble ordonné. Dans la pratique E sera un semigroupe
ordonné, mais seulement l’ordre est nécessaire dans cette partie. Ceci nous permet
de définir les suites de coût de manière plus générale que le contexte restreint
des semigroupes.

Soit α une fonction de correction, et ~a,~b ∈ EN deux suites d’éléments de E.
On définit la relation �α sur EN par ~a �α ~b si :

∀n.∀m. α(n) ≤ m→ ~a(n) ≤ ~b(m) .

Une suite ~a est dite α-croissante si ~a �α ~a. On définit la relation ∼α:=�α ∩ �α.
On pourra omettre la fonction de correction : on notera ~a�~b (resp. ~a∼~b) s’il
existe α tel que ~a �α ~b (resp. ~a ∼α ~b).

Remarques 2.2.5
– si α ≤ α′ alors ~a �α ~b implique ~a �α′ ~b,
– Une suite est α-croissante si et seulement si elle est ∼α-équivalente à une
suite croissante,

– si ~a,~b ∈ EN sont croissantes, alors ~a �α ~b si et seulement si ~a ◦ α ≤ ~b.

Les suites α-croissantes, ordonnées par �α peuvent être vues comme une généra-
lisation du cas α = id.

les relations �α et ∼α ne sont pas transitives, mais � et ∼ le sont, comme le
montre la propriété suivante :

Proposition 2.2.6
– ~a �α ~b �α ~c implique ~a �α◦α ~c
– ~a ∼α ~b ∼α ~c implique ~a ∼α◦α ~c.

On peut voir la fonction de correction α comme un paramètre de précision
pour ∼ et �. La proposition 2.2.6 montre qu’un pas de transitivité résulte en
une perte de précision.

On identifiera dans la suite les éléments a ∈ E avec la suite constante de
valeur a. Ceci nous permettra de considérer les suites α-croissantes comme une
extension de E.

Pour tout α, la relation �α coïncide avec ≤ sur les suites constantes (modulo
l’identification ci-dessus). En conséquence, (EN,�α) est une extension de (E,≤).

Définition 2.2.7 Soit a, b ∈ E avec a ≤ b, et n ∈ N, on définit la suite a|nb
par :

(a|nb)(k) =
{
a si k < n,
b sinon.
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2.2.5 Fonctions à valeurs dans les suites de coûts
Pour évaluer un mot u, on a vu qu’il reste à fixer un seuil n ∈ N afin de

pouvoir construire un n-calcul sur u. Afin de caractériser toutes les évaluations
possibles de u, on peut donc s’intéresser à une suite de coût (val(tn))n∈N, où tn
est un n-calcul sur u. La fonction d’évaluation de u sera ainsi à valeur dans les
suite de coûts. On formalise donc ici quelques notions sur de telles fonctions.

Soient (E,≤) et (F,≤) deux ensembles ordonnés. On dit qu’une fonction
f : E → FN est α-monotone si

∀a, b ∈ E, a ≤ b→ f(a) �α f(b) .

En particulier, pour tout a ∈ E, a ≤ a, donc f(a) �α f(a), d’où f(a) est
α-croissante.

On dira qu’une fonction est monotone si elle est α-monotone pour un certain
α.

Si f : E → FN est α-monotone, on lui associe f̃ : EN → FN définie par :

pour tout ~a ∈ EN et n ∈ N, f̃(~a)(n) = f(~a(n))(n) .

Le principe de f̃ est de pouvoir mimer le comportement de f , si l’argument
est déjà une suite de E et non plus un élément unique.

Définition 2.2.8 La relation ∼α sur les fonctions E → FN est définie par
f ∼α g si pour tout u ∈ E, f(u) ∼α g(u). Comme d’habitude, on définit aussi ∼
par f ∼ g s’il existe α tel que f ∼α g.

On utilisera aussi ces notions avec l’ordre produit : si (E,≤) est un ensemble
ordonné, l’ensembe E∗ des mots sur E est ordonné de manière canonique par
a1 . . . an ≤ b1 . . . bm si et seulement si m = n et ai ≤ bi pour tout i ∈ [1, n].

On identifiera les éléments de (EN)∗ (mots de suites) avec certains éléments
de (E∗)N (suites de mots de même longeur).

2.2.6 Idéaux d’un ensemble ordonné
Cette notion est essentielle pour définir la sémantique d’un semigroupe de

stabilisation. En effet, l’ensemble des mots qui ont une grande valeur pour une
fonction de coût f sera toujours représenté par un idéal dans le semigroupe de
stabilisation reconnaissant f . Ceci correspond à l’idée intuitive selon laquelle la
valeur de la fonction ne pourra qu’augmenter si certains évènements sont répétés
un plus grand nombre de fois.

Définition 2.2.9 Soit (E,≤) un ensemble ordonné, un idéal est un ensemble
I ⊆ E, clos par ≤. C’est à-dire que pour tout a ∈ I et b ≤ a, on a b ∈ I.

Si a ∈ E, l’ idéal généré par a est Ia:= {b ∈ E : b ≤ a}. C’est le plus petit
idéal qui contient a.

30



Si ~a ∈ EN et I est un idéal, on définit I[~a]:= sup{n+ 1 : ~a(n) ∈ I}. 1 Si I
est un idéal, son complément dans E est noté I. Si ~a ∈ EN, on définit I[~a]=
inf{n : ~a(n) ∈ I}.

Proposition 2.2.10 ([Col09]) Pour toutes suites ~a,~b ∈ EN, les assertions
suivantes sont équivalentes :

– ~a �α ~b ;
– pour tout idéal I ⊆ E, I[~a] <α I[~b]
– ∀c ∈ E, Ic[~a] <α Ic[~b].

Proposition 2.2.11 Soit f et g des fonctions E → SN monotones telles que
f ∼ g. Alors pour tout idéal I de S, les fonctions de coût fI : u 7→ I[f(u)] et
gI : u 7→ I[g(u)] sont équivalentes.

Démonstration On suppose f αf -monotone, g αg-monotone, et f ∼β g.
Soit u ∈ E, et n = fI(u) = I[f(u)]. Alors g(u)(β(n)) ≥ f(u)(n) /∈ I. I est

un idéal donc on obtient g(u)(β(n)) /∈ I. g(u) est αg-croissante donc par la
proposition 2.2.10, I[g(u)] ≤ αg(β(n)). On a obtenu gI 4 fI . Par symétrie, on
obtient fI ≈ gI . �

2.2.7 Sémantique des semigroupes de stabilisation
Grâce aux notions de suites de coût et d’idéaux introduites ci-dessus, on peut

maintenant décrire précisément les fonctions de coût que peut reconnaître un
semigroupe de stabilisation.

Le lemme suivant établit une première cohérence sur l’ensemble des calculs
(toujours de hauteur H pour l’instant) :

Lemme 2.2.12 ([Col11]) Pour tout u ∈ S+, et pour toutes suites (tn) et
(t′n) telles que chaque tn et t′n soient des n-calculs sur u, on a (val(tn))n∈N ∼
(val(t′n))n∈N.

Cela signifie que pour évaluer un mot u au moyen d’un n-calcul, le choix de
ce calcul n’a pas d’importance (modulo ∼).

Le lemme 2.2.12 nous permet de définir une fonction d’évaluation ρ : S+ →
N→ S par

ρ(u)(n) = val(t), où t est un n-calcul quelconque sur u.

La fonction ρ est dite compatible avec S. Cette fonction peut être vue comme
une généralisation du produit π, car si S est un semigroupe classique, on peut
toujours prendre ρ = π. Elle est définie modulo ∼, car les valeurs précises peuvent
dépendre du choix de t. On dira donc qu’une fonction ρ′ est compatible avec S
si ρ′ ∼ ρ.

1. Le +1 est justifié par une commodité de calcul, mais n’est pas strictement nécessaire.
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On peut remarquer que ρ dépend ici de H. En fait prendre un H plus grand
ne changerait pas la théorie, ceci correspondrait juste à appliquer une fonction
de correction α à toutes les suites de coût et fonctions de coût. Plus précisément
on dispose du lemme suivant :

Lemme 2.2.13 ([Col11]) Pour tout k, il existe α tel que si ρ est définie rela-
tivement à H et ρ′ relativement à H ′ ≥ H, alors ρ ∼α ρ′.

Ceci signifie que l’on peut par exemple regarder les arbres de calcul de hauteur
2H, ou H2, leur valeur décrira toujours une fonction compatible. L’important
est que la hauteur maximale des arbres considérés doit être indépendante du
mot donné en entrée, et au moins 3|S|.

Le théorème suivant utilise les définitions de la section 2.2.5, en particulier
pour ρ̃.

Théorème 2.2.14 ([Col09]) Si ρ est une fonction compatible avec S, alors il
existe α tel que :
Lettre. pour tout a ∈ S, ρ(a) ∼α a,
Produit. pour tous a, b ∈ S, ρ(ab) ∼α a · b,
Stabilisation. pour tout e ∈ E(S), m ∈ N, ρ(em) ∼α (e]|me),
Substitution. pour tous u1, . . . , un ∈ S+ et n ∈ N,

ρ(u1 . . . un) ∼α ρ̃(ρ(u1) . . . ρ(un))

Notons que ce théorème découle du Lemme 2.2.13, puisque chaque cas
correspond à combiner des arbres de calcul :
Lettre découle de l’existence pour tout n du n-calcul trivial ayant pour seul

noeud a.
Produit on lie deux arbres avec un noeud binaire, la hauteur augmente d’un.
Stabilisation on lie m arbres avec un noeud de stabilisation/idempotent, la

hauteur augmente d’un.
Substitution on construit un arbre de hauteur H partant des racines des n

arbres fournis, la hauteur peut doubler.
Ecrire des équations utilisant une fonction compatible ρ est donc un raccourci

pour décrire des opérations effectuées sur les arbres de calcul.
On remarque qu’une telle fonction ρ peut être vue comme une généralisation

du produit π : S+ → S. En effet, si ] est l’identité, alors ρ(u) = π(u) pour tout
u ∈ S+. La fonction ρ a pour but de faire un produit tout en gardant trace
d’informations quantitatives.

Théorème 2.2.15 ([Col11]) Si ρ′ vérifie toutes les propriétés du théorème
2.2.14, alors ρ′ ∼ ρ. En d’autres termes, les fonctions compatibles sont caracté-
risées par le théorème 2.2.14.

Ce théorème est fondamental, car il garantit qu’il n’y a qu’une manière (modulo
∼) d’évaluer un mot de S+ au moyen d’une fonction compatible.
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Remarque 2.2.16 A l’origine, les fonctions compatibles étaient définies au
moyen des propriétés du théorème 2.2.14, qui étaient alors des axiomes. La
notion d’arbre de calcul a été introduite par Colcombet un peu plus tard. On
verra que suivant l’utilisation que l’on veut en faire, il est utile d’avoir les deux
formalismes à notre disposition.

Exemple 2.2.17 Soit S le semigroupe de stabilisation à 3 éléments ⊥ ≤ a ≤ b,
dont le produit est défini par : x · y = min≤(x, y) (b élément neutre), et la
stabilisation par b] = b et a] = ⊥] = ⊥. On définit ρ : S+ → SN par :

ρ(u) =


b si u ∈ b+

⊥||u|aa si u ∈ b∗(ab∗)+

⊥ sinon (u contient ⊥).

Alors ρ est compatible avec S. On peut prouver ce fait en construisant pour tout
u un n-calcul de hauteur 3 et de valeur ρ(u)(n).

Par exemple pour u = abaaabbbbaaabbba, et n ∈ N, on obtient le n-calcul
suivant :

v

a

a b

a a a

a b

b b b b

a a a

a b

b b b

a

On remarque que le nombre de fils de la racine est exactement |u|a = 8. Deux
cas sont possibles :

– n ≤ 8 : la racine est un noeud idempotent, et v = a.
– n > 8 : la racine est un noeud de stabilisation, et v = a] = ⊥.

On a donc bien ρ(u) = ⊥||u|aa, dans le cas où |u|a ≥ 1.
On peut construire un arbre similaire pour les cas où |u|a = 0. La valeur de

n n’importera plus car b et ⊥ sont stables par ].

Le lemme suivant décrit plus précisément la relation entre ρ et le produit
classique π.

Lemme 2.2.18 Soit ρ compatible avec S. Il existe γ tel que pour tout n ∈ N et
u ∈ S+, si |u| ≤ n alors pour tout k ≥ γ(n), ρ(u)(k) = π(u)

33



Démonstration Soit u ∈ S+, et k ≥ |u|. Soit ρ′ une fonction compatible
définie directement via les calculs. Soit t un k-calcul sur u. t ne peut pas contenir
de noeud de stabilisation, car le nombre de fils est toujours borné par la longueur
totale du mot (qui correspond au nombre de feuilles de t). Chaque noeud est
donc étiqueté par le produit de ses fils, et donc par induction sur la hauteur de
l’arbre, val(t) = π(u).

Ceci montre que pour k ≥ |u|, ρ′(u)(k) = π(u). Finalement, si ρ est une
fonction compatible quelconque, alors il existe α telle que ρ ∼α ρ′. On aura donc
pour tout k ≥ α(|u|), ρ(u)(k) = π(u) �

Définition 2.2.19 ([Col11]) Dans la suite, on utilisera aussi la notion de n-
sur-calcul (resp. n-sous-calcul) : la définition est la même que pour un n-calcul,
sauf que les étiquettes des noeuds parents doivent juste être supérieures (resp.
inférieures) au résultat donné par leurs fils. Par exemple dans un sur-calcul,
un noeud binaire p de fils p1 et p2 devra être étiqueté par t(p) ≥ t(p1) · t(p2).
De même, les feuilles de l’arbre doivent être supérieures (resp. inférieures) aus
lettres du mot que l’on veut évaluer.

On peut remarquer que les n-calculs sont exactement les arbres qui sont à la
fois des n-sur-calculs et des n-sous-calculs.

2.2.8 Fonctions de coût reconnues
On dispose maintenant de tous les outils pour définir la sémantique d’un

semigroupe de stabilisation, i.e. définir la fonction de coût qu’il reconnaît.
Soit S = 〈S, ·,≤, ]〉 un semigroupe de stabilisation. Soit h : A → S un

morphisme, que l’on étend canoniquement à h : A+ → S+ (la longueur des mots
est préservée). Soit I ⊆ S un idéal de S. Alors le triplet S, h, I reconnaît la
fonction f : A+ → N∞, définie par

f(u) = I[ρ(h(u))] = inf {n ∈ N : ρ(h(u))(n) /∈ I} .

Une fonction de coût : A+ → N∞ est reconnaissable si elle est équivalente
(pour ≈) à une fonction reconnue par un triplet S, h, I.

La propriété suivante assure l’unicité de la sémantique d’un semigroupe de
stabilisation :

Proposition 2.2.20 ([Col09]) Si ρ est une fonction monotone S+ → SN, soit
fρ : A+ → N∞ définie par fρ(u) = I[ρ(h(u))]. Alors pour tous ρ ∼ ρ′, on a
fρ ≈ fρ′ .

Ceci montre qu’il est cohérent de considérer les fonctions compatibles comme
une ∼-classe, puisque tous les représentants de cette classe définissent la même
fonction de coût.

Exemple 2.2.21 Soit A = {a, b}, la fonction u 7→ |u|a est reconnaissable. On
reprend le semigroupe de stabilisation de l’exemple 2.2.17. On pose h(a) =

34



a, h(b) = b, et I = {⊥}. On obtient ainsi |u|a = inf {n ∈ N : ρ(h(u))(n) 6= ⊥}
pour tout u ∈ A+.

Remarque 2.2.22 Si ·] est l’identité, alors S est un semigroupe classique, et
le produit généralisé π : S+ → S est compatible avec S. Ainsi, si P ⊆ S et
L = π−1(h−1(P )) est un langage reconnu par S, alors χL est reconnu par S, h, I
avec I = S \ P .

Proposition 2.2.23 ([Col11]) Soit f reconnue par un triplet S, h, I. Pour tout
k il existe α tel que pour tout u ∈ A+ et n ∈ N, si t est un n-sous-calcul sur
h(u) de valeur a /∈ I et de profondeur au plus k, alors f(u) ≤α n.

Réciproquement, si t est un n-sur-calcul sur h(u) de valeur a ∈ I et de
profondeur au plus k, alors f(u) ≥α n.

Le résultat suivant est fondamental, et montre que la notion de régularité a
un sens pour les fonctions de coût :

Théorème 2.2.24 ([Col09]) Il est effectivement équivalent pour une fonction
de coût d’être reconnue par :

– un semigroupe de stabilisation,
– un B-automate,
– un S-automate.

On dira qu’une telle fonction de coût est régulière.

2.2.9 Opérations sur les semigroupes de stabilisation
Définition 2.2.25 (Produit) Soit S1 = 〈S1, ·1,≤1, ]1〉 et S2 = 〈S2, ·2,≤2, ]2〉
deux semigroupes de stabilisation. On définit leur produit S1 × S2 par le tuple
〈S1×S2, ·,≤, ]〉 avec (a1, a2)·(b1, b2) = (a1·b1, a2·b2), (a1, a2) ≤ (b1, b2) si a1 ≤ b1
et a2 ≤ b2, et (e1, e2)] = (e]11 , e

]2
2 ).

Proposition 2.2.26 Si S1 et S2 sont des semigroupes de stabilisation, alors
S1 × S2 en est aussi un.

De plus, si ρ1 est compatible avec S1 et ρ2 avec S2 alors ρ = (ρ1, ρ2) est
compatible avec S1 × S2.

Définition 2.2.27 (Morphisme) Une fonction φ de S vers S′ est un mor-
phisme de semigroupes de stabilisation si

– φ est un morphisme de semigroupes ordonnés,
– pour tout e ∈ E(S), φ(e]) = φ(e)].

Lemme 2.2.28 Soit S,S′ deux semigroupes de stabilisation, ρ et ρ′ compatibles
avec S et S′. On suppose qu’il existe un morphisme de semigroupes de stabilisation
τ de S vers S′. Soit τ+ : S+ → S′+ et τN : SN → S′N les extensions canoniques
de τ aux mots et aux suites. Alors τN ◦ ρ ∼ ρ′ ◦ τ+.

35



Démonstration Il suffit de remarquer que si l’on applique τ aux étiquettes
d’un n-calcul pour S, on obtient un n-calcul pour S′. En effet, les propriétés des
calculs sont toutes préservées par morphisme de semigroupe de stabilisation.

Soit u ∈ N et n ∈ N, ρ(u)(n) est la valeur d’un n-calcul sur u. Donc τ(ρ(u)(n))
est la valeur d’un n-calcul sur τ+(u).

C’est vrai pour tout u et n, mais ρ et ρ′ sont définies modulo ∼, donc
τN ◦ ρ ∼ ρ′ ◦ τ+.

Remarque 2.2.29 Cette preuve est un bon exemple de cas où la notion d’arbre
de calcul est utile. On peut prouver ce résultat en utilisant seulement la caractéri-
sation donnée par le Théorème 2.2.14, mais ceci résulte en une preuve beaucoup
moins élégante et lisible.

�

2.3 ω]-expressions et congruence syntactique
2.3.1 Congruence syntactique classique

Dans la théorie classique, le semigroupe minimal d’un langage peut être
décrit via la relation de Myhill-Nerode. Le principe de cette relation, définie
par rapport à un langage L, est d’identifier des mots u et v si L ne peut les
distinguer dans aucun contexte. Plus formellement, u ∼L v si pour tous x, y de
A∗, xuy ∈ L⇔ xvy ∈ L. Un langage L est régulier si et seulement si A∗/∼L est
fini. De plus, dans ce cas, A∗/∼L est le semigroupe minimal reconnaissant L : il
divise tout semigroupe reconnaissant L.

On vise ici à étendre cette définition aux fonctions de coût, et obtenir une
caractérisation similaire. Pour cela il faut inclure des informations de nature
quantitative dans les éléments et dans les contextes : on veut pouvoir exprimer
des propriétés comme « les mots contenant beaucoup de a se comportent de la
même manière que les mots contenant peu de a ».

C’est pourquoi on a besoin d’annoter les mots avec des informations supplé-
mentaires portant sur certaines quantités. On nomme ces « mots enrichis » les
ω]-expressions. Cette notion est une variante de la notion de ]-expression intro-
duite par Hashigushi [Has90], qui était moins adaptée à la théorie des semigroupes
de stabilisation. On commence par décrire les ]-expressions, puis on définira les
ω]-expressions.

2.3.2 ]-expressions
On commence par définir les ]-expressions comme dans [Has90], en ajoutant

juste un opérateur ] aux mots pour signifier que certains facteurs (possiblement
imbriqués) sont répétés « un grand nombre de fois ». Ceci diffère du ] des
semigroupes de stabilisation, où cet opérateur est restreint à un certain type
d’éléments : les idempotents.
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L’ensemble Expr des ]-expressions sur un alphabet A est donc défini comme
suit :

e := a ∈ A | ee′ | e]

Si e, e′ ∈ Expr et n ∈ N, on définit e(n) comme le mot sur A obtenu en
remplaçant dans e chaque occurence de ] par un exposant n dans e, ce que l’on
note e[]← n]. Par exemple si e = a(a]b)], alors e(3) = aaaabaaabaaab ∈ A+.

Si l’on se fixe un semigroupe de stabilisation S = 〈S, ·,≤, ]〉 et une fonction
h : A→ S, on peut définir l’évaluation d’une ]-expression dans S de la manière
suivante :

– eval(a) = h(a),
– eval(ee′) = eval(e) · eval(e′),
– si eval(e) est idempotent, eval(e]) = eval(e)].

On remarque que la fonction eval est seulement partielle : si eval(e) est défini
mais pas idempotent dans S, alors eval(e]) n’est pas défini.

On dira que e est bien formée pour S si eval(e) est défini. Ceci signifie que
l’on a utilisé ] dans e seulement sur des facteurs qui s’évaluent en un idempotent
dans S.

Exemple 2.3.1 Soit f la fonction de coût sur {a}∗ définie par

f(an) =
{
n si n pair
0 sinon

Alors f est reconnue par S, h, I, où S = 〈S, ·, leq, ]〉 est décrit ci-dessous. On
a tout d’abord S =

{
a, aa, (aa)], (aa)]a

}
, I =

{
(aa)]

}
, et h(a) = a. Le produit

et la stabilisation sont lisibles sur les éléments, et on ajoute les règles aa · a = a
et (aa)]a · a = (aa)]. La ]-expression aaa(aa)] est bien formée pour S mais la
]-expression a] ne l’est pas : a n’est pas idempotent.

Les ]-expressions mal formées pour S ont un comportement hybride, qui
ne reflète pas d’élément particulier de S : dans l’exemple ci-dessus ρ(a](n))(k)
va en fait osciller entre deux éléments de S. Plus formellement, pour tout k
fixé et quand n→∞, ρ(a](n))(k) a deux valeurs d’adhérence : (aa)] et (aa)]a.
On voudrait donc retirer les ]-expressions mal formées, avant de quotienter
l’ensemble des ]-expressions pour obtenir le semigroupe de stabilisation minimal
de f .

2.3.3 ω]-expressions
La définition et l’étude des ω]-expressions sont effectuées dans [Kup11].
Comme auparavant, on veut spécifier quelles parties des mots sont répétées

« un grand nombre de fois », au moyen d’un constructeur ·].
Cependant, pour rester cohérent avec les notions algébriques introduites, on ne

veut appliquer cette opération qu’à des éléments idempotents. C’est pourquoi on
introduit également un constructeur ·ω, qui permet de spécifier qu’on commence
par associer un idempotent à l’expression donnée en argument.
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En résumé, la syntaxe correcte pour les ω]-expressions est donnée par

e := a ∈ A|ee|eω|eω]

Soit Oexpr l’ensemble des ω]-expressions ainsi formées, sur l’alphabet A fixé.
Un contexte C[x] est une ω]-expression contenant des occurences de la variable

libre x. Si e est une ω]-expression, C[E] est l’ω]-expression obtenue en replaçant
toutes les occurences de x par e dans C[x], c’est-à-dire C[e] = C[x][x← e]. Soit
COE l’ensemble des contextes sur l’alphabet A fixé. De manière équivalente,
on peut définir COE comme étant l’ensemble des ω]-expressions sur l’alphabet
A ∪ {x}.

Notons que des notions similaires sont définies par Toruńczyk dans sa thèse
[Tor11], en se basant sur les mots profinis. Ces travaux ont été effectués de
manière indépendante, et leurs formalismes sont différents (en particulier on ne
mentionnera pas les mots profinis ici), mais certaines des notions sont communes.

2.3.4 Sémantique
On peut maintenant définir formellement la sémantique des opérateurs ω et

], afin d’utiliser l’ensemble Oexpr comme base pour la congruence syntactique
des fonctions de coût.

Définition 2.3.2 Si e ∈ Oexpr et k, n ∈ N, on définit e(k, n) comme le mot
e[ω ← k, ]← n], où l’exponentiation par un entier dénote la concaténation itérée.

Lemme 2.3.3 Soit f une fonction de coût reconnue par un semigroupe de
stabilisation. Alors il existe Kf ∈ N tel que pour tout e ∈ Oexpr, on se trouve
dans l’un de ces deux cas :

1. ∀k ≥ Kf , {f(e(k!, n)), n ∈ N} est borné : on dit alors que e ∈ fB.
2. ∀k ≥ Kf , limn→∞ f(e(k!, n)) =∞ : on dit alors que e ∈ f∞.

Démonstration Soit f une fonction de coût reconnue par S, h, I, avec S =
〈S, ·,≤, ]〉. On pose Kf = |S|.

On définit eval : Oexpr→ S par induction :
– eval(a) = h(a) pour a ∈ A,
– eval(e1e2) = e1 · e2,
– eval(eω) = eKf !,
– eval(eω]) = eval(eω)].

Autrement dit eval(e) = eval(e[ω ← Kf !]), où l’évaluation sur les ]-expressions
est définie dans la Section 2.3.2. On peut remarquer que pour tout e ∈ Oexpr,
eval(eω) est un idempotent (résultat classique sur les semigroupes : Kf ! est
forcément un multiple de la puissance idempotente de eval(e)), ce qui entraine
e[ω ← Kf !] bien formée pour S, et donc eval(eω]) est bien défini. De plus, la
fonction eval ne change pas si on remplace Kf par un entier plus grand dans sa
définition.
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On définit aussi lim(e) de la même manière que pour eval, sauf que lim(eω]) =
lim(eω) : les ] sont ignorés. Il est facile de montrer par induction que pour tout
e, eval(e) ≤ lim(e).

Pour tout n ∈ N, on pose e(n) := e(Kf !, n) où les lettres a sont remplacées par
h(a), leur image dans S. e(n) est un mot de S+, et on s’intéresse au comportement
de f(e(n)) quand n tend vers l’infini.

Par le Lemme 2.2.18, on sait qu’il existe γ : N→ N tel que pour tout n ∈ N,
pour tout m ≥ γ(n), ρ(e(n))(m) = π(e(n)). Or, les puissances n sont toujours
appliquées à un idempotent, donc pour tout n ∈ N, π(e(n)) = π(u1) = lim(e).

On va en fait montrer un résultat plus fort :

Lemme 2.3.4 Il existe αe (dépendant de e) tel que pour tout n ∈ N, ρ(e(n)) ∼β
eval(e)|n lim(e).

Démonstration du Lemme 2.3.4
On procède par induction sur e : on suppose que le résultat est vrai pour

les sous-expressions de e, et on construit pour tout m un m-calcul sur e(n)
témoignant du résultat.

– si e = a ∈ A, tout calcul est un singleton, et eval(e) = lim(e) = a, donc le
résultat est vrai.

– si e = rs, alors ρ(e(n)) = ρ(r(n)s(n)) ∼β ρ̃[ρ(r(n))ρ(s(n)], mais par
hypothèse de récurrence, il existe αr et αs satisfaisant le lemme pour r et
s. On peut donc choisir αe = β ◦max(αr, αs) pour obtenir le résultat

– si e = r] avec r = r′ω, alors

ρ(e(n)) ∼β ρ̃(ρ(r(n))n) ∼αr ρ̃((eval(r)|n lim(r))n).

Or, eval(r) est idempotent, donc par le Théorème 2.2.14 on sait que
ρ(eval(r)n) ∼β eval(r)]|neval(r). De plus, par le Lemme 2.2.18, pour k >
γ(n), ρ(e(n))(k) = π(e(n)).
Finalement, il existe α (obtenue par composition de αr, β, γ) telle que
pour α(k) ≤ n, ρ(e(n)) = eval(r)] = eval(e), et pour k ≥ α(n), ρ(e(n)) =
π(e(n)) = lim(e). Cela signifie que ρ(e(n)) ∼α eval(e)|n lim(e).

�

Avec ce lemme, on peut conclure la preuve du Lemme 2.3.3 en examinant les
cas suivants :

– Si lim(e) ∈ I, alors eval(e) ∈ I car I est un idéal et eval(e) ≤ lim(e). Pour
tout n, tous les éléments de ρ(e(n)) sont donc dans I, et pour tout k ≥ Kf ,
f(e(k!, n)) =∞. On a donc e ∈ f∞.

– Si lim(e) /∈ I et eval(e) ∈ I, alors f(e(k!, n)) ≈α n. On a donc e ∈ f∞.
– Si lim(e) /∈ I et eval(e) /∈ I, alors f(e(k!, n)) ≈α 0. On a donc e ∈ fB .

�

Remarquons que l’on a montré le lemme suivant :
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Lemme 2.3.5 Si f est reconnue par S, h, I, et eval est la fonction d’évaluation
relative à S, h, alors pour tout e ∈ Oexpr :

e ∈ fB ⇔ eval(e) /∈ I

Ici, fB et f∞ sont les analogues pour les fonctions de coûts des propriétés
« être dans L » et « ne pas être dans L » de la théorie des langages. Cette
notion est maintenant asymptotique, car seulement le comportement à l’infini
(borné ou non) nous intéresse dans le cas des fonctions de coût. Le Lemme 2.3.5
étend la définition de reconnaissance d’un langage par semigroupe classique.
En effet, comme décrit dans la section 2.2.1, pour voir si un mot appartient
à un langage caractérisé par une partie P d’un semigroupe S , on évalue ce
mot dans S et on regarde si le résultat est dans P . Ici, les mots sont remplacés
par des ω]-expressions, puisque le comportement d’une fonction de coût peut
dépendre de données quantitatives, décrites par l’opérateur ]. On évalue ensuite
les ω]-expressions dans le semigroupe de stabilisation, et on regarde si le résultat
est dans I ou non. Remarquons que sans opérateur ] dans les ω]-expressions,
les suites définies sont constantes, et on retrouve la théorie des langages (il faut
complémenter I pour obtenir la partie acceptante).

Contrairement au cas des langages, où l’appartenance d’un mot au langage
peut être définie même pour les langages non réguliers, ici f∞ et fB sont définies
uniquement si f est régulière. Sans cela, on ne peut pas définir la sémantique de
l’opérateur ω, puisqu’il effectue la puissance idempotente dans un semigroupe
particulier. Plus précisément, la constante Kf définie dans l’énoncé du Lemme
2.3.3 peut ne pas exister si f n’est pas régulière.

2.3.5 Congruence syntactique pour les fonctions de coût
Définition 2.3.6 Soit f une fonction de coût régulière, on note

e
f e
′ si (e ∈ fB ⇔ e′ ∈ fB). On définit finalement

e ≡f e′ si ∀C[x] ∈ COE, C[e]
f C[e′]

Remarque 2.3.7 Si u, v ∈ A∗, et L est un langage régulier, alors u ∼L v si et
seulement si u ≡χL v ( ∼L étant la congruence syntactique de L). En ce sens,
≡ étend la congruence syntactique des langages.

Définition 2.3.8 Soit f une fonction de coût régulière, et S un semigroupe de
stabilisation. On dit que S est le semigroupe de stabilisation minimal de f s’il
divise tout semigroupe de stabilisation reconnaissant f . Cela signifie que tout S′
reconnaissant f possède un sous-semigroupe de stabilisation S′′ tel qu’il existe
un morphisme surjectif de semigroupes de stabilisation π : S′′ → S.

On va montrer que ≡f est une congruence syntactique sur Oexpr, c’est-à-dire
que Oexpr/≡f est le semigroupe de stabilisation minimal de f .

Si f est une fonction de coût régulière, soit Sf = Oexpr/≡f , l’ensemble des
classes d’équivalence de Oexpr pour la relation ≡f .
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Lemme 2.3.9 On peut munir Sf d’une structure de semigroupe de stabilisation
Sf = 〈Sf , ·,≤, ]〉.

Démonstration On note e la classe d’équivalence d’une ω]-expressions pour
la relation ≡f .

On définit · et ] sur Sf de manière naturelle, par e1 · e2 = e1e2, et si e
idempotent, e] = eω].

Il faut montrer que ces opérations sont bien définies, c’est-à-dire que le
résultat ne dépend pas du choix des représentants.

Soit e′1 ≡f e1. On veut montrer que e1e2 = e′1e2 (c’est suffisant par symétrie).
Soit C[x] un contexte, et C ′[x] = C[xe2]. Alors C ′[e1]
f C

′[e′1] par définition
de ≡f . Donc C[e1e2] = C[e′1e2]. C’est vrai pour tout contexte C[x] donc on a
bien e1e2 ≡f e′1e2.

Soit e′ ≡f e, avec e idempotent pour ·. On veut montrer que eω] ≡f e′ω].
Soit C[x] un contexte, et C ′[x] = C[xω]]. Alors C ′[e]
f C

′[e′] par définition de
≡f . Donc C[eω]] = C[e′ω]]. C’est vrai pour tout contexte C[x] donc on a bien
eω] ≡f e′ω].

Finalement, on peut définir ≤ comme étant le plus petit ordre satisfaisant
les axiomes des semigroupes de stabilisation, c’est-à-dire compatible avec · et ],
et tel que pour tout s ∈ E(Sf ), s] ≤ s.

�

Théorème 2.3.10 Sf est le semigroupe de stabilisation minimal de f .

Démonstration On montre que Sf est quotient d’un sous-semigroupe de
stabilisation de tout semigroupe de stabilisation reconnaissant f .

Soit S = 〈S, ·,≤, ]〉 , h : A→ S et I un idéal de S tel que S, h, I reconnaît f .
Soit 〈h(A)〉] la clôture de h(A) par produit et stabilisation dans S.
Quitte à considérer seulement un sous-semigroupe de stabilisation de S, on

peut supposer que 〈h(A)〉] = S.
On reprend la fonction eval de la preuve du Lemme 2.3.3, définie par rapport

à S, h. On peut remarquer que eval : Oexpr→ S est maintenant surjective.

Lemme 2.3.11 Si e, e′ ∈ Oexpr sont tels que eval(e) = eval(e′), alors e ≡f e′.

Démonstration du Lemme 2.3.11 Soit C[x] un contexte, on veut montrer
que C[e]
f C[e′].

Par induction sur C[x], il est facile de voir que eval(C[e]) = eval(C[e′]).
Or, en appliquant le Lemme 2.3.5 à C[e] et C[e′], on obtient C[e] ∈ fB ⇔

eval(C[e]) /∈ I ⇔ eval(C[e′]) /∈ I ⇔ C[e′] ∈ fB . On a donc montré C[e]
f C[e′],
et donc e ≡f e′. �

On peut maintenant définir un morphisme surjectif de semigroupes de stabili-
sation φ : S→ Sf par φ(eval(e)) = e. On définit également la relation associée ≡
sur S par x ≡ y si φ(x) = φ(y). On peut donc remarquer que Sf est isomorphe
à S/ ≡.
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Il reste à montrer que Sf reconnaît bien f . Soit If = φ(I), hf = φ+ ◦ h, et
ρf compatible avec Sf . Par le Lemme 2.2.28, φN ◦ ρ ∼ ρf ◦ φ+. Ceci signifie qu’il
existe α tel que pour tout u ∈ S+, φN(ρ(u)) ∼α ρf (φ+(u)).

En particulier, pour tout u ∈ A+, φN(ρ(h(u))) ∼α ρf (φ+(h(u))), et donc
If [φN(ρ(h(u)))] ≈α If [ρf (φ+(h(u)))].

Mais If = φ(I), donc If [φN(ρ(h(u)))] = I[ρ(h(u))]. Finalement, on a bien
If [ρf (hf (u))] ≈α I[ρ(h(u))] = f(u) c’est-à-dire Sf , hf , If reconnaît f .

�

2.3.6 Procédure de minimisation
Si l’on dispose d’un semigroupe de stabilisation S = 〈S, ·,≤, ]〉 qui reconnait

f , on voudrait pouvoir obtenir Sf à partir de S de manière effective, notamment
pour pouvoir ensuite décider des propriétés de f par l’étude de Sf .

Lemme 2.3.12 La relation ≡, définie dans la preuve du Théorème 2.3.10 par
eval(e) ≡ eval(e′) si e ≡f e′, est la plus grande relation sur S = 〈h(A)〉] vérifiant
pour tout x, y ∈ S :

(Prop)


(1) x ≡ y ⇒ (x ∈ I ⇔ y ∈ I)
(2) x ≡ y ⇒ ∀a ∈ S, a · x ≡ a · y
(3) x ≡ y ⇒ ∀a ∈ S, x · a ≡ y · a
(4) x ≡ y ⇒ x] ≡ y]

Démonstration On montre d’abord que ≡ vérifie (Prop) : les propriétés (2),
(3) et (4) sont garanties par le fait que φ est un morphisme de semigroupes de
stabilisation. La propriété (1) se déduit du fait que pour tout ω]-expression e,
eval(e) ∈ I ⇔ e ∈ f∞. En conséquence, si x = eval(ex) et y = eval(ey) sont tels
que ex ≡f ey, alors x ∈ I ⇔ ex ∈ f∞ ⇔ ey ∈ f∞ ⇔ y ∈ I.

On montre maintenant que c’est la plus grande relation vérifiant (Prop). On
suppose qu’il existe une relation � vérifiant (Prop), et a � b tels que a 6≡ b.

Cela signifie qu’il existe ea, eb ∈ Oexpr avec a = eval(ea), b = eval(eb), et
ea 6≡f eb. Il existe donc un contexte C[x] avec par exemple C[ea] ∈ fB et
C[eb] ∈ f∞. Cela est équivalent à eval(C[ea]) /∈ I et eval(C[eb]) ∈ I. Or, les
propriétés (Prop) sont préservées par produit et stabilisation donc eval(ea) �
eval(eb) =⇒ eval(C[ea]) � eval(C[eb]). Ceci contredit la propriété (1), c’est
absurde. La relation ≡ est donc bien la plus grande relation vérifiant (Prop). �

Corollaire 2.3.13 On peut minimiser un semigroupe de stabilisation en temps
polynomial.

Démonstration On commence par générer le sous-semigroupe de stabilisation
engendré par h(A). Cela nous permet de retirer les éléments inaccessibles de S.
Cette procédure est quadratique en |S| (il suffit de tester tous les produits et
les ] à disposition, jusqu’à ce qu’on ne génère plus de nouvel élément), et nous
permet de supposer dorénavant S = 〈h(A)〉].
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On va ensuite décrire un algorithme nous permettant de définir une relation
d’équivalence sur S.

Initialement, on pose ≡ = S × S : tous les éléments sont en relation.
On va ensuite itérativement retirer les couples (x, y) qui ne vérifient pas

(Prop) de la relation ≡.
On réitère cette opération jusqu’à ce que la relation ≡ vérifie (Prop) pour

tous x, y ∈ S. On obtient ainsi la plus grande relation vérifiant (Prop). Le
nombre d’étapes est en O(|S|2), puisqu’on retire au moins un couple à chaque
étape, et les conditions (2) et (3) demandent un temps de vérification en O(|S|),
donc l’algorithme a une complexité O(|S|3).

Cet algorithme est un calcul de plus grand point fixe : soit T = 2S2 le
treillis des parties de S2, ordonné par l’inclusion. Soit g : T → T la fonction qui
supprime les couples ne vérifiant pas (Prop) dans un ensemble de couples X
donné un argument. Alors la fonction g est monotone pour l’inclusion : si X ⊆ Y ,
alors tout couple supprimé dans Y le sera aussi dans X (s’il est présent), et par
conséquent g(X) ⊆ g(Y ). Le théorème du point fixe de Kleene nous assure que
l’algorithme calcule le plus grand point fixe de g, c’est -à-dire la plus grande
relation vérifiant (Prop). Par le Lemme 2.3.12, cette relation est celle utilisée
précédemment pour obtenir Sf comme S/ ≡. On a donc obtenu une description
de Sf , en identifiant les éléments équivalents pour ≡. �

2.3.7 Cas des fonctions de coût non régulières
Dans le cas des langages, la congruence syntactique est encore bien définie,

et présente toujours un nombre infini de classes d’équivalence si le langage n’est
pas régulier.

On a vu que dans le cas de fonctions de coût, il faut disposer d’un semigroupe
de stabilisation fini reconnaissant f pour définir la sémantique de l’opérateur ω,
et donc la congruence syntactique. Ce fait représente une première différence
avec les langages.

On va voir que la différence se situe à un niveau plus profond que ce point
technique.

On pourrait oublier la contrainte selon laquelle ] se définit uniquement sur
les idempotents. Ceci reviendrait à définir l’ensemble Expr des ]-expressions (tel
qu’originellement défini par Hashiguchi [Has90]) comme

e := a ∈ A | ee | e].

On pourrait ensuite définir pour toute fonction de coût f une relation ∼f
sur les expressions : e ∼f e′ si pour tout contexte C[x] sur les ]-expressions,
{f(C[e])(n), n ∈ N} est borné si et seulement si {f(C[e′])(n), n ∈ N} est borné.
En particulier, si f est régulière reconnue par S, la relation ∼f restreinte aux
]-expressions bien formées pour S coïncide avec ≡f . Par contre, on peut alors
avoir des classes d’équivalence de ∼f qui ne correspondent pas à des éléments
de S.
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Exemple 2.3.14 Sur A = {a}, soit f(u) =
{
|u| si |u| pair
0 sinon

Alors le semigroupe de f a 4 éléments : a, aa, (aa)] et (aa)]a, avec I ={
(aa)]

}
. La ]-expression a] ne correspond à aucun de ces éléments : la cause

en est qu’elle n’appartient ni à fB, ni à f∞, car la suite f(e(n)) a deux valeurs
d’adhérence : 0 et ∞.

En général, Expr/∼f a donc plus d’éléments que Oexpr/≡f (ce dernier
n’étant défini que si f est régulière).

Cependant, si f n’est pas régulière, il est possible que Expr/∼f soit fini, ce
qui est complètement contraire à ce qui se passe en théorie des langages sur mots
finis.

Exemple 2.3.15 Soit f(u) = mine∈Expr {|e|,∃n ∈ N, u = e(n)}. Alors ∼f n’a
qu’une seule classe d’équivalence : f(C[e](n)) est toujours borné par |C[e]|, et
donc toutes les expressions sont équivalentes. Il en résulte que Expr/∼f n’a
qu’un seul élément, et ne peut donc pas contenir de semigroupe de stabilisation
reconnaissant f : un semigroupe de stabilisation à un seul élément reconnait la
fonction constante 0 si I = ∅ et ∞ sinon. Ceci nous donne une preuve que f
n’est pas régulière.

En revanche, la situation ici est similaire à celle des langages de mots infinis, où les
objets algébriques généralisant les semigroupes sont les ω-semigroupes. En effet,
si deux langages de mots infinis coïncident sur les mots ultimement périodiques,
alors leurs congruences syntactiques ne permettent pas de les distinguer [Arn85].
Ainsi le langage constitué des mots ultimement périodiques ne définira qu’une
seule classe d’équivalence, de manière analogue à l’exemple ci-dessus.

2.3.8 Détails techniques sur les ω]-expressions
On donne ici quelques propriétés permettant de mieux comprendre comment

se comportent les ω]-expressions. La Proposition 2.3.17 permet de faire le lien
avec la variante de ]-expression introduite précédemment dans [CKL10], et
les Lemmes 2.3.16 et 2.3.18 décrivent certaines invariances respectées par les
ω]-expressions.

Lemme 2.3.16 Si E ≡f E′, alors pour tout contexte C1[x], C1[E] ≡f C1[E′].

Démonstration Soit E,E′ et C1[x] définis par l’énoncé du lemme. Soit C[x]
un contexte. on définit C ′[x] = C[C1[x]]. La définition de la relation ≡f implique
C ′[E]
f C

′[e′]. D’où C[C1[e]]
f C[C1[E′]].
C’est vrai pour tout C[x] donc C1[E] ≡f C1[E′].

�

Proposition 2.3.17 La relation ≡f ne change pas si on restreint les contextes
à ne comporter qu’une occurrence de x, comme c’est le cas dans [CKL10].
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Démonstration Soit ≡′f la relation d’équivalence limitée aux contexte ne
contenant qu’une seule occurence de x. Il suffit de montrer E ≡′f E′ =⇒ E ≡f
E′, car la réciproque est triviale.

Supposons E ≡′f E′, et soit C[x1, x2] un contexte avec deux occurences de
x, étiquetées x1 et x2. Alors C[E] = C[x1 ← E, x2 ← E] 
f C[x1 ← E, x2 ←
E′]
f C[x1 ← E′, x2 ← E′] = C[e′]. La généralisation à un nombre arbitraire
d’occurences de x est évidente, et on obtient donc E ≡f E′. �

Le lemme suivant sera utile dans certaines preuves pour des raisons techniques,
mais c’est également une assertion intuitive qui permet de mieux comprendre
les phénomènes à l’oeuvre dans les fonctions de coût en général.

Lemme 2.3.18 (Désynchronisation) Soit f une fonction de coût régulière,
et e ∈ Expr, bien formée pour Sf , contenant N opérateurs de stabilisation,
numérotés ]1, . . . , ]N . Pour tout i ∈ {1, . . . , N}, soit σi une fonction N → N
avec σi(n)→∞. Alors

f(e[]i ← σi(n) pour tout i])→∞⇔ f(e(n))→∞.

En d’autres termes, on peut remplacer certains des exposants n par n’importe
quelle fonction de n tendant vers l’infini. Ceci ne change pas la nature de la
suite relativement à f .

Démonstration Le résultat est intuitif : puisqu’on travaille toujours modulo
≈, grandir à des vitesses différentes a un effet sur les fonctions de correction,
mais pas sur le comportement qualitatif du type « être borné ou pas ».

On introduit une notation qui permettra de simplifier les explications. Si an
et bn sont deux expressions qui contiennent la variable libre n, et à valeur dans
N, on dira que an ./

n→∞
bn si lim sup an =∞⇔ lim sup bn =∞.

On peut remarquer qu’ici, toutes les suites seront soit bornées, soit tendant
vers l’infini, grâce à la contrainte stipulant que e est bien formée pour Sf . Par
exemple e peut être obtenue à partir d’une ω]-expression, en remplaçant ω par
Kf !.

On notera en = e[]i ← σi(n) pour tout i]. On veut montrer que f(en) ./
n→∞

f(e(n)). Soit ρ compatible avec Sf .
On va montrer qu’il existe α tel que pour tout n, ρ(en) ∼α ρ(e(n)), ce qui

précise le résultat. On procède par induction sur N . Si N = 0, alors en = e(n)
donc le résultat est trivial.

On suppose le résultat vrai pour k < N (avec la fonction α<), et on choisit
]N un opérateur de stabilisation extérieur (c’est-à-dire non imbriqué sous un
autre ]). On peut écrire e = rs]N t, avec r, s, t ∈ Expr, bien formées pour Sf , et
eval(s) ∈ E(Sf ).

Par récurrence, il existe des n-calculs de hauteur bornée, et de valeur ρ(r(n)),
ρ(s(n)) et ρ(t(n)) sur rn, sn et tn respectivement. On peut ensuite combiner ces
arbres au moyen de deux noeuds binaires et d’un noeud idempotent/stabilisant
de la manière suivante :

45



ρ(e(n))

ρ(r(n))ρ(s](n))

ρ(r(n)) ρ(s](n))

ρ(s(n))

rn (sn)σN (n)

tn

L’arbre ainsi construit utilise parfois n comme seuil, parfois σN (n). Plus péci-
sément, c’est un n-sous-calcul et un σN (n)-sur-calcul. La suite de valeurs ainsi
générée à la racine est donc ∼-équivalente à ρ(e(n)), tandis que le mot de feuilles
est en. Ceci achève la preuve de ρ(en) ∼ ρ(e(n)) �

2.4 Logiques de coût
2.4.1 La logique CFO

On étend la logique du premier ordre pour lui permettre de définir des
fonctions de coût au lieu de langages. On appelle cette logique CFO (pour « Cost
First-Order »), et elle est définie par la grammaire suivante :

ϕ := a(x) | x = y | x < y | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | ∃x.ϕ | ∀x.ϕ | ∀≤Nx.ϕ

où a est à valeur dans A, et N est une unique variable libre à valeur dans N.
Les variables sont à valeurs dans les positions du mot d’entrée, ordonnées

par <. Cela signifie que si le mot d’entrée est de longueur n, les variables sont à
valeurs dans [0, n− 1]. Les opérateurs booléens ∧ (ET) et ∨ (OU) ainsi que les
quantificateurs ∃,∀ ont la signification habituelle. Le nouveau prédicat ∀≤Nx.ϕ
signifie que ϕ doit être vérifiée pour tout x, sauf pour au plus N « erreurs ».

On remarque que les négations, présentes dans FO ont été ici poussées aux
feuilles. Ceci sert à garantir le fait que les prédicats ∀≤Nx.ϕ apparaissent toujours
positivement dans les formules de CFO. On peut aussi autoriser les négations,
mais en imposant cette contrainte de positivité pour les prédicats ∀≤Nx.ϕ. On
peut donc définir l’implication ϕ ⇒ ψ à condition que ϕ ne contienne pas de
prédicat ∀≤Nx, en poussant aux feuilles les négations dans ϕ (chaque opérateur
possède un dual excepté ∀≤N ).

On peut définir les opérateurs ¬a, 6=,≤ au moyen de ceux de la grammaire.
Par exemple ¬a(x) = ∨b6=ab(x).

Soit u ∈ A+, n ∈ N, et ϕ une formule fermée. On dit que (u, n) est un modèle
de ϕ (noté (u, n) |= ϕ) si ϕ est vraie sur la structure u, avec n comme valeur de
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N (i.e. le nombre d’erreurs autorisé pour chaque opérateur ∀≤N ). Si x est libre
dans ϕ, on doit aussi lui donner une valeur, et on peut écrire (u, n, i) |= ϕ, où
i ∈ N est la valeur donnée à x.

On peut maintenant associer une fonction de coût [[ϕ]] : A+ → N∞ à toute
formule close ϕ de CFO par :

[[ϕ]](u) := inf {n ∈ N : (u, n) |= ϕ} .

On dit que [[ϕ]] est la fonction de coût reconnue par ϕ. Comme d’habitude,
ces fonctions de coût sont considérées seulement modulo ≈.

Exemple 2.4.1 Soit a ∈ A et ϕ = ∀≤Nx.¬a(x). On a alors [[ϕ]](u) = |u|a.

2.4.2 La logique CMSO
On définit CMSO (Pour « Cost Monadic Second-Order ») comme une exten-

sion de FO, où l’on peut aussi quantifier sur les ensembles. La syntaxe de CMSO
est donc :

ϕ := a(x) | x = y | x < y | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | ∃x.ϕ | ∀x.ϕ | ∀≤Nx.ϕ |
∃X.ϕ | ∀X.ϕ | x ∈ X | x /∈ X.

La sémantique des formules CMSO est définie de la même manière que pour FO :
si u ∈ A+ et n ∈ N, on dit que (u, n) |= ϕ si ϕ est vraie sur la structure u, avec
n comme valeur pour N . On définit alors [[ϕ]](u) := inf {n ∈ N : (u, n) |= ϕ} .

Comme pour CFO, on peut définir l’implication ϕ⇒ ψ à condition que ϕ ne
contienne pas de prédicat ∀≤Nx.ϕ.

Exemple 2.4.2 Soit A = {a, b}. On définit la formule bloc(X) = ∀x, y, z, (x <
y < z ∧ x ∈ X ∧ z ∈ X) ⇒ y ∈ X) exprimant qu’un ensemble X est formé
de positions consécutives et a(X) = ∀x, x ∈ X ⇒ a(x), exprimant que X ne
contient que des a.

On définit maintenant ϕ = ∀X, (bloc(X) ∧ a(X))⇒ (∀≤Nx, x /∈ X).
Cette formule limite à N le nombre de a consécutifs dans le mot d’entrée.

En conséquence, on a [[ϕ]] = maxblocka, définie dans la Section 1.3.

Cette logique a été introduite dans [Col11], d’une manière légèrement diffé-
rente, comme une extension de MSO par des prédicats |X| ≤ N (où X est une
variable du second ordre) apparaissant positivement dans la formule. Il n’est pas
difficile de voir que ces deux formalismes sont équivalents.
Démonstration Soit CMSO’ la logique MSO enrichi par le prédicat |X| ≤
N , devant toujours apparaître positivement. On peut traduire toute formule
de CMSO en une formule de CMSO en remplaçant toutes les occurences de
« ∀≤Nx.ϕ(x) » par « ∃X.(|X| ≤ N ∧∀x.(x ∈ X ∨ϕ(x))) », où X est une variable
du second ordre non utilisée dans le reste de la formule. Réciproquement, on peut
aller de CMSO’ à CMSO en remplaçant toutes les occurences de « |X| ≤ N »
par « ∀≤Nx.x /∈ X », où x est une variable du permier ordre non utilisée dans le
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reste de la formule. Ces deux traductions préservent en fait la sémantique exacte,
et pas seulement modulo ≈. �

Dans la suite, on pourra utiliser le prédicat « |X| ≤ N », défini comme
« ∀≤Nx.x /∈ X ».

Théorème 2.4.3 ([Col11]) Les fonctions de coût régulières sont exactement
celles reconnues par les formules de CMSO.

Ce théorème indique la robustesse de la théorie des fonctions de coût : comme
pour les langages, beaucoup de formalismes convergent vers la même notion de
régularité.

2.4.3 Lien avec les langages
Remarque 2.4.4 Toute formule de FO (resp. MSO) ϕ peut être vue comme
une formule CFO (resp. CMSO). Dans ce cas, si L était le langage défini par ϕ,
alors ϕ en tant que formule de coût reconnaît la fonction de coût [[ϕ]] = χL.

Lemme 2.4.5 Si ϕ est une formule de CFO (resp. CMSO) telle que [[ϕ]] ≈ χL
pour un langage L, alors L est définissable par une formule de FO (resp. MSO).

Démonstration [[ϕ]] ≈ χL signifie qu’il existe n ∈ N tel que pour tout u ∈ L,
[[ϕ]](u) ≤ n, et pour tout u /∈ L, [[ϕ]](u) =∞.

En particulier, tous les prédicats ∀≤Nx.ψ de ϕ sont satisfaits avec N = n,
quand le mot est dans L. On peut donc remplacer chaque occurence de ces pré-
dicats par ∃x1, x2, . . . , xn.∀x.(ψ ∨

∨
i∈[1,n] x = xi), qui explicitent l’emplacement

des n erreurs autorisées : x1, x2, . . . , xn. La formule résultante sera pure FO
(resp. MSO), et reconnaîtra L. �

Corollaire 2.4.6 CMSO est strictement plus expressive que CFO.

Démonstration Il suffit de choisir un langage L MSO-définissable mais pas
FO-définissable, comme (aa)∗. Par le Lemme 2.4.5, χL n’est pas CFO-définissable,
mais par la Remarque 2.4.4 χL est CMSO-définissable. �
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Chapitre 3

Fonctions temporelles

On va s’intéresser ici à une sous-classe des fonctions de coût régulières :
les fonctions temporelles. L’intuition est de ne mesurer que des évènements
consécutifs, ce qui correspond à des intervalles de temps dans l’exécution. L’étude
de ces fonctions est l’objet du papier [CKL10], les résultats de cette section
proviennent de cet article.

On peut signaler que plusieurs modèles quantitatifs d’automates dont l’ob-
jectif était de mesurer des évènements consécutifs ont été considérés dans la
littérature [Kir04, KPV09]. La classe des fonctions de coût régulières permet de
formaliser cette contrainte. Le modèle des desert automata [Kir04] correspond
aux automates temporels décrits ici. La logique Prompt-LTL [KPV09] étend
LTL en imposant une borne globale sur certains temps d’attente. Le lien précis
entre la classe temporelle et Prompt-LTL sera décrit dans la Section 4.5.

3.1 Définition par les automates
Un B-automate (resp. S-automate) avec compteurs Γ est temporel s’il utilise

seulement les actions atomiques {ic, r}Γ (resp. {i, cr}Γ).
C’est-à-dire que les automates temporels doivent actualiser leurs compteurs

à chaque transition : ils ne peuvent pas faire de « pause » (action ε). Cela les
force à ne compter que des évènements consécutifs dans le temps.

On dit qu’une fonction de coût est B-temporelle (resp. S-temporelle) si elle
est reconnu par un B- (resp. S-) automate temporel. On verra plus tard que ces
deux notions coïncident, toujours modulo ≈ (Théorème 3.2.9).

Exemple 3.1.1 Sur l’alphabet A = {a, b}, la fonction maxblocka de la Section
1.3 est B-temporelle, comme le montre l’automate suivant :
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a : ic
b : r

En revanche, la fonction fa : u 7→ |u|a n’est pas B-temporelle.
En effet, supposons que fa est calculée par un B-automate temporel A =

〈Q,A, In,Fin,Γ,∆〉 Soit g la fonction exacte calculée par A, et soit α tel que
fa ≈α g. Soient K = |Q|+ 1 et N = α(K) + 1. Soit R une exécution de A sur
u = (bNa)K de valeur g(u).

Considérons les états de R situés juste avant la lecture de chaque a dans u.
Ils sont au nombre de K, mais K > |Q|, donc au moins deux d’entre eux doivent
correspondre au même état p de l’automate. Ceci nous donne une décomposition
de u en xvy avec |v|a ≥ 1, |v| ≥ N , et l’exécution R est dans le même état p
après x et xv.

x

Rx

v

Rvp

a

p

a y

Ry

a

Soient Rx, Rv, Ry les portions d’exécutions correspondantes. Supposons qu’il
existe un compteur de A qui n’est pas remis à zéro durant Rv, alors il est in-
crémenté durant toute cette portion, et on obtient g(u) ≥ N > α(|u|a). Ceci
contredit g ≈α | · |a. Tous les compteurs doivent donc être remis à zéro du-
rant Rv. On considère maintenant pour tout m ∈ N le mot um = xvmy. On
peut vérifier que |um|a ≥ m, car |v|a ≥ 1. Cependant, pour tout m ∈ N, l’exécu-
tion Rx(Rv)mRy est un témoin de g(um) ≤ g(u) + |v|, et donc {g(um),m ∈ N}
est borné. Or, {fa(um),m ∈ N} n’est pas borné, ce qui est absurde car fa ≈ g.
On obtient donc la contradiction désirée.

3.2 Métronomes et langages uniformes
Dans cette section, on donne une caractérisation des fonctions B-temporelles

et S-temporelles. Cette caractérisation a la particularité de revenir aux langages,
et en particulier à une certaine classe de langages, qu’on appellera « langages
métronomes ».

3.2.1 Définitions
L’idée intuitive qui sous-tend ce chapitre est la mesure du temps au moyen

d’un enrichissement du mot d’entrée par une information unaire. Cette idée est
déjà présente dans [KPV09], sous le nom « alternating-color technique ». On
formalise ici cette notion de manière plus poussée, en établissant notamment le
lien avec les langages réguliers.
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Définition 3.2.1 Un métronome c est un mot sur l’alphabet {␣, ↓}. Le nom
provient du fait qu’un tel objet peut modéliser les battements d’un métronome :
la lettre ␣ décrit un instant de silence, et la lettre ↓ décrit le son produit par
l’aiguille lors d’un battement. Un métronome factorise naturellement le temps
en intervalles :

c = (␣n1−1 ↓)(␣n2−1 ↓) . . . (␣nk−1 ↓)␣m−1.

On utilise cette factorisation pour définir les fonctions :

max−seg(c) = max{n1, . . . , nk,m} ∈ N
min−seg(c) 7→ inf{n1, . . . , nk} ∈ N∞

Remarquons l’asymétrie entre ces deux fonctions, relative au dernier intervalle.
Un métronome c est périodique de période P si n1 = n2 = · · · = nk = P , et

m ≤ P .

On peut remarquer qu’un métronome est périodique de période P si et
seulement si max−seg(c) ≤ P ≤ min−seg(c). De plus, étant donnés n et P , il
existe un unique métronome de longueur n et de période P . On peut remarquer
également que max−seg(c) = valB(hB(c)) + 1, où hB envoie ␣ sur ic et ↓ sur r.
De la même façon, min−seg(c) = valS(hS(c)) + 1 où hS envoie ␣ sur i et ↓
sur cr.

Si u ∈ A+, un métronome sur u est un métronome c de longueur |u|. Dans
ce cas, on note 〈u, c〉 le mot sur l’alphabet A× {␣, ↓}, obtenu en rassemblant u
et c. On notera M (pour « métronome ») l’alphabet A× {␣, ↓}.

Pour L un langage sur M, on définit les fonctions suivantes, de A+ vers N∞ :

〈〈L〉〉B : u 7→ inf{max−seg(c) : c métronome sur u, 〈u, c〉 ∈ L}
〈〈L〉〉S : u 7→ sup{min−seg(c) : c métronome sur u, 〈u, c〉 /∈ L}+ 1

Lemme 3.2.2 Pour tout L ⊆M+, 〈〈L〉〉B ≤ 〈〈L〉〉S.

Démonstration Soit u ∈ M+, on considère le plus petit P tel que le métro-
nome c de période P sur u soit tel que 〈u, c〉 ∈ L. Si une telle période P n’existe
pas, cela signifie que 〈u, ␣|u|〉 /∈ L, et 〈〈L〉〉S(u) = ∞, le résultat est donc vrai
dans ce cas.. Sinon, on a 〈〈L〉〉B(u) ≤ P , et de plus, 〈u, c′〉 6∈ L, où c′ est le
métronome de période P − 1 sur u. D’où 〈〈L〉〉B(u) ≤ P ≤ 〈〈L〉〉S(u). �

On montre que les sémantiques 〈〈·〉〉B et 〈〈·〉〉S peuvent se convertir simplement
en automates temporels :

Fait 3.2.3 Si L est régulier et L (resp. L) est accepté par un automate A à n
états, alors la fonction 〈〈L〉〉B (resp. 〈〈L〉〉S) est reconnu de manière exacte par
un B- (resp. S-) automate temporel B à n états et un compteur.
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Démonstration On a vu que max−seg = valB ◦ hB + 1. Il suffit donc de
remplacer dans A chaque transition de la forme (p, (a, c), q) par une transi-
tion (p, a, hB(c), q) pour obtenir B. La construction pour obtenir un S-automate
est similaire, en partant d’un automate pour le complément de L. �

La définition suivante va permettre de caractériser les fonctions temporelles,
on précisant les propriétés désirables sur de tels langages :

Définition 3.2.4 Un langage α-uniforme (ou simplement uniforme s’il existe
un tel α) est un langage L ⊆ M+ tel que 〈〈L〉〉B ≈α 〈〈L〉〉S. Une fonction f est
α-uniforme s’il existe L α-uniforme tel que 〈〈L〉〉S ≤ f 4α 〈〈L〉〉B. Dans ce cas
on dit que L est α-uniforme pour f . Une fonction de coût est uniforme si elle
est ≈-équivalente à une fonction α-uniforme pour un certain α. On note FU
l’ensemble des fonctions de coût uniformes.

On peut remarquer qu’il est suffisant de montrer que 〈〈L〉〉S 4α 〈〈L〉〉B pour
montrer que L est α-uniforme : le Lemme 3.2.2 donne l’autre direction dans tous
les cas.

Exemple 3.2.5 Soit L ⊆ A+, on pose K =
{
〈u, c〉 : c ∈ L, v ∈ {␣, ↓}|u|

}
. Alors

K est id-uniforme, et témoigne du fait que χL est id-uniforme.

Exemple 3.2.6 On reprend la fonction maxblocka, calculant la taille du plus
gros bloc de a. L’idée « naturelle » serait de choisir le langage M = ((a, ␣) + (b, ↓
))+, et obtenir l’équivalence 〈〈M〉〉B ≈ maxblocka. Cependant, un tel langage M
n’est pas uniforme. Pour s’en rendre compte, considérons les mots bam, avec
m ∈ N. On a maxblocka(bam) = m, mais 〈〈M〉〉S(bam) = 0. Ceci contredit
〈〈M〉〉S ≈ maxblocka.

Cela provient du fait que le métronome témoignant de 〈〈M〉〉B ≈ maxblocka
dépend du mot d’entrée : il attend sur les a et bat sur les b. C’est en contradiction
avec l’intuition importante selon laquelle le métronome mesure le temps, et devrait
pouvoir être choisi indépendant du mot d’entrée.

Il est possible de construire un langage uniforme L pour maxblocka. Ce
langage vérifie que chaque bloc de a contient au plus un battement du métronome :

L = K[((b, ␣) + (b, ↓))K]∗ où K = (a, ␣)∗ + (a, ␣)∗(a, ↓)(a, ␣)∗ .

Soit u ∈ A+, et c un métronome tel que min−seg(c) = n et 〈u, c〉 /∈ L. Il existe
donc un facteur de u de la forme ak contenant deux battements de c. D’où
k ≥ n+ 1, et finalement 〈〈L〉〉S ≤ maxblocka.

Réciproquement, soit u ∈ A+ et c un métronome tel que max−seg(c) = n
et 〈u, c〉 ∈ L. Alors k = maxblocka(u), et u contient un facteur ak. Puisque
〈u, c〉 ∈ L, ce facteur contient au plus un battement. D’où k ≤ 2n−1. On obtient
donc maxblocka < 2〈〈L〉〉B. Finalement, L est α-uniforme pour maxblocka, avec
α : n 7→ 2n.
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3.2.2 Propriétés de clôture
Exprimer une fonction de coût via un langage uniforme permet de pouvoir

utiliser des résultats classiques de théories des langages.

Théorème 3.2.7 Soit L,M ⊆ M+ des langages α-uniformes, B un alphabet
fini, h : A→ B et g : B→ A, des fonctions, étendues canoniquements aux mots.
On a :

– L ∪M est α-uniforme et 〈〈L ∪M〉〉B = min(〈〈L〉〉B , 〈〈M〉〉B),
– L ∩M est α-uniforme et 〈〈L ∩M〉〉S = max(〈〈L〉〉S , 〈〈M〉〉S),
– L◦g = {〈u, c〉 : 〈g(u), c〉 ∈ L} est α-uniforme et 〈〈L◦g〉〉B = 〈〈L〉〉B ◦ g,
– Linf,h = {〈h(u), c〉 : 〈u, c〉 ∈ L} est α-uniforme et 〈〈Linf,h〉〉B = (〈〈L〉〉B)inf,h,
– Lsup,h = M+ \ {〈h(u), c〉 : 〈u, c〉 /∈ L} est α-uniforme et 〈〈Lsup,h〉〉S =

(〈〈L〉〉S)sup,h

Démonstration Les cinq cas suivent le même schéma de preuve. On traite ici
le cas de l’inf-projection. On a

(〈〈Linf,h〉〉B)(v) = inf{max−seg(c) : 〈v, c〉 ∈ Linf,h}
= inf{max−seg(c) : 〈u, c〉 ∈ L, h(u) = v}
= inf{inf{max−seg(c) : 〈u, c〉 ∈ L} : h(u) = v}
= (〈〈L〉〉B)inf,h(v)

Il reste à montrer que si L est α-uniforme, alors Linf,h l’est aussi. Soit v un mot
sur B et c un métronome témoin de 〈〈L〉〉B(v) = n, i.e. tel que 〈v, c〉 ∈ Linf,h
et max−seg(c) = n. Soit c′ un métronome sur v tel que min−seg(c′) > α(n),
on doit montrer 〈v, c′〉 ∈ Linf,h. Puisque 〈v, c〉 ∈ Linf,h, il existe u ∈ A+ tel
que v = h(u) et 〈u, c〉 ∈ L. Mais L est α-uniforme, donc 〈u, c′〉 ∈ L. On peut
conclure que 〈v, c〉 ∈ Linf,h. �

Lemme 3.2.8 Sur les alphabets {ic, r} et {i, cr}, valB et valS sont ×2-uni-
formes, avec ×2(n) = 2n.

Démonstration La preuve pour valB est la même que dans l’Exemple 3.2.6,
en remplaçant a par ic et b par r.

On traite ici l’autre cas : on construit L régulier ×2-uniforme pour valS .
On dit qu’un métronome c est compatible avec un mot u sur {i, cr}+ si u et

c ont même longueur et si c bat au plus une fois dans tout bloc de i suivi d’un
cr dans u. Dans la suite, on appellera bloc de u un bloc de i suivi d’un cr dans
u. Soit L = {〈u, c〉, c compatible avec u} :

L = K[((cr, ␣) + (cr, ↓))K]∗K∗ où K = (i, ␣)∗ + (i, ␣)∗(i, ↓)(i, ␣)∗.

On montre que L est ×2-uniforme pour valS . Il suffit de montrer que valS 4
〈〈L〉〉B et 〈〈L〉〉S 4 valS .
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Soit u ∈ {a, b}+, et c un métronome sur u tel que 〈u, c〉 ∈ L et max−seg(c)
est minimal. Soit n = valS(u) la taille du plus petit bloc de u. Si max−seg(c) ≤
bn/2c, alors il y a au moins deux ↓ de c dans le plus petit (donc dans tout) bloc de
u, et donc c n’est pas compatible avec u. On a donc 〈〈L〉〉B(u) = max−seg(c) >
bn/2c = bvalS(u)/2c. C’est vrai pour tout u, donc valS 4×2 〈〈L〉〉B .

On montre maintenant que 〈〈L〉〉S ≤ valS .
Soit u ∈ A+, et c un métronome sur u tel que 〈u, c〉 /∈ L et min−seg(c)

est maximal. 〈u, c〉 /∈ L donc il y a au moins deux ↓ de c dans tout bloc
de u. Il s’ensuit min−seg(c) ≤ valS(u). D’où par définition de c, 〈〈L〉〉S(u) =
min−seg(c) ≤ valS(u). C’est vrai pour tout u donc 〈〈L〉〉S ≤ valS . �

3.2.3 Lien avec les fonctions temporelles
Finalement, le théorème suivant établit une correspondance claire entre

langages uniformes et fonctions de coût temporelles.

Théorème 3.2.9 Si fest une fonction de coût régulière, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. f est uniforme,
2. f est B-temporelle,
3. f est reconnue par un B-automate temporel à un compteur,
4. f est S-temporelle,
5. f est reconnue par un S-automate temporel à un compteur,

Démonstration (1)⇒(3) et (1)⇒(5) sont conséquences du Fait 3.2.3.
(3)⇒(2) et (5)⇒(4) sont triviaux.
(2)⇒(1) :
SoitA = 〈Q,A, In,Fin,Γ,∆〉 un B-automate temporel utilisant les compteurs

Γ = {γ1, . . . , γk}. Une exécution de A est un mot sur l’alphabet B = Q× A×
{ic, r}Γ ×Q. D’après la définition de [[·]]B , pour tout u ∈ A∗ :

[[A]]B(u) = inf
R∈B∗

{max(χK(R), valB ◦ π1(R), · · · , valB ◦ πk(R)) : πA(R) = u}

où K ⊆ ∆∗ est l’ensemble (régulier) des exécutions valides de A ; pour tout
i ∈ [[1, k]], πi projette chaque transition (p, a, ν, q) sur la composante γi de
ν (et est étendue aux mots canoniquement). Finalement πA projette chaque
transition (p, a, ν, q) sur a (également étendue aux mots). D’après l’Exemple 3.2.5,
χK ∈ FU . D’après le Lemme 3.2.8, valB ∈ FU , et par le Théorème 3.2.7, FU
est stable par composition, max et inf-projection. D’où [[A]]B ∈ FU .

(4)⇒(1) : la preuve est identique à celle ci-dessus, la seule différence est que
la fonction χK est remplacée par χK . �

Plus précisément, le Théorème 3.2.7 et le Lemme 3.2.8 permettent d’affirmer
que si une fonction f est donnée par l’une des 5 descriptions du Théorème 3.2.9,
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alors on peut la décrire de n’importe laquelle des quatre autres par une fonction
g telle que f ≈×2 g.

Dans la suite, on dira simplement qu’une fonction de coût f est temporelle
au lieu de B-temporelle ou S-temporelle.

3.2.4 Discussion
On peut remarquer que les langages uniformes permettent de présenter une

fonction de coût comme définie simultanément par un infimum (〈〈·〉〉B) ou un
supremum (〈〈·〉〉S). Cette présentation « auto-duale » autorise à voir une telle
fonction comme un B- ou un S-automate selon les besoins, ce qui est assez
différent des formalismes introduits jusqu’ici.

Une autre nouveauté intéressante est la réduction de la descriptions de cette
classe de fonctions de coût à la théorie des langages, via les langages uniformes.
Ces langages peuvent profiter de tous les résultats classiques, et peuvent être
manipulés sous n’importe quelle forme. On peut donc imaginer des optimisations
des constructions sur les fonctions de coût temporelles, qui résulteraient de cette
réduction.

Il faut cependant garder à l’esprit que deux langages distincts L,L′ peuvent
être tels que 〈〈L〉〉B ≈ 〈〈L′〉〉B (et même 〈〈L〉〉B = 〈〈L′〉〉B). Certaines procédures
qui étaient optimales dans la théorie des langages peuvent perdre ce caractère
sur des langages utilisés pour décrire des fonctions de coût temporelles, car il
faut aussi choisir une bonne représentation. Par exemple la minimisation d’un
automate (ou d’un semigroupe) pour L ne permet a priori pas d’obtenir un objet
minimal pour 〈〈L〉〉B .

On peut également remarquer que les fonctions de coût temporelles présentent
des caractéristiques beaucoup plus simples que dans le cas général : la fonction
de correction ×2 est la seule imprécision commise dans toutes les traductions
(dans le cas général il faut une fonction polynomiale), et un seul compteur sur
les automates suffit pour capturer toute la classe des fonctions temporelles.

Ces résultats montrent que cette classe pourrait être sujette à des applications
pratiques, car elle correspond à une idée naturelle (mesurer le temps), et la
complexité des objets sur cette classe est diminuée, tandis que la précision est
améliorée.

La notion qui sous-tend celle de langage uniforme est l’idée que l’on peut
mesurer une quantité en ajoutant une information unaire à l’environnement
(les battements du métronome). Puisque cette information unaire peut être
lue par un automate classique, celui-ci peut avoir accès à la quantité que l’on
veut mesurer. Cette approche n’est pas forcément limitée au cas des fonctions
temporelles sur les mots finis, et pourrait être étendue à de nombreux autres cas.

3.3 Caractérisation algébrique
On considère une classe de semigroupes de stabilisation, qui servira à carac-

tériser les fonctions de coût temporelles :
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Définition 3.3.1 Soit S = 〈S, ·,≤, ]〉 un semigroupe de stabilisation. S est un
semigroupe temporel s’il ne comporte pas deux J -classes régulières J ≥J J ′

avec J stable et J ′ instable.

On peut remarquer que cette définition est équivalente à la propriété suivante :
pour tout élément stable a de S, pour tout x, y ∈ S, si x · a · y est régulier alors
il est stable.

L’intuition derrière cette définition est la suivante : une J -classe J est stable si
elle est l’image de mots dont la quantité ne nous importe pas : la fonction de coût
reconnue par S ne peut pas faire la différence entre « un peu » et « beaucoup »
d’éléments de J . A contrario, une classe instable représente des éléments dont on
veut mesurer le nombre d’occurences, car la fonction se comporte différemment
suivant qu’il y en a un peu ou beaucoup (a] 6= a).

Cependant, si on avait un élement x · a · y instable alors que a est stable,
cela voudrait dire qu’on veut compter le nombre d’occurence de x · a · y tout en
faisant une « pause » en lisant a. C’est donc ce que l’on veut interdire si l’on se
restreint à mesurer des évènements consécutifs.

Théorème 3.3.2 Soit f une fonction de coût régulière, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) f est temporelle
(2) f est reconnue par un semigroupe temporel
(3) Sf , le semigroupe de stabilisation minimal de f , est temporel

Démonstration
(1)⇒ (2) Soit A = 〈Q,A, In,Fin, γ,∆〉 un B-automate temporel (on peut le

prendre à un seul compteur d’après le Théorème 3.2.9), et f la fonction de coût
reconnue par A.

Le but est de lui associer un triplet SA, h, I qui reconnaît f et tel que SA
est temporel.

On commence par construire un semigroupe temporel qui décrit la sémantique
des actions du compteur de A.

Soit Sγ = 〈Sγ , ·,≤, ]〉 avec Sγ = {ic, r,⊥}.
On pose ⊥ ≤ ic ≤ r, et les opérations · et ] sont représentées par le tableau

suivant :

Figure 3.1 – Produit d’actions

· r ic ⊥ ·]

r r r ⊥ r
ic r ic ⊥ ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

On construit maintenant le semigroupe de stabilisation SA de la manière
suivante :
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Soit S = SQ×Qγ .
Si E,F ∈ S, on définit :

∀p, t ∈ Q, (E · F )(p, t) = max{E(p, q) · F (q, t) : q ∈ Q},

et l’ordre par E ≤ F si pour tous p, q ∈ Q,E(p, q) ≤ F (p, q).
Finalement, pour E idempotent, on définit E] par :

∀p, q ∈ Q,E](p, q) = max{E(p, t) · E(t, t)] · E(t, q) : t ∈ Q}.

On définit maintenant SA ⊆ S de la manière suivante. Soit h : A→ S définie
par h(a)(p, q) = max{σ/(p, a, σ, q) ∈ ∆} pour tout a ∈ A et p, q ∈ Q. Soit
SA = 〈h(A)〉] l’ensemble de tous les éléments pouvant être obtenus à partir des
éléments de h(A) par produit et stabililsation.

Théorème 3.3.3 ([Col09]) SA = 〈SA, ·,≤, ]〉 est un semigroupe de stabilisa-
tion, et en prenant I = {E ∈ SA : ∀(p, q) ∈ In × Fin, E(p, q) = ⊥}, SA, h, I
reconnaît [[A]]B.

Il nous reste à montrer que SA est temporel.

Lemme 3.3.4 Soit E idempotent et p, q ∈ Q, alors il existe t ∈ Q tel que
E(p, q) ≤ E(p, t) · E(t, t) · E(t, q).

Démonstration Soit k = |Q|+ 1. Puisque E est idempotent, on peut écrire
E = E · · ·E = Ek, produit de longueur k. Par définition du produit dans SA,
Ek(p, q) = max {E(p, p1) · E(p1, p2) . . . E(pk−1, q), p1, . . . , pk−1 ∈ Q}.

Soit p1, . . . , pk−1 la suite d’états réalisant le maximum ci-dessus. On pose
p0 = p et pk = q. Pour tout i ∈ [1, k], soit ai = E(pi−1, pi). Alors E(p, q) =
a1 · · · ak. Mais k > |Q| donc il existe des entiers j, l tels que 1 < j < l < k
et pj = pl = t. De plus, en réutilisant l’idempotence de E et la définition du
produit via un maximum, on obtient E(p, t) ≥ a1 · · · aj , E(t, t) ≥ aj+1 · · · al et
E(t, q) ≥ al+1 · · · ak. On en conclut E(p, q) ≤ E(p, t) · E(t, t) · E(t, q). �

Lemme 3.3.5 Soit J une J -classe de SA, alors J est instable si et seulement
s’il existe E ∈ J idempotent et p, q ∈ Q tels que E(p, q) = ic.

Démonstration Soit J une J -classe instable, il existe E ∈ J idempotent avec
E] 6= E. Mais E] ≤ E, donc il existe p, q ∈ Q tels que E](p, q) < E(p, q)

D’après le Lemme 3.3.4, il existe t ∈ Q tel que E(p, q) ≤ E(p, t)·E(t, t)·E(t, q).
Mais E](p, q) ≥ E(p, t) ·E(t, t)] ·E(t, q), donc E(p, t) ·E(t, t) ·E(t, q) < E(p, t) ·
E(t, t)] · E(t, q). Ceci entraine E(t, t)] 6= E(t, t), et finalement E(t, t) = ic. On
a montré l’implication ⇒ du lemme. On a même obtenu en résultat un peu plus
précis : on peut prendre p = q dans l’énoncé du Lemme.

Réciproquement, soit E ∈ J idempotent et p, q ∈ Q tel que E(p, q) = ic Si
on suppose J stable, on obtient E] = E donc E](p, q) = ic. D’après la définition
de E], il existe t ∈ Q tel que ic = E(p, t) ·E(t, t)] ·E(t, q). D’après la définition du
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produit dans Sγ , ceci implique E(p, t) = E(t, t)] = E(t, q) = ic, et en particulier
E(t, t)] = ic, ce qui est impossible d’après la Figure 3.1.

J est donc instable, ce qui complète la preuve du lemme.
�

On combine maintenant ces lemmes pour montrer que SA est temporel.
Soient J et J ′ deux J -classes régulières de SA avec J ≥J J ′ et J stable.

D’après le Lemme 3.3.5, pour tout E ∈ J idempotent, pour tous s, t ∈ Q, on a
E(s, t) 6= ic.
Soit E′ ∈ J ′, J ≥J J ′ donc il existe E ∈ J,A,B ∈ SA, E′ = A · E · B.
Supposons qu’il existe p, q ∈ Q,E′(p, q) = ic. Dans ce cas il existe s, t ∈ Q
tel que ic = A(p, s) · E(s, t) · B(t, q). La table de porduit du semigroupe Sγ
implique E(s, t) = ic, ce qui est absurde. Notons que c’est seulement ici que l’on
utilise l’hypothèse selon laquelle l’automata A est temporel. Avec un B-automate
général, on aurait pu avoir E(s, t) = ε, et par exemple A(p, s) = ic. E′ ne peut
pas contenir d’élément ic, c’est donc un idempotent stable d’après le Lemme
3.3.5. J ′ est donc une classe stable. On a montré que SA est temporel, car si
J ≥J J ′ et J est stable, alors J ′ est stable.

(1)⇒ (2)
On veut maintenant associer un B-automate temporel à tout semigroupe tem-

porel. Soit S = 〈S, ·,≤, ]〉 un semigroupe temporel, et ρ une fonction compatible
avec S.

Définition 3.3.6 On pose

Instab = {x ∈ S : ∃e ∈ E(S), e] 6= e and e ≤J x}.

Instab est donc une union de classes instables ou irrégulières, incluant toutes les
classes instables. On définit Stab comme son complément, qui contiendra donc
toutes les classes stables et possiblement des classes irrégulières.

Remarque 3.3.7 Dans la partie stable, S est en fait un semigroupe classique,
et admet donc le produit comme fonction compatible. On peut en conclure qu’il
existe η tel que

∀u ∈ Stab+, ρ(u) ∼η π(u).

Soit f reconnue S, h, I, avec I un idéal de S et h : A→ S.
Soit αρ donné par le Théorème 2.2.14.
On construit un B-automate temporel A = 〈Q,A, In,Fin, {γ},∆〉 qui recon-

naît f . Si u est un mot lu par notre automate, on veut trouver les facteurs de u
qui s’évaluent en un idempotent instable répété un grand nombre de fois. On
pourra ainsi stabiliser cet élément dans S.

L’idée est de deviner de tels facteurs de manière non déterministe, de compter
leur longueur au moyen d’incréments, et de leur appliquer l’opérateur ] quand
ils deviennent trop longs.

On choisit Q = ({1} ∪ Stab)× ({1} ∪ Instab)× ({1} ∪ Instab).
Ceci correspond à découper le mot lu jusqu’à présent de la manière suivante :
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Stab
s

Instab
a p

Instab
b

Où b est le facteur idempotent qui va se répéter. La seule position à deviner
de manière non déterministe est p .

La table de transitions ∆ de A est définie par l’ensemble suivant :

{((s, a, 1), l, ic, (s, a · h(l), 1)) : a · h(l) ∈ Instab} (1)⋃
{((s, a, b), l, ic, (s, a, b · h(l))) : a · b · h(l) ∈ Instab} (2)⋃ {((s, a, b), l, r, (s · a · (b · h(l))], 1, 1)) :
a · b · h(l) ∈ Instab, b · h(l) idempotent}

(3)⋃
{((s, a, b), l, r, (s · a · b · h(l), 1, 1)) : a · b · h(l) ∈ Stab} (4)

On choisit In = {(1, 1, 1)} (rien n’a encore été lu) et Fin = {(s, a, b), s ·a · b /∈ I}
(l’élément correspondant à l’évaluation du mot lu ne doit pas être dans I).

On commence par montrer que f 4α [[A]]B , pour un certain α. Soit u ∈ A+, et
R une exécution valide deA sur u terminant dans l’état (s, a, b). Soit n = valB(R),
q = s · a · b /∈ I, et w = h(u) ∈ S+. Par définition de A, w peut être factorisé
en x1y1z1 . . . xkykzk avec q = π(x1y1) · π(z1)] · · ·π(xkyk) · π(zk)], et pour tout
j ∈ [1, k], π(xj) ∈ Stab ∪ {1}, π(yj) ∈ Instab ∪ {1}, et π(zj) idempotent instable
avec |yjzj | ≤ n (on suppose sans perte de généralité que la dernière transition
est de type (3)). Les transitions utilisées pour la lecture des xj sont de types
(1), (2) et (4) ; celles correspondant aux yj sont de type (1), et finalement, celles
des zj sont de type (2) avec une de type (3) à la fin (qui stabilise le facteur).

Pour i ∈ [1, k], soit ai = π(xiyi) · π(zi)]. Alors ai ∈ Stab. On peut donc
construire un n-calcul t sur a1 . . . ak qui n’utilise pas de noeud de stabilisation,
de profondeur au plus H = 3|Stab| et de valeur q.

De même, pour tout i ∈ [1, k] on peut construire un n-calcul sur xi ∈ Stab
de valeur π(xi), et sur yi de valeur vi. Or, les yi ont longueur au plus n, donc
on n’aura pas de noeud de stabilisation dans le n-calcul sur yi, d’où vi = π(yi).
En ajoutant un noeud binaire, on obtient un n-calcul sur xiyi de valeur π(xiyi).

zi est également de longueur inférieure à n, donc il existe un n-calcul de
valeur π(zi) sur zi. Cependant, on veut obtenir ai ∈ Stab, donc on va mimer le
comportement de l’automate, et construire en réalité un n-sous-calcul sur zi, de
valeur π(zi)].

On obtient ainsi le n-sous-calcul ti suivant, sur xiyizi, de valeur ai :
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ai

π(xiyi)

π(xi) π(yi)

π(zi)]

xi yi

zi

On construit finalement le n-sous-calcul tu suivant sur u, en combinant t et
les ti :

q

a1 a2

· · ·

ak

x1y1z1

t1

x2y2z2

t2

xkykzk

tk

t

Puisque q /∈ I (et par les Lemmes 2.2.13 et 2.2.23), ce n-sous-calcul est une
preuve que f(u) ≤α n, où α ne dépend pas de u. C’est vrai pour tout R de valeur
n, donc en passant à l’infimum on a bien f(u) 4α [[A]](u). On peut conclure
f 4α [[A]]

Réciproquement, étant donné un mot u et n = f(u), on veut construire une
exécution de A sur u témoignant [[A]](u) ≤β n, pour un certain β (ne dépendant
pas de u).

Lemme 3.3.8 Soit v ∈ A+ un mot, et t un n-calcul de hauteur d ≥ 0 sur h(v).
Soit x la valeur de t, c’est-à-dire l’étiquette de sa racine. Il existe une fonction
de correction αd ne dépendant que de d telle que pour tout état (s0, a0, 1) ∈ Q,
il existe une exécution de A sur v partant de (s0, a0, 1) de valeur au plus αd(n),
et d’état final (s, a, 1) avec s · a = s0 · a0 · x. Si de plus x est instable, on peut
toujours choisir d’arriver dans l’état (s, a, x).

Démonstration On montre le résultat par récurrence sur d. Si d = 0, l’exécu-
tion doit juste emprunter la transition (1) dans le premier cas et la tansition (4)
dans le second, on peut prendre αd(0) = 1. Soit d > 0, on suppose le résultat vrai
pour les hauteurs inférieures à d. On se fixe (s0, a0, 1) ∈ Q, et on veut construire
une exécution respectant les propriétés voulues.
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Il y a trois cas possibles pour la nature du noeud racine de t.
Premier cas : noeud binaire

Supposons que la racine de t est un noeud binaire reliant les sous-arbres t1 et
t2, de feuilles h(u1) et h(u2), et de valeurs x1 et x2. On commence par utiliser
l’hypothèse d’induction sur t1 : il existe une exécution R1 partant de l’état
(s0, a0, 1), de valeur au plus αd−1(n), et arrivant dans un état (s1, a1, 1) avec
s1a1 = s0a0x1. En utilise ensuite de la même manière l’hypothèse d’induction
sur t2, de manière à construire une exécution sur u2 partant cette fois de l’état
(s1, a1, 1). On arrive donc en (s2, a2, 1) avec s2a2 = s0a0x1x2.

De plus, si x = x1x2 est instable, cela signifie que x1 et x2 le sont aussi, et on
peut donc choisir d’arriver dans l’état (s0, a0, x1x2) par hypothèse de récurrence.

En combinant R1 et R2, on construit une exécution R sur u1u2, de valeur
au plus 2αd−1(n), vérifiant les conditions voulues.
Second cas : noeud idempotent

Supposons que la racine de t est un noeud idempotent reliant les sous-arbres
t1 . . . tk avec k ≤ n, de feuilles h(u1) . . . h(uk), et tous de valeur e ∈ E(SA). La
valeur de t est alors e.

De la même manière que précédemment, en utilisant seulement des transitions
de type (1) et (4), on peut construire des sous-exécutions de A sur chacun des
ti, chacune partant du point d’arrivée de la précédente, de valeurs inférieures à
αd−1(n), et effectuant le produit avec e dans l’état courant.

En combinant toutes ces exécutions, on construit une exécutionR sur u1 . . . uk,
de valeur au plus nαd−1(n), vérifiant les conditions voulues.
Troisième cas : noeud de stabilisation

Supposons que la racine de t est un noeud de stabilisation reliant les sous-
arbres t1 · tk avec k > n, de feuilles h(u1) · h(uk), et tous de valeur e ∈ E(SA).

Si e est stable, on peut se contenter de faire le produit comme précédemment,
en utilisant des transitions de type (1) et (4) seulement. Puisque chaque sous-
arbre va induire un reset, l’exécution résultante aura valeur au plus αd−1(n).

On suppose donc e instable dans la suite.
Par hypothèse de récurrence, il existe une exécution R1 de A sur u1, partant

de (s0, a0, 1) et arrivant en (s0, a0, e), de valeur au plus αd−1(n). On change
la dernière transition de cette exécution (de type (2)), de manière à utiliser
plutôt une transition de type (3), et effectuer ainsi un reset. On arrive ainsi
dans l’état (s0a0(e]), 1, 1). On peut repartir de cet état pour construire R2 sur
t2, et de même manière terminer par une transition de type (3). Puisque e] est
idempotent, on revient dans le même état. Cette exécution a valeur au plus
αd−1(n). On réitère ce processus sur touts les ti, pour i ∈ [1, k]. On construit
ainsi une exécution de A sur u1 . . . uk, de valeur au plus αd−1(n), arrivant dans
l’état (s0a0(e]), 1, 1).

Dans tous les cas, on peut prendre αd(n) = max(n, 2)αd−1(n), ce qui conclut
la preuve du Lemme 3.3.8. �

On peut donc terminer la preuve que [[A]](u) 4β f(u).
Par définition de n = f(u), il existe une constante H ∈ N indépendante de u

tel qu’il existe un n-calcul t de hauteur H sur u, et de valeur q /∈ I. Par le Lemme

61



3.3.8, il existe une exécution R de A sur u de valeur au plus αH(n), partant de
l’état (1, 1, 1), et arrivant dans un état (s, a, b) avec s · a · b = q. Puisque q /∈ I,
l’exécution R est acceptante, et est donc un témoin de [[A]](u) ≤ αH(n).

Ceci est vrai pour tout u, on a donc montré [[A]](u) 4β f(u), avec β = αH .
Ceci conclut la preuve de [[A]] ≈ f .

�

Il reste à montrer (2) ⇔ (3) dans le Théorème 3.3.2. Pour ceci, il suffit de
montrer que le caractère temporel est préservé par quotient :

Théorème 3.3.9 Si S est temporel, et ≡ est une congruence sur S, alors S/≡
l’est aussi.

Démonstration On suppose que S/≡ n’est pas temporel. Cela signifie qu’il
existe x, y ∈ E(S/≡) avec x] 6= x, y] = y, et x ≤J y, c’est à dire qu’il
existe s, t ∈ S/≡ avec x = syt . Soit τ la projection canonique de S sur
S/≡, τ est un morphisme de semigroupes de stabilisation, et τ et surjectif. Il
existe b, c, d ∈ S tel que τ(b) = y, τ(c) = s et τ(d) = t. Soit a = cb]d, alors
τ(a) = τ(c)τ(b)]τ(d) = sy]t = syt = x, et par définition a ≤J b].

On a τ(a]) = τ(a)] = x] 6= x = τ(a) donc a] 6≡ a, ce qui implique que a est
instable. Mais a ≤J b], et b] est stable, donc S n’est pas temporel. �

Théorème 3.3.10 Etant donné une fonction de coût régulière f , on peut décider
si f est temporelle.

Démonstration Il suffit de calculer le semigroupe de stabilisation minimal
Sf de f , et de tester si Sf est temporel. La relation J est calculable en tant
polynomial, et il reste ensuite à vérifier que tous les couples d’idempotents
vérifient la condition sur les semigroupes temporels, i.e. si a ≥J b et a stable
alors b stable. Si f est donnée par un automate et non par un semigroupe
de stabilisation, on peut obtenir un semigroupe de stabilisation pour f par le
Théorème 2.2.24, qui est effectif. �

La classe des fonctions de coût temporelles possède donc de nombreuses
propriétés désirables. Elle témoigne de la robustesse de la technnique de Schüt-
zenberger, qui permet de relier la manière dont certaines contraintes se propagent
à travers les différents modèles de reconnaissance. Il est également surprenant que
bien que cette classe soit spécifique aux fonctions de coût (elle n’a pas d’analogue
dans la théorie des langages), on peut la caractériser en termes de langages
réguliers, au moyen des langages métronomes. L”étude de cette classe peut
probablement mener à des applications pratiques, par exemple dans le domaine
de la vérification, puisqu’il est naturel de vouloir borner le temps d’exécution
de programmes, ou le temps d’attente maximal de réaction d’un système à une
requête.
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Chapitre 4

Fonctions de coût
apériodiques

On va maintenant s’intéresser à une autre manière de spécifier des langages
ou des fonctions de coût : la logique temporelle linéaire (LTL). Ce formalisme est
l’un des plus utilisés en pratique, en particulier dans le domaine de la spécification.
En effet, grâce à l’absence de variables, et à un choix d’opérateurs exprimant
des propriétés naturelles, il est relativement facile de spécifier au moyen de
LTL des conditions que l’on veut voir vérifiées par un système. D’un point de
vue théorique, de nombreux résultats satisfaisant ont été obtenus en théorie
des langages. Le problème consistant à vérifier la véracité d’une formule est
PSPACE-complet. On dispose également du théorème suivant :

Théorème 4.0.11 ([Sch65, DG08]) Pour les langages, il est équivalent d’être
reconnu par :

– FO,
– semigroupes apériodiques,
– expressions rationnelles sans étoile (mais avec complémentation),
– LTL.

Ceci permet notamment d’obtenir la décidabilité du problème de l’appartenance à
la classe des langages LTL-définissables. Ce théorème permet également de mettre
en lumière l’utilité des semigroupes dans le contexte des langages rationnels.

On va ici garder l’esprit de ce théorème, en le généralisant à la théorie des
fonctions de coût. Les résultats de cette section proviennent de l’article [Kup11].

4.1 La logique CLTL
On étend la Logique Temporelle Linéaire (LTL), en incluant des notions

quantitatives, pour lui permettre de définir des fonctions de coût et non plus
des langages. Pour ceci, on ajoute un nouvel opérateur U≤N , qui exprime une
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contrainte quantitative. On note CLTL (pour « Cost LTL ») cette nouvelle
logique.

4.1.1 Syntaxe
On commence par définir ici CLTL sur les mots finis, on utilise donc un

opérator Ω qui permet de repérer la fin du mot. Ceci est inhabituel car dans la
littérature, on considère plutôt LTL sur les mots infinis.

Les formules de CLTL sur un alphabet A sont définies par la grammaire
suivante :

ϕ := a | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | Xϕ | ϕUϕ| ϕU≤Nϕ | Ω

Comme dans les logiques CFO et CMSO, N est une variable libre unique qui
compte un nombre d’erreurs.

Les lettres X,U siginifient respectivement « Next », « Until », et U≤N est
une variante de cet opérateur qui autorise des erreurs. L’opérateur quantitatif
U≤N doit apparaitre positivement dans la formule, ce qui explique l’absence de
négation dans la syntaxe. Il serait également possible d’introduire des négations
(notées ¬), en imposant que tous les opérateurs U≤N apparaissent sous un
nombre pair de négations. On pourrait alors obtenir une formule de CLTL sans
négations, en les poussant aux feuilles de la manière suivante, et en annulant les
doubles négations :

– ¬a =
∨
b6=a b ∨ Ω,

– ¬(ϕ ∧ ψ) = (¬ϕ) ∨ (¬ψ),
– ¬(ϕ ∨ ψ) = (¬ϕ) ∧ (¬ψ),
– ¬Xϕ = Ω ∨X(¬ϕ),
– ¬(ϕUψ) = (¬ψ)U(¬ϕ ∨ Ω).

Remarquons que l’on n’a pas besoin d’introduire dans la syntaxe un opérateur
« Release » R pour nier l’opérateur U, car la présence de l’opérateur Ω nous
permet de définir ψRϕ = ϕU(ψ ∨ Ω)). On utilisera la notation R dans la suite.

4.1.2 Sémantique
On veut associer une fonction de coût [[ϕ]] : A∗ → N à toute formule ϕ de

CLTL.
Les formules de CLTL sont évaluées sur des mots, à partir d’une position

précise, et avec une valeur pour N . On dira que (u, n, i) est un modèle de ϕ,
noté (u, n, i) |= ϕ, si ϕ est vraie sur u à partir de la position i, avec n comme
valeur pour N .

Soit u = a0a1 . . . ak, i ∈ N et n ∈ N. On donne une sémantique à la syntaxe
de CLTL, en définissant la valeur de vérité de (u, n, i) |= ϕ par induction sur ϕ :

– (u, n, i) |= a si i ≤ k et ai = a ;
– (u, n, i) |= Ω si i = k + 1 ;
– (u, n, i) |= ϕ ∧ ψ si (u, n, i) |= ϕ et (u, n, i) |= ψ ;
– (u, n, i) |= ϕ ∨ ψ si (u, n, i) |= ϕ ou (u, n, i) |= ψ ;
– (u, n, i) |= Xϕ si (u, n, i+ 1) |= ϕ ;
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– (u, n, i) |= ϕUψ s’il existe j > i tel que (u, n, j) |= ψ et pour tout i ≤ j′ < j,
(u, n, j′) |= ϕ ;

– (u, n, i) |= ϕU≤Nψ s’il existe j > i tel que (u, n, j) |= ψ et pour tout
i ≤ j′ < j sauf au plus n positions, (u, n, j′) |= ϕ ;

Le nouvel opérateur U≤N est donc une variante du Until U, qui autorise au
plus N erreurs.

Si la position d’évaluation i est omise, on utilisera la valeur par défaut 0,
correspondant à la première lettre du mot. Ainsi, (u, n) |= ϕ est une abréviation
pour (u, n, 0) |= ϕ.

On définit la fonction de coût reconnue par une formule ϕ, par

[[ϕ]](u) = inf {n ∈ N : (u, n) |= ϕ}

Remarquons que si (u, n) |= ϕ, alors pour tout k ≥ n, (u, k) |= ϕ, puisque les
opérateurs U≤Napparaissent toujours positivement. En particulier, [[ϕ]](u) = 0
signifie que ∀n ∈ N, (u, n) |= ϕ, et [[ϕ]](u) = ∞ siginifie que ∀n ∈ N, u, n 6|= ϕ
(puisque inf ∅ = ∞). Comme d’habitude, si ϕ est une formule n’utilisant pas
d’opérateur U≤N , c’est une formule LTL classique reconnaissant un langage L,
et [[ϕ]] = χL.

On peut définir true = (
∨
a∈A a)∨Ω and false = a∧Ω (avec a ∈ A quelconque).

On enrichit également la syntaxe des opérateurs temporels par l’opérateur,
« Futur » : Fϕ = trueUϕ (ϕ est vraie à un moment dans le futur) et « Globa-
lement » : Gϕ = ϕUΩ (ϕ est toujours vraie à partir de la position courante),
ainsi que sa version quantitative G≤Nϕ = ϕU≤NΩ, qui signifie que ϕ est vraie
à toute position du mot à partir de la position courante, sauf pour au plus N
erreurs.

Remarque 4.1.1 On aurait pu utiliser la sémantique stricte pour le « Until » :
(u, n, i) |= ϕUψ s’il existe j > i tel que (u, n, j) |= ψ et pour tout i < j′ < j,
(u, n, j′) |= ϕ. Cela aurait permis d’économiser l’opérateur « Next » X, en le
définissant comme Xϕ = falseUϕ.

Exemple 4.1.2 Pour tout u ∈ A∗, a ∈ A, et ϕ,ψ deux formules de CLTL, on
a

– [[a]](u) = 0 si u ∈ aA∗, et ∞ sinon,
– [[Ω]](u) = 0 si u = ε, et ∞ sinon
– [[ϕ ∧ ψ]] = max([[ϕ]], [[ψ]]), et [[ϕ ∨ ψ]] = min([[ϕ]], [[ψ]])
– [[Xϕ]](au) = [[ϕ]](u), [[Xϕ]](ε) =∞
– [[true]] = 0, et [[false]] =∞
– [[G≤N (¬a)]](u) = |u|a

On utilisera les formules de CLTL pour décrire des fonctions de coût, donc
les sémantiques [[ϕ]] sont toujours considérées modulo ≈.
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4.2 De CLTL aux B-automates
On donne dans cette section une traduction directe des formules de CLTL aux

B-automates : étant donnée une formule φ de CLTL, on construit un B-automate
Aφ tel que [[φ]] ≈ [[Aφ]]. On va en fait faire mieux et obtenir [[φ]] = [[Aφ]], sous
réserve d’autoriser des B-actions non-atomiques sur les transitions, comme par
exemple icricic. On peut contracter ces actions en actions atomiques (ici r),
ce qui résulte en l’affaiblissement de [[φ]] = [[Aφ]] en [[φ]] ≈ [[Aφ]].

Cette construction est une généralisation de la traduction classique de LTL
vers les automates de Büchi, décrite dans [DG10]. Il s’agit de garder l’intuition de
cette transformation, tout en prenant en compte les opérateurs quantitatifs U≤N
et leur signification. On travaille ici sur mots finis, donc la condition de Büchi
est remplacé par celle d’état final, mais ceci n’a pas beaucoup de conséquences
sur la construction.

Soit φ une formule de CLTL. On définit sub(φ) comme l’ensemble des sous-
formules de φ. Soit Q = 2sub(φ) l’ensemble des parties de sub(φ).

On va définir le B-automate Aφ = 〈Q,A, In,Fin,Γ,∆〉.
L’idée directrice est qu’un état représente l’ensemble des sous-formules que

l’on cherche à satisfaire avant la fin du mot. Ceci justifie le choix des états
initiaux In = {{φ}} et des états finaux Fin = {∅, {Ω}}.

On choisit comme ensemble de compteurs Γ = {γ1, . . . , γk}, où k est le
nombre d’opérateurs U≤N , étiquetés U≤N1 ,U≤N2 , . . . ,U≤Nk .

Les définitions suivantes suivent le cas classique (avec l’exception de l’opéra-
teur Ω), on peut se reporter à [DG10] pour plus de détails :

Définition 4.2.1
– Une formule atomique est a ∈ A ou Ω
– Un ensemble Z de formules est consistant s’il contient au plus une formule
atomique (deux formules atomiques distinctes sont toujours contradic-
toires).

– Une formule est réduite si c’est une formule atomique ou si elle est de la
forme Xϕ.

– Un ensemble Z de formules est réduit si tous ses éléments sont réduits.
– Si Z est consistant et réduit, on définit next(Z) = {ϕ/Xϕ ∈ Z}.
– Si Z est un ensemble de formules, on notera

∧
Z la conjonction de toutes

les formules de Z.

Lemme 4.2.2 Si Z est consistant et réduit, alors pour tout u ∈ A∗, a ∈ A et
n ∈ N,

(au, n) |=
∧
Z si et seulement si (u, n) |=

∧
next(Z) et Z ∪ {a} consistant

Démonstration Si (au, n) |=
∧
Z, alors Z ∪ {a} est consistant, puisque soit

Z contient a, soit Z ne contient pas de formule atomique. De plus, en dehors de
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a, Z ne contient que des formules de la forme Xϕ telles que (au, n) |= Xϕ, et
donc (u, n) |= ϕ. On a donc bien (u, n) |=

∧
next(Z) et Z ∪ {a} consistant.

Réciproquement, si (u, n) |=
∧

next(Z) et Z∪{a} consistant, alors Z contient
des formules Xϕ avec (u, n) |= ϕ, et éventuellement la formule a. On a donc
bien (au, n) |=

∧
Z. �

D’après ce lemme, si Z consistant et réduit est la liste de contraintes à
satisfaire à la position i, et que ces contraintes ne sont pas incompatibles avec
la lettre courante a, alors next(Z) est la liste de contraintes à satisfaire à la
position i+ 1.

On veut donc définir les transitions de Aφ comme étant de la forme Z −→
next(Z).

Or, en général, next(Z) n’est pas consistant et réduit, et on ne peut donc
pas repartir de cet état pour avancer. Si next(Z) est inconsistant, on peut le
retirer de l’automate. S’il est consistant, on va lui appliquer certaines règles de
réduction pour le transformer en un état réduit. Formellement, on passera donc
par des états intermédiaires au moyen d’ε-transitions. Ces états intermédiaires ne
seront pas des états réels de l’automate, on les appellera « pseudo-états », et ils
disparaitront de la construction à la fin, lorsque l’on contractera les ε-transitions
pour obtenir uniquement des transitions étiquetées par des lettres.

Soit Y un pseudo-état (ou un état réel), et ψ une formule non réduite de
taille maximale dans Y . On ajoute les transitions suivantes :

– Si ψ = ϕ1 ∧ ϕ2 : Y ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1, ϕ2}

– Si ψ = ϕ1 ∨ ϕ2 :
{
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1}
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ2}

– Si ψ = ϕ1Uϕ2 :
{
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1,Xψ}
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ2}

– Si ψ = ϕ1U≤Nj ϕ2 :


Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1,Xψ}
Y

ε:icj−→ Y \ {ψ} ∪ {Xψ} (on compte une erreur)
Y

ε:rj−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ2}
où l’action rj (resp. icj) effectue l’action r (resp. ic) sur le compteur γj
et ε sur les autres compteurs.

A priori, les pseudo-états atteints par ces ε-transitions n’appartiennent pas à
Q = 2sub(φ), car les nouvelles formules de la forme Xψ pour ψ ∈ sub(φ) peuvent
ne pas être des sous-formules de φ. En revanche, si Z est un pseudo-état réduit,
alors next(Z) sera dans Q, puisque l’on a retiré les opérateurs X que l’on avait
ajoutés. De plus, une telle séquence d’ε-transitions est toujours finie, car si T est
la taille maximale d’une formule de Y , la quantité (T, card {ϕ : |ϕ| = T}) décroît
strictement pour ≤lex à chaque ε-transition.

Les transitions de l’automate Aφ sont donc définies comme suit :

∆ =
{
Y

a:σ−→ next(Z) | Y ∈ Q,Z ∪ {a} consistant et réduit, Y ε:σ−→∗ Z
}

où « Y ε:σ−→∗ Z » signifie qu’il existe une séquence d’ε-transitions de Y vers Z
avec σ comme action combinée sur les compteurs. Pour l’instant on veut préserver
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la sémantique exacte, donc on ne contracte pas σ en action atomique. σ est donc
un mot appartenant à {ic, ε, r}∗. Le lemme suivant garantit la cohérence des
pseudo-états en tant qu’états intermédiaires d’une exécution :

Lemme 4.2.3 Soit u = a1 . . . am un mot de A et Y0
a1:σ1→ Y1

a2:σ2→ . . .
am:σm→ Ym

une exécution acceptante de Aφ sur u.
Alors pour tout ψ ∈ sub(φ), pour tout n ∈ {0, . . . ,m}, pour tout Yn

ε:σ→∗
Y

ε:σ′→ ∗ Z avec Z ∪ {an+1} consistant et réduit, et Yn+1 = next(Z)

ψ ∈ Y =⇒ (an+1an+2 . . . am,K) |= ψ

où K = valB(σ′σn+1 . . . σm).

Démonstration On effectue une récurrence inversée sur n (i.e. une récurrence
sur m − n). Si n = m, Yn est final et donc Yn = ∅ ou Yn = {Ω}. Si Yn

ε:σ→∗ Y ,
alors Y = Yn (il n’y a pas d’ε-transitions sortant de ∅ ou {Ω}). Donc si ψ ∈ Y , la
seule possibilité est ψ = Ω, mais an+1 . . . am = ε, et (ε, 0) |= Ω, donc le résultat
est vrai pour n = m.

Soit n < m, on suppose le résultat vrai pour n+1, et on reprend les notations
de l’énoncé du lemme, avec ψ ∈ Y . Par définition de ∆, il existe une transition
Yn

an+1:σσ′−→ ∗ next(Z) = Yn+1 dans l’automate Aφ.
On procède maintenant par récurrence sur la longueur k du chemin Y ε:σ′→ ∗ Z.
Si k = 0, alors Y = Z est consistant and reduit, donc ψ est soit atomique,

soit de la forme Xϕ.
Si ψ est atomique, puisque Z ∪ {an+1} est consistant, alors ψ = an+1. dans

ce cas, (an+1 . . . am,K) |= ψ.
Si ψ = Xϕ, ϕ ∈ next(Z) = Yn+1, alors par hypothèse de récurrence sur

n, (an+2 . . . am,K) |= ϕ (K ne change pas car σ′ est vide). On obtient donc
(an+1an+2 . . . am,K) |= Xϕ, ce qui est le résultat cherché.

Soit k > 0, on suppose le résultat vrai pour des chemins de longueur k − 1,
et on le montre pour k. On a Y ε:σ′1→ Y ′

ε:σ′2→ ∗ Z avec σ′1σ′2 = σ′, et pour tout
ψ′ ∈ Y ′, (an+1an+2 . . . am,K

′) |= ψ′ avec K ′ = valB(σ′2σn+1 . . . σm).
On considère maintenant les différents cas possibles pour l’ε-transition Y ε:σ′1→

Y ′. Remarquons d’abord que K = K ′ ou K = K ′ + 1, puisque σ′1 ∈ {ε, ic, r}.
Soit un+1 = an+1an+2 . . . am. Si ψ ∈ Y ′, alors (un+1,K

′) |= ψ, mais K ≥ K ′
donc (un+1,K) |= ψ.

Il nous reste à examiner les cas avec ψ /∈ Y ′ :
– Si ψ = ϕ1 ∧ ϕ2, σ′1 = ε, et Y ′ = Y \ {ψ} ∪ {ϕ1, ϕ2},
alors (un+1,K) |= ϕ1 et (un+1,K) |= ϕ2, d’où (un+1,K) |= ψ.

– Les autres cas classiques avec σ′1 = ε sont similaires, et sont conséquences
directes de la sémantique des opérateurs LTL classiques.

– Si ψ = ϕ1U≤Nj ϕ2, σ′1 = ε et Y ′ = Y \ {ψ} ∪ {ϕ1,Xψ},
alors K = K ′ et (un+1,K) |= ϕ1 et (un+1,K) |= Xψ, d’où (un+1,K) |= ψ
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– Si ψ = ϕ1U≤Nj ϕ2, σ′1 = icj et Y ′ = Y \ {ψ} ∪ {Xψ},
alors (un+1,K

′) |= Xψ. Si γj atteint K ′ avant le premier reset dans
σ′2σn+1 . . . σm, alors K = K ′ + 1, et on peut conclure (un+1,K) |= ψ.
Si au contraire il y a strictement moins de K ′ erreurs de ϕ1 avant la
première occurrence de ϕ2, alors K = K ′ : on peut autoriser une erreur de
plus tout en gardant les compteurs sous la valeur K.

– Si ψ = ϕ1U≤Nj ϕ2, σ′1 = rj et Y ′ = Y \ {ψ} ∪ {ϕ2} alors K = K ′, et
(un+1,K

′) |= ϕ2, d’où (un+1,K) |= ψ.
On peut donc conclure que peu importe la longueur du chemin k, on a

(an+1an+2 . . . am,K) |= ψ, ce qui conclut la preuve du lemme.
�

On utilise maintenant le Lemme 4.2.3 pour montrer que l’automate Aφ a
bien le comportement voulu :

Soit Y0
a1:σ1→ Y1

a2:σ2→ . . .
am:σm→ Ym une exécution valide de Aφ sur u de valeur

K = [[Aφ]]B. En appliquant le Lemme 4.2.3 avec n = 0 et Y = Y0 = {φ}, on
obtient (u,K) |= φ. d’où [[φ]] ≤ [[Aφ]]B .

Réciproquement, soit n = [[φ]](u), alors (u, n) |= φ, donc par définition de
Aφ, il est facile de vérifier qu’il existe une exécution acceptante de Aφ sur u de
valeur au plus n. Il suffit de passer à chaque fois dans l’état qui décrit les sous-
formules de φ vraies dans la position courante. Chaque compteur γi comptera
les erreurs de l’opérateur U≤Ni , et ne dépassera pas n car (u, n) |= φ. On a donc
[[Aφ]]B ≤ [[φ]].

On a bien montré [[Aφ]]B = [[φ]], l’automate Aφ calcule en réalité la valeur
exacte [[φ]].

Contraction des actions
Si l’on veut obtenir un B-automate tel que défini dans la Section 2.1 avec

des actions atomiques sur les compteurs, on peut procéder comme suit.
On remplace les actions σ ∈ {ic, ε, r}∗ par le produit de leur lettres π(σ),

défini dans la Figure 3.1. Par exemple icricic sera changé en r. Soit K le
nombre maximal d’incréments consécutifs dans les actions σ, c’est-à-dire

K = max {valB(σ) : (p, a, σ, q) ∈ ∆} .

On appelle A′ l’automate obtenu à partir de Aφ en remplaçant chaque action
σ par σ′ = π(σ). Les exécutions de Aφ et A′ sont en bijection de manière
évidente : seules les actions sur les compteurs changent. Soit ρ une exécution de
Aφ et ρ′ l’exécution correspondante.

Premièrement, ρ′ fait toujours moins d’incréments que ρ (le passage de σ à
σ′ n’ajoute jamais d’incréments), donc valB(ρ′) ≤ valB(ρ).

De plus, pour passer de σ′ à σ, on peut ajouter au plus K incréments avant
ou après chaque reset, donc entre deux resets (ou début/fin de mot), on a au
maximum 2K incréments pour chaque incrément ou reset présent dans σ. Si on
pose α(n) = 2Kn+ 2K, on obtient donc valB(ρ) ≤ α(valB(ρ′)).
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Soit u ∈ A∗ et ρ une exécution de Aφ telle que valB(ρ) = [[Aφ]](u). Alors
on a vu qu’il existe une exécution ρ′ de A′ avec valB(ρ′) = valB(ρ). on obtient
donc [[A′]] ≤ [[A]].

Réciproquement, si ρ′ une exécution de A′ telle que valB(ρ′) = [[A′i]](u).
Alors on a vu qu’il existe une exécution ρ de A avec valB(ρ) ≤α valB(ρ). on
obtient donc [[A′]] 4α [[A]].

On obtient finalement [[A′]] ≈ [[Aφ]] = [[φ]], et A′ est un B-automate avec
actions atomiques.

Les résultats obtenus sont résumés dans le théorème suivant :

Théorème 4.2.4 Si ϕ est une formule de CLTL, on a montré que [[ϕ]] est
reconnue par un B-automate, et donc en particulier [[ϕ]] est régulière. Si de plus
on autorise des actions non atomiques sur les transitions, on peut construire un
B-automate qui préserve la sémantique exacte de ϕ.

Puisque par [Col09], on sait décider si la fonction calculée par un B-automate
est bornée, ou comparer des B-automates pour la relation 4, on a le corollaire
suivant :

Corollaire 4.2.5 Si ϕ et ψ sonts des formules de CLTL, on peut décider si [[ϕ]]
est bornée, et plus généralement si [[ϕ]] 4 [[ψ]].

Cependant, d’après [Col09], décider si [[ϕ]] 4 [[ψ]] revient à avoir [[ϕ]] sous la
forme d’un S-automate et [[ψ]] sous la forme d’un B-automate. Or, décider si
[[ϕ]] est bornée est équivalent à décider si [[ϕ]] 4 0, et on veut donc obtenir ϕ
sous la forme d’un S-automate. De plus, le passage de B à S se fait en espace
exponentiel, car le semigroupe de stabilisation correspondant peut avoir un
nombre exponentiel d’éléments.

Pour diminuer la complexité du problème de décision [[ϕ]] 4 [[ψ]], il est donc
intéressant de transformer directement une formule de CLTL en S-automate.

4.3 De CLTL aux S-automates
Dans cette section, on donne une traduction d’une formule de CLTL vers

le modèle des S-automates. Ceci nous permettra de montrer que le problème
d’existence de borne (et même de comparaison) pour les formules de CLTL est
PSPACE-complet.

4.3.1 La logique CLTL
Afin de définir de manière naturelle un S-automate à partir d’une formule

de CLTL, on veut commencer par renverser la sémantique de cette formule.
Soit CLTL la logique définie par la grammaire suivante :

ϕ := a | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | Xϕ | ϕUϕ| ϕR>Nϕ | Ω

où R>N représente la négation de U≤N .
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Ainsi, la sémantique de R>N est définie par : (u, n, i) |= ϕR>Nψ si pour tout
j > i tel que (u, n, j) |= ψ, il existe au moins n positions i ≤ j′ < j telles que
(u, n, j′) |= ϕ. Les autres opérateurs ont la même sémantique que dans CLTL.

On peut constater que si ϕ est une formule de CLTL, alors ¬ϕ est équivalente
à une formule de CLTL, en poussant les négations aux feuilles comme décrit
dans la section précédente.

Si ϕ est une formule de CLTL, on définit la fonction de coût [[ϕ]] définie par
ϕ par

[[ϕ]](u) = sup {n ∈ N : (u, n) |= ϕ} .

Lemme 4.3.1 Si ϕ est une formule de CLTL, alors [[¬ϕ]] ≈ [[ϕ]].

Démonstration Soit ϕ une formule de CLTL, et u ∈ A∗. Si [[ϕ]](u), alors pour
tout n ∈ N, (u, n) |= ¬ϕ, et donc [[¬ϕ]] =∞. Sinon, soit n = [[ϕ]](u) ∈ N, alors
(u, n) |= ϕ et (u, n+ 1) 6|= ϕ. On a donc (u, n) 6|= ¬ϕ et (u, n+ 1) |= ¬ϕ, ce qui
implique [[¬ϕ]] = n+ 1.

Ceci suffit pour affirmer [[¬ϕ]] ≈ [[ϕ]]. �

Passer d’une formule de CLTL, à sa négation dans CLTL se fait en temps
linéaire, en poussant les négations aux feuilles. On peut donc se contenter de
construire un S-automate à partir d’une formule de CLTL.

4.3.2 De CLTL aux S-automates
Soit φ une formule de CLTL, possédant k opérateurs R>N , que l’on étiquette

R>N
1 ,R>N

2 , . . . ,R>N
k . On peut construire de la même manière que précédem-

ment un S-automate Aφ avec compteurs {γ1, . . . , γk} mimant le comportement
de φ sur son entrée u.

Les états de Aφ sont de nouveau Q = 2sub(φ), avec comme unique état initial
{φ}. Cependant, cette fois-ci, les états finaux sont tous les états Y tels que pour
tout ϕ ∈ Y , ϕ = Ω ou ϕ est de la forme ϕ1R>Nϕ2.

Ensuite, la principale nouveauté réside dans la manière de gérer les opérateurs
R>N dans la table d’ε-transitions entre les pseudo-états.

Soit Y un pseudo-état (ou un état réel), et ψ une formule non réduite de
taille maximale dans Y . Si ψ n’est pas de la forme ϕ1R>N

j ϕ2, on ajoute les
même transitions que dans la preuve précédente.

Si ψ = ϕ1R>N
j ϕ2, on ajoute les transitions suivantes :

Y
ε:ij−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1,Xψ} (on compte une occurrence de ϕ1)

Y
ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {Xψ}

Y
ε:crj−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ2}

On peut de la même manière que précédemment construire la table de
transition de Aφ en contractant les diverses ε-transitions, et vérifier que le S-
automate résultant calcule bien la fonction de coût [[φ]]. Pour la suite, il n’est
cependant pas nécessaire d’effectuer cette contraction, on peut penser à Aphi
comme possédant encore ces ε-transitions et ces pseudo-états.
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4.3.3 Semigroupe de S-actions
On va expliciter la manière dont on contracte les S-actions, au moyen d’un

semigroupe de stabilisation S résumant la manière dont ces actions se composent.
Le produit de S reflète donc la concaténation de deux actions. La stabilisation
] correspond à la répétition d’une même action un grand nombre de fois, par
exemple dans un cycle.

L’élément ω représente une grande valeur, obtenue en répétant l’incrément i
un grand nombre de fois. L’élément ⊥ représente un échec de l’exécution, c’est-à-
dire que l’on a voulu effectuer u cr sur une petite valeur. Les éléments de S sont les
actions S = {ω, i, ε, r, crω, cr,⊥}, ordonnés par ω ≤ i ≤ ε ≤ (r/crω) ≤ cr ≤ ⊥.
Cet ordre reflète une préférence pour le S-automate : entre deux actions ν ≤ ν′,
il est toujours préférable de choisir ν dans tout contexte afin d’obtenir une
exécution de grande valeur. Ceci explique que r et crω sont incomparables : le
meilleur choix peut dépendre du contexte. En effet, dans un contexte vide, r
est préférable, mais dans le contexte C[x] = ωxcr, il vaut mieux choisr crω. Le
produit et la stabilisation de S sont représentés dans le tableau suivant.

· ω i ε r crω cr ⊥ ·]

ω ω ω ω r ω r ⊥ ω
i ω i i r crω cr ⊥ ω
ε ω i ε r crω cr ⊥ ε
r ω r r r ⊥ ⊥ ⊥ r

crω crω crω crω cr crω cr ⊥ crω
cr crω cr cr cr ⊥ ⊥ ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

Si Γ est un ensemble de compteurs, alors on note SΓ le semigroupe produit
sur l’ensemble Sγ , où l’ordre et les opérations de concaténation et de stabilisation
sont effectuées composante par composante.

Si ν ∈ SΓ et γ ∈ Γ, on notera νγ la projection de ν sur γ. Si certaines
composantes ne sont pas spécifiées, la valeur par défaut est ε. Ainsi, si Γ = {1, 2},
on pourra noter i1 pour (i, ε) et crω2 pour (ε, crω).

4.3.4 Algorithme de décision en espace polynomial
Il a été montré dans [SC85] que la satisfaisabilité d’une formule de LTL

classique est un problème PSPACE-complet. Pour obtenir un algorithme en
espace polynomial, un automate équivalent à la formule est généré à la volée,
et un chemin acceptant dans cet automate est deviné, en ne stockant que les
informations sur l’état courant et les transitions disponibles. Les étiquettes des
transitions peuvent être ignorées, puisque seule l’existence d’un chemin nous
intéresse.

On généralise ici cette approche : il s’agit d’explorer l’automate Aφ décrit
ci-dessus, en le générant à la volée et non pas d’un seul coup, afin de n’occuper
qu’un espace polynomial en la taille de φ. Le but est maintenant de décider si
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la fonction [[φ]] décrite par φ est bornée ou non, ce qui généralise le problème
de satisfaisabilité de LTL. Pour ce faire, on va chercher un témoin du fait que
[[Aφ]]S n’est pas bornée.

Le défi additionnel auquel on doit faire face ici est qu’il ne s’agit pas seulement
de trouver une exécution acceptante de Aφ, mais également un témoin du fait
qu’il existe des chemins acceptants de valeur arbitrairement grande. On peut
donc oublier les lettres étiquetant les transitions, mais il faut prêter attention
aux actions effectuées sur les compteurs.

On va devoir garder des informations sur les valeurs des compteurs tout au
long du parcours. Les principes que l’algorithme doit respecter pour chaque
compteur γ ∈ Γ sont les suivants :

– Toute action crγ doit être précédée d’une action ωγ , représentant un grand
nombre d’incréments iγ .

– La seule manière d’obtenir ωγ est de parcourir un cycle contenant au moins
un iγ , et seulement des i et des ε pour γ.

Il s’agit donc de construire un algorithme non-déterministe qui devine un
chemin dans l’automate, ainsi que des états que l’on visitera deux fois (de manière
à créer des cycles), appelés « points de contrôle ».

On explique l’algorithme au moyen de l’exemple suivant :

p0 p1

q1

p2

p3

q2

q3

q4 pf

i1 cr1

i1 i2

cr2

Si p0 ∈ In et pf ∈ Fin, la présence du chemin ci-dessus dans l’automate Aφ
est un exemple de témoin du fait que [[Aφ]]S est non bornée. L’algorithme doit
donc trouver un tel chemin, en gardant en mémoire les cycles courants et en
contractant les actions rencontrées entre deux points de contrôle. Ici, les points
de contrôle seront p1, p2 et p3.

A tout moment, la mémoire contient une suite m, ν1, p1, ν2, p2, . . . , νm, pm,
où pour tout i ∈ [1,m], νi ∈ SΓ, et pi ∈ Q. De plus, pm représente toujours l’état
courant de l’exécution que l’on veut construire, et m− 1 est borné par |Γ|.

Les états (pi)i<m représentent des cycles ouverts mais non encore fermés. On
doit les refermer en commençant par le plus récemment ouvert, de manière à
obtenir des cycles imbriqués. On applique alors l’opérateur ] à l’action du cycle,
et on utilise le produit pour la concaténer avec l’action précédente.

L’algorithme commence en 0, ε, p0 avec p0 ∈ In (choisi de manière non-
déterministe). Les transitions sont empruntées à la volée : à chaque position, on
devine une transition valide (on a vu plus haut que les transitions disponibles
sont données par la formule φ et l’état courant), et on actualise l’état mémoire.
On accepte l’entrée et on renvoie « non borné » si la mémoire contient seulement
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0, ν, pf , avec pf ∈ Fin, et pour tout γ ∈ Γ, νγ /∈ {cr, crω,⊥}. On peut remarquer
que la condition m− 1 ≤ |Γ| limite le nombre de cycles imbriqués à |Γ| ;

On reprend l’exemple d’automate donné plus haut, et on décrit dans le
tableau ci-dessous l’état de la mémoire en q1, q2, q3, q4, pf , de manière à trouver
une exécution non bornée de l’automate représenté.

m
q1 1 ε p1 i1 q1
q2 2 ω1 p2 cr1 p3 i1 q2
q3 1 ω1 p2 (crω, i) q3
q4 0 (r, ω) q4
pf 0 (r, r) pf

Après être passé en q1, l’algorithme revient en p1, et ferme le cycle ne
contenant que l’action i1. L’action obtenue est donc i]1 = ω1. Les points de
contrôle p2 et p3 sont ensuite ouverts, séparés par une action cr1, et suivis d’une
action i1, comme on le voit en q2. Après l’état q2, lorsque l’algorithme revient
en p3, l’action i2 est stabilisée, ce qui donne ω2. Il faut de plus la concaténer
avec le cr1 lu précédemment, ce qui donne l’action (crω, i) présente en q3.
Ensuite, lorsque l’exécution revient sur p2 et ferme le cycle externe, ce (crω, i)
est stabilisé en (crω, i)] = (crω, ω), et concaténé à ω1, pour obtenir le (r, ω)
présent en q4. Finalement, la concaténation avec le cr2 final résulte en l’action
globale (r, r) présente en pf . D’après la condition d’acceptation, on peut alors
renvoyer « non borné » puisque r /∈ {cr, crω,⊥} et pf ∈ Fin.

4.3.5 Complexité et correction de l’algorithme
Lemme 4.3.2 L’algorithme décrit ci-dessus a une complexité spatiale polyno-
miale en |φ|.

Démonstration On commence par préciser la manière dont la formule φ est
codée. Une telle formule peut être représentée par un arbre, dont les noeuds
sont les opérateurs, et les feuilles sont les atomes. Par exemple la formule
(aR>Nb)U((XXa) ∨ (bR>NΩ)) peut être représentée par l’arbre suivant :

U

R>N

a b

∨

X

X

a

R>N

b Ω
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Ainsi, chaque sous-formule de φ correspond à un noeud de l’arbre. Un
ensemble de sous-formules est donc un ensemble de noeuds, et chaque état peut
être codé par un tuple (n1, n2, . . . , nt), où chaque ni code l’emplacement d’un
noeud de φ (il est facile de voir que coder un tel emplacement est toujours
polynomial en la taille totale de l’arbre). Le code d’un état occupe donc un
espace polynomial en la taille de l’arbre d’entrée, notée |φ|. On peut de plus
remarquer que c’est toujours vrai si on ajoute aussi les pseudo-états, car ceux-ci
sont des parties de sub(φ) ∪ {Xϕ : ϕ ∈ sub(φ)}. Le code d’un pseudo-état est
donc au pire deux fois plus long que celui d’un état réel, et occupe toujours un
espace polynomial.

Le codage d’un élément de |S| occupe un espace constant, donc il suffit d’un
espace linéaire en |Γ| pour coder un élément de SΓ. Or, chaque compteur de
Aφ est issu d’un opérateur R>N de φ, donc |Γ| ≤ |φ|. En conséquence, chaque
élément de SΓ occupe un espace linéaire en |φ|.

Finalement, m ≤ |Γ|, donc il suffit d’un espace logarithmique en |φ| pour
stocker m, et on aura toujours au plus m pseudo-états et m éléments de SΓ,
chacun occupant un espace polynomial en |φ|. La totalité de la suite occupe
donc un espace polynomial en |φ|, ce qui conclut la preuve. �

Lemme 4.3.3 L’algorithme est correct, c’est-à-dire qu’il renvoie « non borné »
si et seulement si [[φ]] est non bornée.

Démonstration Il est facile de montrer que si l’algorithme renvoie « non
borné », alors [[φ]] est non bornée. En effet, l’algorithme décrit un chemin (com-
portant des cycles) dans Aφ. Il est direct de montrer que si l’on emprunte chaque
cycle n fois, l’exécution résultante a valeur au moins n. Le chemin décrit par
l’algorithme décrit donc une famille d’exécutions, témoignant du [[Aφ]]S n’est
pas bornée. Puisque [[Aφ]]S ≈ [[φ]], on peut en conclure que [[φ]] n’est pas bornée.

On montre maintenant la réciproque : on suppose que [[Aφ]] n’est pas bornée,
et on veut montrer qu’il existe un chemin témoin qui peut être découvert par
l’algorithme.

Dans ce but, on définit pour tout S-automate A le semigroupe de stabilisation
SA = 〈SA, ·, ],≤〉, dont les éléments représentent des ensembles exécutions
partielles de A. Cette construction reprend celle de [Col09]. On représentera une
une exécution de p vers q effectuant l’action globale ν par l’élément (p, ν, q) ∈
Q× SΓ ×Q.

Si (p, ν, q) et (p′, ν′, q′) sont deux éléments de Q × SΓ × Q, on dira que
(p, ν, q) ≤ (p′, ν′, q′) si (p, q) = (p, q′) et ν ≤ ν′, pour l’ordre défini composante
par composante sur SΓ.

Si E ⊆ Q× SΓ ×Q, on notera E ↓= {e ≤ e′ : e′ ∈ E} la clôture vers le bas
de E.

Soit SA = 2Q×SΓ×Q ↓ l’ensemble des éléments de SA clos vers le bas. Chaque
élément E de SA représente donc un ensemble d’exécutions possibles. L’opération
de clôture vers le bas revient à considérer que l’automate a le droit d’effectuer
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des actions moins bonnes que celles disponibles en réalité : cela ne change pas la
sémantique globale.

Le produit et la stabilisation de SA sont définis par :

E · F = {(p, act1 · ν2, r) : (p, ν1, q) ∈ E, (q, ν2, r) ∈ F} ↓
E] =

{
(p, ν1 · ν]e · ν2, r) : (p, ν1, q), (q, νe, q), (q, ν2, r) ∈ E

}
↓ .

On définit également l’idéal de reconnaissance

I = {E ∈ SA : ∃(p, ν, q) ∈ E, p ∈ In, q ∈ Fin,∀γ ∈ Γ, νγ /∈ {cr, crω,⊥}} ,

ainsi que le morphisme h : A→ SA par h(a) = {(p, ν, q) : (p, a, ν, q) ∈ ∆A} ↓.
D’après [Col09], SA, h, I reconnaît la fonction de coût [[A]]S . Par conséquent

[[A]]S est non bornée si et seulement si 〈h(A)〉] ∩ I 6= ∅.
On applique maintenant cette construction à l’automate Aφ obtenu à partir

de φ. Puisque l’on a supposé que [[Aφ]] est non bornée, il existe une ]-expression
e bien formée pour SAφ , telle que eval(e) ∈ I. Il reste à montrer que e n’a pas
besoin de contenir plus de |Γ| stabilisations imbriquées.

Supposons que e contient au moins k = |Γ| + 1 stabilisations imbriquées
]1, . . . , ]k, appliquées respectivement à des ]-expression e1, . . . , ek ∈ SA. Soit
(p0, νf , pf ) ∈ eval(e), témoignant que eval(e) ∈ I, c’est-à-dire avec p0 ∈ In, pf ∈
Fin, et pour toutγ ∈ Γ, νγ /∈ {cr, crω,⊥}.

On dira qu’une stabilisation ]i est utile si la ]-expression e′ obtenu à partir
de e en retirant ]i ne contient pas (p0, νf , pf ). On montre par récurrence sur |Γ|
que l’une des stabilisations ]1, . . . , ]k est inutile. Si |Γ| = 0, toute stabilisation
est inutile. On suppose maintenant |Γ| ≥ 1.

Soit ]k la stabilisation la plus extérieure dans e. Ainsi e = x · e]kk · y, où
x ety sont des ]-expression. On pose E = eval(e) = eval(x)eval(e]k)eval(y) =
XEskharpY . On suppose que ]k est utile (sinon on a le résultat voulu). Par
définition du produit, seulement l’un des éléments de E]k est utilisé pour obtenir
(p0, νf , pf ) ∈ E. Par définition de ], cet élément est de la forme (p, ν, r), avec
(p, ν1, q), (q, νe, q), (q, ν2, r) ∈ E et ν ≤ ν1 · ν]e · ν2. Puisque ]k est utile, on doit
avoir ν]e 6= νe, et donc il existe γ ∈ Γ tel que (νe)γ = i. De plus, d’après les
opérations sur S, ek ne peut contenir aucune stabilisation utile du compteur
γ. On est donc ramené aux k − 1 stabilisations présentes dans ek, et |Γ| − 1
compteurs disponibles, puisque γ n’est plus concerné par les stabilisations. Ceci
conclut la preuve par récurrence.

On peut en conclure que e est équivalente à une ]-expression e′ contenant
au plus |Γ| stabilisations imbriquées. Le fait que eval(e′) ∈ I nous garantit
l’existence d’un chemin dans Aφ qui peut être trouvé par l’algorithme, puisqu’il
possède au plus |Γ| cycles imbriqués. Ceci conclut la preuve du Lemme. �

Théorème 4.3.4 Etant donné une formule de CLTL φ, le problème de savoir
si [[φ]] est bornée est PSPACE-complet.

Démonstration On a vu qu’on peut obtenir un algorithme PSPACE pour
répondre à cette question. On commence par nier φ pour obtenir une formule φ′
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de CLTL, ceci se fait en temps linéaire. On dispose ensuite d’une description de
Aφ′ qui nous permet de le parcourir à la volée en espace polynomial, de manière
à trouver un chemin témoignant de [[φ]] non borné, si un tel chemin existe.

Pour montrer que le problème est PSPACE-difficile, il suffit de remarquer
que le problème de satisfaisabilité de LTL est un cas particulier de celui-ci, et
est lui-même PSPACE-difficile d’après [SC85]. En effet, si φ est une formule de
LTL classique, on peut voir ¬φ comme une formule de CLTL, et dans ce cas,
« [[¬φ]] bornée » est équivalente à L(φ) = ∅. �

On a montré que la généralisation de LTL en CLTL n’augmente pas la
complexité de la vérification des formules. Ce résultat est encourageant, puisque
l’on parvient à traiter un cas plus général, sans contrepartie en termes de
ressources algorithmiques.

4.4 Caractérisation algébrique
On s’attache maintenant à étudier le fragment défini par CLTL. On cherche

en particulier à obtenir la décidabilité de l’appartenance à ce fragment : étant
donné une fonction de coût régulière f , peut-on décider s’il existe une fomule ϕ
de CLTL reconnaissant f ? Dans le cas des langages réguliers, ce problème peut
être décidé grâce à l’équivalence entre LTL, les expressions régulières sans étoiles,
et les semigroupes apériodiques [DG10, Sch65]. Malgré le fait qu’on ne dispose
pas ici des expressions régulières, on va généraliser ce résultat aux fonctions de
coût, en montrant directement l’équivalence entre CLTL et les semigroupes de
stabilisation apériodiques.

Si f est une fonction de coût régulière, on notera Sf son semigroupe de
stabilisation minimal.

La définition suivante généralise aux semigroupes de stabilisation la notion
classique d’apériodicité.

Définition 4.4.1 Un semigroupe de stabilisation fini S = 〈S, ·,≤, ]〉 est dit
apériodiqe si

∃k ∈ N,∀s ∈ S, sk+1 = sk.

On peut remarquer qu’un semigroupe de stabilisation est apériodique s’il ne
contient aucun groupe non trivial. Intuitivement, l’apériodicité est une propriété
structurelle qui empêche par exemple de compter modulo k (pour tout entier k).
Par exemple il est facile de montrer que la fonction de l’Exemple 2.3.14 ne peut
pas être reconnue par un semigroupe apériodique.

Proposition 4.4.2 L’apériodicité est préservée par quotient de semigroupes, et
donc en particulier de semigroupes de stabilisation.

Pour une fonction de coût régulière f , les assertions suivantes sont donc
équivalentes :

– Il existe un semigroupe de stabilisation apériodique qui reconnaît f ,
– Sf est apériodique.
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On va maintenant montrer le théorème suivant, qui caractérise algébrique-
ment, au moyen des semigroupes apériodiques, les fonctions de coût reconnues
par une formule de CLTL.

Théorème 4.4.3 Soit f une fonction de coût régulière, les assertions suivantes
sont équivalentes :

– il existe une formule ϕ de CLTL telle que f ≈ [[ϕ]],
– Sf est apériodique.

4.4.1 De CLTL à l’apériodicité
On montre ici la première implication du Théorème 4.4.3, c’est-à-dire le

théorème suivant :

Théorème 4.4.4 Soit ϕ une formule de CLTL, alors [[ϕ]] est régulière d’après
le Théorème 4.2.4, et Sf est apériodique.

Démonstration
La preuve de ce théorème va montrer l’utilité de la congruence syntactique

définie dans la Section 2.3.5.
L’idée générale est d’utiliser les ω]-expressions, et la relation ≡f , pour décrire

directement le semigroupe minimal. Plus précisément, d’après le Théorème
2.3.10 : Sf est apériodique s’il existe k ∈ N tel que pour toute ω]-expression E,
Ek ≡f Ek+1.

La preuve procède par induction sur φ.

Cas φ = a

On a S[[φ]] = {a, b} avec a · b = a · a = a, et b · a = b · b = b, donc S[[φ]] est
apériodique (c’est aussi vrai pour φ = ¬a).

Cas φ = Ω

Alors S[[φ]] = {1, a} avec 1 élément neutre, et a · a = a, S[[φ]] est donc
apériodique.

Cas φ = ϕ1 ∧ ϕ2 ou φ = ϕ1 ∨ ϕ2

Il est facile de vérifier que φ est reconnue par le semigroupe produit S[[ϕ1]] ×
S[[ϕ2]], en prenant pour I l’union ou l’intersection des I1 et I2 correspondants.
S[[ϕ1]] et S[[ϕ2]] sont apériodiques par hypothèse d’induction, et l’apériodicité est
préservée par produit, donc S[[φ]] est apériodique.
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Case φ = Xψ

Par hypothèse d’induction, S[[ψ]] est apériodique, donc il existe k ∈ N tel que
pour toute ω]-expression E, Ek ≡[[ψ]] E

k+1. On veut montrer que c’est vrai aussi
pour [[φ]].

On reprend la notation ./
n→∞

définie dans la preuve du Lemme 2.3.18 (Lemme
de Désynchronisation) : Si an et bn sont deux expressions qui contiennent la
variable libre n, et à valeur dans N, on dira que an ./

n→∞
bn si lim sup an =∞⇔

lim sup bn =∞.
Soit E une ω]-expression, et e = E[ω ← max(K[[φ]]!,K[[ψ]]!)], où les constantes

K sont donnés par le Lemme 2.3.3. e est donc une ]-expression bien formée dans
S[[ψ]] et dans S[[φ]].

On veut montrer que Ek+2 ≡[[φ]] E
k+1, c’est-à-dire pour tout contexte C[x],

[[φ]](C[ek+2](n)) ./
n→∞

[[φ]](C[ek+1](n)).

Soit C[x] un contexte.
– Si C[x] = aC ′[x], alors par la proposition 2.3.16 avec contexte xe :

[[φ]](C[ek+2](n)) = [[ψ]](C ′[ek+2](n))
./

n→∞
[[ψ]](C ′[ek+1](n))

= [[φ]](C[ek+1](n)).

– Si le début de C[x] est une lettre a sous au moins un ], alors il existe
un contexte C ′[x] tel que pour toute ]-expression e′ et tout n ∈ N,
C[e′](n + 1) = aC ′[e′](n). Par exemple si C[x] = ((ax)]b)] alors C ′[x] =
x(ax)]b((ax)]b)]. On peut donc écrire

[[φ]](C[ek+2](n+ 1)) = [[ψ]](C ′[ek+2](n))
./

n→∞
[[ψ]](C ′[ek+1](n))

= [[φ]](C[ek+1](n+ 1)).

– Finalement, si C[x] commence par x (possiblement sous un ou plusieurs ]),
on remplace x par ex dans C[x], pour se ramener au cas précédent. On
obtient ainsi un autre contexte C ′[x] tel que C[ek+1](n+ 1) = aC ′[ek](n)
et C[ek+2](n+ 1) = aC ′[ek+1](n) pour tout n, d’où

[[φ]](C[ek+2](n+ 1)) = [[φ]](aC ′[ek+1](n))
= [[ψ]](C ′[ek+1](n))
./

n→∞
[[ψ]](C ′[ek](n))

= [[φ]](aC ′[ek](n))
= [[φ]](C[ek+1](n+ 1))

Cas φ = ϕUψ

On sait par hypothèse d’induction que S[[ϕ]] et S[[ψ]] sont apériodiques, donc il
existe k ∈ N tel que pour tout ω]-expression E, Ek ≡[[ϕ]] E

k+1 et Ek ≡[[ψ]] E
k+1.

Soit E une ω]-expression. on veut montrer que Ek+1 ≡[[φ]] E
k+2.
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Soit C[x] un contexte, K = max(K[[ϕ]],K[[ψ]]) (ces constantes étant données
par le Lemme 2.3.3), un = C[Ek+1](K!, n) et vn = C[Ek+2](K!, n). On veut
montrer que C[Ek+1]
[[φ]] C[Ek+2], c’est-à-dire [[φ]](un) ./

n→∞
[[φ]](vn). Suppo-

sons par exemple que [[φ]](un) est bornée par m On a alors (un,m) |= φ pour
tout n. D’après la sémantique de l’opérateur U, pour tout n il existe pn tel
que (un,m, pn) |= ψ et pour tout i ∈ [0, pn − 1], (un,m, i) |= ϕ. Pour tout n,
on définit zn le suffixe de un commençant en position p, et yin le facteur de un
contenant les positions [i, pn − 1]. On pose finalement yn = y0

n, ainsi un = ynzn.

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ

un :
yn pn zn

On examine maintenant la position pn pour chaque n. Cette position corres-
pond toujours à une position qn dans la ]-expression e = C[Ek+1](K!). Cependant
e est finie, donc on peut extraire une suite constante qδ(n) de qn. Soit p la valeur
de cette suite constante, p est une position dans e. Soit {ej , j ∈ J} l’ensemble
fini de sous-]-expression de e telles que e]j contiennent la position p (la relation
de sous-expression les ordonne totalement). On peut choisir J = [1, r] tel que
1 ≤ j < j′ ≤ r implique e]j est une sous-expression de ej′ .

On étiquette également chaque opérateur ] de e]j par j. Remarquons que J
peut être vide, si p ne se trouve pas sous un ] dans e.

On note
←−
fj (δ(n)) le nombre d’occurrences de ej(δ(n)) (venant de e]j corres-

pondant) dans yδ(n). On définit de la même manière
−→
fj (δ(n)) par rapport à

zδ(n).
On obtient pour tout n ∈ N, δ(n) − 1 ≤

←−
fj (δ(n)) +

−→
fj (δ(n)) ≤ δ(n). La

borne inférieure δ(n)− 1 est due au fait que p peut se trouver au milieu d’une
occurrence de ej , qui ne sera comptée ni dans yδ(n) ni dans zδ(n).

Ceci implique que pour tout j ∈ J , on se trouve dans l’un de ces 3 cas :
– j ∈ J1 :

←−
fj (δ(n)) n’est pas borné et

−→
fj (δ(n)) est borné.

– j ∈ J2 :
←−
fj (δ(n)) est borné

−→
fj (δ(n)) n’est pas borné.

– j ∈ J3 :
←−
fj (δ(n)) et

−→
fj (δ(n)) sont tous les deux non bornés.

Or, J est fini, donc on peut extraire σ(n) de δ(n), et partitionner J en
J1 ] J2 ] J3 tel que pour tout j ∈ J :

– Si j ∈ J1,
←−
fj (σ(n))→∞ et

−→
fj (σ(n)) est constant.

– Si j ∈ J2,
←−
fj (σ(n)) est constant

−→
fj (σ(n))→∞.

– Si j ∈ J3,
←−
fj (σ(n))→∞ et

−→
fj (σ(n))→∞.

Remarquons que si j < j′ et
−→
fj ◦ σ 6= 0, alors j /∈ J1. De manière symétrique, si

j < j′ et
←−
fj ◦ σ 6= 0, alors j /∈ J2.

On peut maintenant distinguer 3 cas pour la position p dans e = C[Ek+1](K!) :

Premier cas : p est avant la première occurrence de E dans e.

80



E E E E E E Ep
e :

On considère alors le contexte C ′[x] obtenu en remplaçant dans C[x] chaque
opérateur ]j par la valeur constante de

−→
fj (σ(n)) pour tout j ∈ J1. Ce passage de

C à C ′ permet d’évaluer le mot en partant de la position p, et non plus du début.
On a [[ψ]](zσ(n)) ≤ m pour tout n, mais par le Lemme de Désynchronisation,
[[ψ]](zn) est borné si et seulement si C ′[Ek+1] ∈ [[ψ]]B . Par hypothèse d’induction,
C ′[Ek+1] ∈ [[ψ]]B ⇔ C ′[Ek+2] ∈ [[ψ]]B. Soit z′n le suffixe de C[Ek+2](K!, n)
commençant en position pn. En réutilisant le Lemme de Désynchronisation, on
obtient [[ψ]](z′σ(n)) ≤ m′ pour un certain m′ (R).

Il reste à montrer qu’il existe une constante M telle que [[ϕ]](yiσ(n)z
′
σ(n)) ≤M

pour tout n ∈ N et i ∈ [0, pσ(n)] (les yiσ(n) ne sont pas affectés par le changement
de Ek+1 en Ek+2).

On notera giσ(n) = [[ϕ]](yiσ(n)z
′
σ(n)) pour la lisibilité. Supposons qu’un tel M

n’existe pas, alors
{
giσ(n) : n ∈ N, 1 ≤ i ≤ pσ(n)

}
n’est pas borné. On va utiliser

un argument diagonal pour arriver à une contradiction.
Pour tout n, soit iσ(n) tel que giσ(n)

σ(n) = max
{
giσ(n) : 1 ≤ i ≤ pσ(n)

}
. Par

construction, la suite giσ(n)
σ(n) = [[ϕ]](yiσ(n)

σ(n) z
′
σ(n)) n’est pas bornée.On peut donc

extraire σ′(n) de σ(n) tel que giσ′(n)
σ′(n) →∞.

On peut maintenant répter le processus utilisé précédemment pour extraire
γ(n) de σ′(n), tel que pour tout n, les positions de départ des yiγ(n)

γ(n) correspondent
toutes à la même position dans e, et tel qu’il existe un contexte C ′′[x] avec
[[ϕ]](yiγ(n)

γ(n) zγ(n)) ./
n→∞

[[ϕ]](C ′′[Ek+1](K!, γ(n))) (de nouveau par le Lemme de
Désynchronisation).

On peut maintenant ajouter une occurrence de E (passant ainsi de k + 1 à
k+ 2 E consécutifs) et changer ainsi z en z′ (les facteurs y ne sont pas concernés
par les occurrences de E). On obtient giγ(n)

γ(n) ./
n→∞

[[ϕ]](C ′′[Ek+2](K!, γ(n))).

Par hypothèse, [[ϕ]](yiγ(n)
γ(n) zγ(n)) est borné par m, et C ′′[Ek+1]
[[ϕ]] C

′′[Ek+2],
donc giγ(n)

γ(n) est borné. Or, on sait que giγ(n)
γ(n) →∞. On aboutit à une contradiction,

ce qui prouve l’existence d’un M .
On a montré qu’il existe un entier M tel que pour tout n ∈ N et i ∈ [0, pn],

[[ϕ]](yiσ(n)z
′
σ(n)) ≤M . En combinant ceci avec le résultat (R) obtenu sur ψ, on

obtient [[ϕUψ]](C[Ek+2](K!, n)) ≤ max(m′,M). On a donc C[Ek+1] ∈ [[φ]]B =⇒
C[Ek+2] ∈ [[φ]]B .

La direction inverse est similaire, il suffit de supprimer une occurrence de E
au lieu d’en ajouter une. On obtient donc C[Ek+1]
[[φ]] C[Ek+2].

Second cas : p est après la dernière occurrence de E dans e.

E E E E E E E p
e :
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Cette fois zn ne sera pas affecté par le passage de Ek+1 à Ek+2, mais les
yin le seront. Soit y′inzn les suffixes de vn = C[Ek+2](K!, n), et p′n la position
de départ de zn dans vn (on a donc i ∈ [0, pn − 1]). Comme précédemment,
on suppose que

{
[[ϕ]](y′iσ(n)zσ(n)) : n ∈ N, 1 ≤ i ≤ pσ(n)

}
n’est pas borné, et on

construit une suite y′iγ(n)
γ(n) avec une position de départ constante dans e, et telle

que [[ϕ]](y′iγ(n)zγ(n))→∞. On pose pour tout n ∈ N, wn = y′iγ(n)zγ(n).
De la même manière, on extrait un contexte C ′′[x], mais cette fois-ci il est

nécessaire d’utiliser une fois de plus le Lemme de Désynchronisation 2.3.18, pour
associer à chaque opérateur ]j de C ′′[x] la valeur

−→
fj (σ(n)) au lieu de σ(n).

L’idée est d’associer des positions de vγ(n) à des positions de uγ(n) de manière
à utiliser ce que l’on sait du comportement de uγ(n) pour borner les valeurs
[[ϕ]](wn), et ainsi obtenir une contradiction. Trois cas sont à distinguer :

– Si un facteur correspondant à Ek+2 apparaît dans wn, alors la preuve
précédente est toujours valide, et on peut associer wn à un certain yjγ(n)

γ(n) zγ(n)
(jγ(n) peut différer de iγ(n)) pour obtenir la contradiction. Cette association
doit juste prendre en compte le décalage dû aux nouvelles occurrences de
E, mais les positions dans les mots sont essentiellement les mêmes.

– Si E apparaît au plus k fois dans wn, alors on peut associer aux positions
de vn celles de un en prenant en compte le décalage du aux occurrences de
E en début de mot, et obtenir la contradiction sans avoir besoin d’utiliser
l’hypothèse de récurrence.

– Sinon, E apparaît k + 1 fois dans wn, et on peut utiliser l’équivalence
Ek+1 ≡[[ϕ]] E

k pour associer les positions de vn avec des positions de un et
obtenir la contradiction désirée. Cette fois les positions du premier E de
chaque séquence Ek dans vn sera associé au second dans un. Informellement,
on « duplique » le premier E de chaque séquence.

En résumé, la figure suivante montre la manière dont on associe les positions
de vn et celles de un, avec k = 2. Cette figure est juste un exemple, elle est plus
simple que le cas général, car il n’y a ici qu’une seule séquence de E. Si une
autre séquence est présente avant, elle décale tout ce schéma, mais le principe
reste le même.

E E E E E E E
p

un :

E E E E E E E E p
vn :

Figure 4.1 – Association de positions
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Ce choix d’association est arbitraire : on peut en fait choisir comme on veut le
E à dupliquer, on pourra dans tous les cas utiliser l’hypothèse d’induction sur
un, ou juste l’hypothèse selon laquelle ϕ est vraie sur les suffixes de un avant p,
pour conclure.

Troisième cas : p peut se trouver dans une séquence de E.

E E E E E E E

p
e :

On a en fait déjà décrit toutes les techniques permettant de résoudre ce cas.
La seule nouveauté est le fait que ψ est maintenant également concerné par le
changement du nombre d’occurrence de E, et on aura donc besoin de l’hypothèse
Ek+1 ≡[[ψ]] E

k, si z′σ(n) contient k + 1 occurrences de E. Cette hypothèse était
nécessaire dans le premier cas, mais pas dans le second.

Comme précédemment, la réciproque est similaire (enlever un E au lieu de
l’ajouter), et on obtient Ek+1 ≡[[φ]] E

k+2. En conclusion, S[[φ]] est apériodique.

Cas φ = ϕU≤Nψ

Ce cas ne présente pas de nouvelle difficulté importante par rapport au cas
précédent. Il suffit de reprendre la preuve ci-dessus, en incorporant des erreurs
possibles sur les positions où ϕ est vraie.

On s’aperçoit alors que supprimer une occurrence de E conserve le nombre
d’erreurs, mais en ajouter une peut le doubler, puisque 2 positions de vn sont
parfois associées à la même position de un, comme on le voit sur la Figure 4.1.
Cela se traduira par une borneM qui pourra doubler celle donnée par l’hypothèse,
contrairement aux cas précédents. Comme on s’intéresse au caractère borné ou
non de suites et non aux valeurs précises, ceci n’est pas génant.

En utilisant les hypothèses Ek ≡[[ψ]] E
k+1 et Ek ≡[[ϕ]] E

k+1, on obtient donc
Ek+1 ≡[[ϕU≤Nψ]] E

k+2. On peut donc conclure que S[[φ]] est aussi apériodique
dans ce cas. �

4.4.2 De l’apériodicité à CLTL
On va montrer montrer la réciproque du Théorème 4.4.4, c’est-a-dire le

théorème suivant :

Théorème 4.4.5 Soit f une fonction de coût régulière telle que Sf est apério-
dique, alors il existe une formule ϕ de CLTL telle que f ≈ [[ϕ]].

Démonstration
Cette preuve généralise la preuve de Wilke pour les langages apériodiques don-

née dans [Wil99]. Cependant, des difficultés inhérentes aux notions quantitatives
apparaissent ici.
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On commence par ajouter un élément neutre 1 à Sf s’il n’y en avait pas.
Cela ne change pas son apériodicité, ni sa capacité à reconnaître f . Soit M =
〈M, ·,≤, ]〉 le monoïde de stabilisation obtenu.

Pour éviter l’utilisation d’une fonction h : A→M tout au long de la preuve,
on va considérer (sans perte de généralité) que l’on travaille sur un alphabet
A ⊆ M. Pour des raisons de minimalité, on pourra toujours supposer que
M = 〈A〉] ∪ {1}, c’est-à-dire que l’on restreint M aux éléments utiles.

Les formules atomiques de CLTL sont donc des éléments de M . On va
supposer également qu’elles sont monotones : chaque lettre a ∈M va en réalité
accepter toute lettre b ≥ a. Cela siginifie que [[a]](bu) = 0 si b ≥ a, et ∞ sinon. Il
n’est pas difficile d’obtenir le cas général (avec A et M disjoints) à partir de ces
formules, en substituant dans la formule CLTL obtenue chaque élément m par
∨h(a)≥ma.

Pour simplifier la preuve, on ne détaillera pas le cas du mot vide ε. Ce mot
ne présente pas de difficulté particulière, mais le prendre en compte et faire un
cas spécial à toutes les étapes alourdirait la preuve sans nécessité.

On considère donc f sur un alphabet A ⊆ M , reconnue par M, I (h est
devenu l’identité) avec M apériodique et 1 ∈M . Soit ρ compatible avec M.

Pour tout m ∈M , on note fm la fonction de coût définie par

fm(u) = inf {n ∈ N : ρ(u)(n) ≥ m} ..

Il suffit de montrer que les fm sont CLTL-définissable, puisque f ≈ minm/∈I fm.
On procède par induction sur (|M |, |A|), où les couples de N2 sont ordonnés

par l’ordre lexicographique ≤lex. On ajoute aussi dans l’hypothèse d’induction
la présence d’un élément neutre 1 pour le produit dans M.

Si |M| = 1, alors f est une fonction constante égale à 0 ou ∞, et est donc
CLTL-définissable.

Si A = {a}, alors on montre que M =
{
ai : 0 ≤ i ≤ p

}
∪
{

(ap)], 1
}
. En

effet, soit p l’indice d’idempotence de a, alors 〈A〉 =
{
ai : 0 ≤ i ≤ p

}
. Le seul

idempotent de cet ensemble est ap, qui génère donc un nouvel idempotent (ap)]
par stabilisation. On sait que (ap)] est stable, et de plus (ap)]a = (ap)]apa =
(ap)]ap = (ap)], par apériodicité de M. De même a(ap)] = (ap)]. Il n’y a donc
plus de moyen de générer de nouvel élément, etM =

{
ai : 0 ≤ i ≤ p

}
∪
{

(ap)], 1
}
.

De plus, (ap)] ≤ ap est la seule paire dans ≤. On peut alors montrer que pour
tout b ∈M, fb est CLTL-définissable :

– si a 6= 1 alors f1 = [[Ω]].
– Si i < p, fai ≈ [[Xi−1a ∧XiΩ]],
– fap ≈ [[⊥U≤NΩ]],
– f(ap)] ≈ [[Xpa]]
On suppose maintenant |M| > 1, |A| > 1, et le résultat est vrai pour

(|M′|, |A′|) <lex (|M|, |A|). Soit b 6= 1 ∈ A, et B = A \ {b}.
Soit L0 = B∗, L1 = B∗bB∗, et L2 = B∗b(B∗b)+B∗. On a alors A∗ = L0 ∪L1 ∪

L2.
On définit les restrictions de fm : f0, f1, f2 sur L0, L1, L2 respectivement (la

valeur étant ∞ en dehors du domaine). On a fm = min(f0, f1, f2). Il suffit donc
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de montrer que les fi sont CLTL-définissables pour obtenir que fm est aussi
CLTL-définissable, puisqu’une disjonction de formules s’évalue en leur minimum.

Premièrement, f0 est reconnue par M sur l’alphabet B de taille strictement
inférieure à |A|, donc par hypothèse d’induction, il existe une formule CLTL ϕ0
sur B reconnaissant f0. La formule ϕ′0 = ϕ0 ∧G¬b est donc une formule sur A
reconnaissant f0.

On montre maintenant que f1 est CLTL-définissable. Pour tout x ∈ M,
soit ϕx la formule CLTL sur B reconnaissant fx (restreinte à B∗). Ces formules
existent par hypothèse d’induction car |B| < |A|.

Si ϕ est une formule CLTL sur B, on définit sa « relativisation » ϕ′ sur A,
qui mime l’effet de ϕ sur le mot tronqué par le premier b. On définit ϕ′ par
induction de la manière suivante :

a′ = a ∧XFb
Ω′ = b
(ϕ ∧ ψ)′ = ϕ′ ∧ ψ′
(ϕ ∨ ψ)′ = ϕ′ ∨ ψ′
(Xϕ)′ = Xϕ′ ∧ ¬b
(ϕUψ)′ = (ϕ′ ∧ ¬b)Uψ′

(ϕU≤Nψ)′ = (ϕ′U≤Nψ′) ∧ (¬bUψ′)

Avec cette définition, il est facile de voir que [[ϕ′]](u1bu2) = [[ϕ]](u1) pour tout
u1 ∈ B∗ et u2 ∈ A∗.

On définit la formule suivante sur A :

ϕ1 = (
∨

xby=m
(ϕ′x ∧ F(b ∧Xϕy)) ∧ (¬bU(b ∧XG¬b))

La seconde partie contrôle que le mot donné en argument est dans L1. On
va montrer que [[ϕ1]] ≈ f1.

Soit u ∈ L1, on peut écrire u = u1bu2 avec u1, u2 ∈ B∗.
Par définition de ϕ1,
[[ϕ1]](u) = minxby=m max([[ϕ′x]](u), [[ϕy]](u2))

= minxby=m max([[ϕx]](u1), [[ϕy]](u2))
= minxby=m max(fx(u1), fy(u2)).

Pour tout z ∈M et v ∈ B∗, par définition de fz, ρ(v) � ⊥|fz(v)z où ⊥ est
un absorbant, minimal pour ≤ (on peut l’ajouter au semigroupe si nécessaire)

Mais pour tous x, y tels que xby = m,
ρ(u) ∼ ρ̃(ρ(u1)bρ(u2))

� ρ̃(⊥|fx(u1)x · b · ⊥|fy(u2)y)
� ⊥|max(fx(u1),fy(u2)m.

Il existe donc β (indépendant de u), tel que pour tous x, y avec xby = m,
fm(u) ≤β max(fx(u1), fy(u2)).

En particulier, f1(u) = fm(u) ≤β minxby∈I max(fx(u1), fy(u2)) = [[ϕ1]](u).
On peut conclure f1 4 [[ϕ1]].

Réciproquement, supposons f1(u) ≤ n, cela signifie que ρ(u)(n) ≥ m. Mais
ρ(u) ∼α ρ(u1) · b · ρ(u2), donc ρ(u1)(α(n)) · b · ρ(u2)(α(n)) ≥ m.
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Soit x = ρ(u1)(α(n)) et y = ρ(u2)(α(n)), on a fx(u1) ≤ α(n) et fy(u2) ≤
α(n), donc max(fx(u1), fy(u2)) ≤ α(n). On obtient [[ϕ1]](u) ≤ α(n), et en
conclusion [[ϕ1]] 4 f1. Ceci conclut la preuve de [[ϕ1]] ≈ f1.

Il nous reste à montrer que f2 est CLTL-définissable. Pour ceci, on va
finalement utiliser l’hypothèse d’induction sur la taille de M (jusqu’à maintenant,
seul l’alphabet diminuait).

On définit le semigroupe de stabilisation M′ = 〈Mb ∩ bM, ◦, \,≤′〉 de la
manière suivante : xb ◦ by = xby, et pour tout xb idempotent, (xb)\ = (xω)]b, où
xω est l’idempotent obtenu en itérant x. Puisque M est apériodique, on peut
toujours prendre xω = x|M|. On peut vérifier que M′ est un semigroupe de
stabilisation, soit ρ′ compatible avec M′.

On peut remarquer que d’après cette définition, pour tout k ∈ N et xb ∈M′,
(xb)k = xkb, donc M′ est aussi apériodique. De plus, on montre que l’élément
1, qui est dans M par hypothèse, n’est plus dans M′ : Supposons 1 ∈M′, soit
k = |M|, alors 1 = xb = x1b = x(xb)b = · · · = xkbk = xkbk+1 = 1b = b, mais
b 6= 1, c’est absurde donc 1 /∈M′. On peut également remarquer que b est neutre
pour ◦ dans M′, et |M′| < |M|. On pourra donc utiliser l’hypothèse d’induction
sur M′ avec alphabet M′.

Soit ∆ = b(B∗b)+, alors L2 = B∗∆B∗.
Soit d ∈ M′, on veut montrer que fd restreinte au langage ∆ est CLTL-

définissable.
On rappelle que pour tout ensemble E, on identifie les éléments de (EN)∗

(mot de suites) avec leur projection canonique dans (E∗)N (suites de mots), qui
est toujours une suite de mots de longueurs identiques.

Soit σ : ∆→ (M′N)∗, définie par

σ(bu1b . . . ukb) = (bρ(u1)b) . . . (bρ(uk)b).

Par hypothèse d’induction, pour tout x ∈M′, il existe une formule CLTL ψx
sur l’alphabet M′, et une fonction de correction αx tels que pour tout v ∈M′∗,

[[ψx]](v) ≈αx inf {n ∈ N : ρ′(v)(n) ≥ x} .

Définition 4.4.6 Soit S un semigroupe de stabilisation et α une fonction
de correction. soit f une fonction de coût S∗ → N∞, et S↑ l’ensemble des
suites α-croissantes d’éléments de S. On définit f̃ : (S↑)∗ → N∞ par f̃(~u) =
inf {n : f(un) ≤ n}.

On peut remarquer que cette notation est cohérente avec l’opérateur˜défini dans
la Section 2.2.5 pour les fonctions S+ → N→ S, en vertu de la remarque suivante :
si f est reconnue par S, h, I avec ρ compatible, c’est-à-dire f ≈ u 7→ I[ρ(h(u))],
alors f̃ ≈ ~u 7→ I[ρ̃(h(~u))].

Cette définition est nécessaire car σ est définie à partir de ρ, qui associe
à chaque mot de B∗ une suite d’éléments. Cependant, on veut recombiner ces
éléments pour voir leur comportement vis-à-vis de f , et on a donc besoin d’une
fonction qui prend comme argument des suites, et non plus des mots. C’est le
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rôle de l’opérateur ˜ : changer le type de la fonction f tout en conservant sa
signification, au moyen d’un procédé diagonal.

Lemme 4.4.7 Il existe α et φd une formule CLTL sur A tel que pour tout u ∈ ∆
et v ∈ B∗ :

[[φd]](uv) ≈α [̃[ψd]](σ(u)) ≈α fd(u)

Intuitivement, φd oublie la dernière composante v de B∗ donnée en argument,
et applique σ(u) pour factoriser le mot en fonction des b, afin d’utiliser ψd pour
lire chaque facteur comme une lettre unique.

En supposant ce lemme vrai, on peut construire une formule ϕ2 pour f2 :

ϕ2 = (
∨

xdy=m
(ϕ′x ∧ F (b ∧Xφd)) ∧ F (b ∧X(G¬b ∧ ϕy))) ∧ ϕL2

où ϕL2 = F (b ∧XFb) contrôle que le mot est dans L2.
Par construction, hypothèse d’induction, et Lemme 4.4.7, il existe α tel que

pour tous v1, v2 ∈ B∗ et u ∈ ∆,
[[ϕ2]](v1uv2) ≈α minxdy=m max([[ϕ′x]](v1uv2), [[φd]](uv2), [[ϕy]](v2))

≈α minxdy=m max(fx(v1), fd(u), fy(v2)).
La preuve queminxdy=m max(fx(v1), fd(u), fy(v2)) ≈ fm(v1uv2) est similaire

à celle du cas [[ϕ1]] ≈ f1.
On a donc obtenu [[ϕ2]] ≈ f2, ce qui conclut la preuve.

�

Preuve du Lemme 4.4.7

Démonstration On commence par montrer [̃[ψd]](σ(u)) ≈α fd(u) pour un
certain α et tout u ∈ ∆. Soit u = bu1bu2 . . . ukb avec ui ∈ B∗. Pour tout i ∈ [[1, k]]
et t ∈ N, ρ(ui)(t) = ai,t ∈ M. Pour tout t ∈ N, soit vt = (ba1,tb) . . . (bak,tb),
vt est un mot sur M′ de longueur k, et σ(u) = (vt)t∈N. Finalement, soit wt =
ba1,tba2,t . . . bak,tb de longueur 2k + 1 sur M. On a :

[̃[ψd]](σ(u))) = inf {t : [[ψd]](vt) ≤ t}
≈ inf {t : inf {n : ρ′(vt)(n) ≥ d} ≤ t}

On peut montrer que ρ′(vt) ∼ ρ(wt) pour tout t. Il suffit de vérifier que ρ′
comme ρ vérifient tous les axiomes du Théorème 2.2.14 sur (ba1b) . . . (bakb) et
ba1ba2 . . . akb respectivement. Soit α et α′ les fonctions de corrections données
par ce théorème pour ρ et ρ′.
Lettre. pour tout a ∈M , on a bien ρ′(bab) ∼α′ bab ∼α ρ(bab),
Produit. pour tout a1, a2 ∈ M , on a ρ′((ba1b)(ba2b)) ∼α′ (ba1b) ◦ (ba2b) =

ba1ba2b ∼α4 ρ(ba1ba2b),
Stabilisation. Soit bab un idempotent de M′ etm ∈ N, Notons que babab = bab,

donc pour tout l ≥ 1, (ba)lb = bab, où les produits sont effectués dans M.
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ρ′((bab)m) ∼α′ (bab)\|m(bab) = (ba)ω]b|m(bab). On effectue la division
euclidienne m = |M|m′ +m′′ avec m′′ < |M|,
ρ((ba)mb) ∼ ρ(((ba)|M|)m′) · (ba)m′′b

∼(1) ρ(((ba)ω)m
′
) · (bab)

∼ (ba)ω](bab)|m′(ba)ω(bab)
∼(2) (ba)ω]b|m(bab).

L’équivalence (1) est obtenue par apériodicité de M ((ba)ω est une lettre
et non un mot de longueur |M|), et (2) en utilisant m ≈×(|M|+1) m

′.
Ces cas montrent qu’un n-calcul dans M′ sur vt peut être transformé en

un n-calcul sur wt de même valeur, car chaque type de noeud préserve cette
propriété. La propriété de substitution correspond au branchement en cascade
de plusieurs n-calculs, il n’est donc pas nécessaire de traiter ce cas ici.

On obtient donc ρ′(vt) ∼ ρ(wt) pour tout t.
De plus, soit ~w = (wt)t∈N, on montre que

inf {n′ : ρ̃(~w)(n′) ≥ d} ≈ inf {t : inf {n : ρ(wt)(n) ≥ d} ≤ t} : (EQ).

Soit N ′ = inf {n′ : ρ̃(~w)(n′) ≥ d} , ρ(wN ′)(N ′) ≥ d et N ′ ≤ N ′
on a N ′ ≥ inf {t : inf {n : ρ(wt)(n) ≥ d} ≤ t}.

Réciproquement, soit T = inf {t : inf {n : ρ(wt)(n) ≥ d} ≤ t} et N la valeur
correspondante de inf {n : ρ(wt)(n) ≥ d}, on a N ≤ T et ρ(wt) est α-croissante,
donc ρ(wT )(T ) ≥α ρ(wT )(N) ≥ d, c’est-à-dire T ≥α inf {n′ : ρ̃(~w)(n′) ≥ d}.

On obtient donc l’équivalence (EQ).
Finalement,

[̃[ψd]](σ(u))) ≈ inf {t : inf {n : ρ(wt)(n) ≥ d} ≤ t}
≈ inf {n : ρ̃(~w)(n) ≥ d} par (EQ)
= inf {n : ρ̃(bρ(u1)bρ(u2) . . . ρ(uk)b)(n) ≥ d}
≈ inf {n : ρ(bu1bu2 . . . ukb)(n) ≥ d} Substitution
≈ fd(u).

ce qui conclut la preuve de [̃[ψd]](σ(u))) ≈ fd(u).

Il reste à montrer l’existence de φd et α tels que pour tous u, v ∈ ∆ × B∗,
[[φd]](uv) ≈α [̃[ψd]](σ(u)).

Si ψ est une formule sur M′, on définit ψF sur A par induction sur ψ :
xF = (b ∧XFb) ∧ (Xϕ′x)
(ψ1 ∧ ψ2)F = ψF

1 ∧ ψ
F
2

(ψ1 ∨ ψ2)F = ψF
1 ∨ ψ

F
2

(Xψ)F = ¬bU(b ∧ ψF)
(ψ1Uψ2)F = (b =⇒ ψF

1 )U(b ∧ ψF
2 )

(ψ1U≤Nψ2)F = (b =⇒ ψF
1 )U≤N (b ∧ ψF

2 ).
Où ϕ′x est définie comme précédemment, pour tout ϕx sur l’alphabet B.
On peut maintenant montrer par induction sur ψ que [[ψF]](uv) ≈ [̃[ψ]](σ(u))

pour u = bu1bu2 . . . ukb ∈ ∆ et v ∈ B∗ :
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– Si x ∈M′,
[[xF]](uv) = [[ϕ′x]](u1bu2 . . . ukbv) = [[ϕx]](u1), et
[̃[x]](σ(u)) = inf {n : [[x]](ρ(u1)(n)) ≤ n}

≈ inf {n : (ρ(u1)(n)) ≥ x}
≈ [[ϕx]](u1).

– Cas ∧ :
[[(ψ1 ∧ ψ2)F]](uv) = max([[ψF

1 ]](uv), [[ψF
2 ]](uv))

≈ max([̃[ψ1]](σ(u)), [̃[ψ2]](σ(u)))
≈ ˜[[ψ1 ∧ ψ2]](σ(u))

– Cas ∨ :
[[(ψ1 ∨ ψ2)F]](uv) = min([[ψF

1 ]](uv), [[ψF
2 ]](uv))

≈ min([̃[ψ1]](σ(u)), [̃[ψ2]](σ(u)))
≈ ˜[[ψ1 ∨ ψ2]](σ(u))

– cas X :
[[(Xψ)F]](uv) = [[ψF]](bu2b . . . ukbv)

≈ [̃[ψ]](σ(bu2b . . . ukb))
≈ [̃[Xψ]](σ(bu1bu2b . . . ukb))

– cas U :
[[(ψ1Uψ2)F]](uv)
= min1≤j≤k(max([[ψF

2 ]](bujb . . . ukbv),max1≤i≤j [[ψF
1 ]](buib . . . ukbv)))

≈ min1≤j≤k(max([̃[ψ2]](σ(bujb . . . ukb)),max1≤i≤j [̃[ψ1]](σ(buib . . . ukb))))
≈ ˜[[ψ1Uψ2]](σ(u))

– Le cas U≤N est le même que ci-dessus, en autorisant au plus N erreurs
pour ψ1.
Il suffit maintenant de choisir φd = ψF

d pour compléter la preuve du Lemme
4.4.7.

�

Ceci conclut la preuve du Théorème 4.4.3

4.4.3 Décidabilité
La logique CLTL est une manière très concise (comparée par exemple aux

automates de coût et aux semigroupes de stabilisation) de représenter des
fonctions de coût, par exemple pour décrire un comportement souhaité pour un
système. Il est donc naturel, étant donnée une fonction de coût, de se demander
s’il existe une formule de CLTL pour la décrire.

Le théorème suivant donne un résultat positif dans ce sens :

Théorème 4.4.8 L’appartenance à la classe des fonctions définissables par
CLTL est décidable pour les fonctions de coût regulières.

Démonstration Ce théorème découle de la caractérisation donnée par le
Théorème 4.4.3.
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En effet, si f est donnée par un automate ou un semigroupe de stabilisation,
on peut calculer Sf (voir Section 2.3.6). Il suffit ensuite de tester l’apériodicité
de Sf pour répondre à la question. Ceci peut être fait en temps quadratique
en n = |Sf |, en itérant au plus n fois chaque élément a ∈ Sf jusqu’à détecter
un cycle. Si tous les cycles sont triviaux, alors le semigroupe est apériodique,
sinon il ne l’est pas. Attention, si f est donnée par un automate, cette procédure
devient exponentielle en la taille de l’entrée, car le passage de l’automate au
semigroupe de stabilisation est exponentiel, voir [Col11]. �

4.5 Etude de Prompt-LTL
4.5.1 Définition, lien avec les fonctions de coût

La logique Prompt-LTL a été introduite dans [KPV09], afin d’enrichir LTL
par une contrainte quantitative. Plus précisément, cela se fait au moyen d’un
nouvel opérateur FP. La syntaxe de Prompt-LTL est donc

ϕ := a | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | Xϕ | ϕUϕ| FPϕ | Ω.

La syntaxe est ici légèrement différente de l’originale car on se restreint aux
mots finis. Ce travail pourra ensuite être étendu aux mots infinis.

Le nouvel opérateur FP se comporte comme F, mais nécessite une borne
globale sur le temps d’attente. Formellement, si ϕ est une formule de Prompt-LTL
u est un mot et k ∈ N, on dit que (u, k) |= ϕ si u |= ϕk où ϕk est obtenue à
partir de ϕ en remplaçant chaque occurence de FP par

∨
i≤k Xi.

Un ensemble de mots E (défini par un système de transitions fini dans
[KPV09]) satisfait ϕ, noté E |= ϕ, s’il existe une borne k tel que pour tout mot
u ∈ E, (u, k) |= ϕ.

Bien que cette logique ait été introduite indépendemment de la théorie des
fonctions de coût, on peut voir Prompt-LTL comme un moyen de définir des
fonctions de coût. Ce fait est explicité par le Lemme suivant.

Lemme 4.5.1 Soit ϕ est une formule de Prompt-LTL, et ϕ′ la formule de CLTL
obtenue à partir de ϕ en remplaçant chaque FPψ par ⊥U≤Nψ. Alors pour tout
ensemble de mots E, E |= ϕ si et seulement si [[ϕ′]] est borné sur E.

Démonstration La définition de E |= ϕ correspond à l’existence d’une borne
globale k sur le temps d’attente utilisable pour tout mot u ∈ E. C’est équivalent
à l’existence d’une borne pour [[ϕ′]] sur E, par définition de ϕ′. �

Dans la suite on pourra donc utiliser l’opérateur FPψ comme une notation
pour ⊥U≤Nψ, et considérer les formules de Prompt-LTL comme des formules
de CLTL.
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4.5.2 Pouvoir expressif de Prompt-LTL
On peut maintenant se demander quel est le pouvoir expressif de Prompt-LTL

en terme de fonctions de coût reconnues. Chaque formule de Prompt-LTL étant
en particulier une formule de CLTL, on sait déjà par le Théorème 4.4.3 que toute
fonction reconnue par une formule de Prompt-LTL est apériodique (c’est-à-dire
que son semigroupe de stabilisation minimal est apériodique).

On cherche une caractérisation algébrique de la classe des fonctions de coût
reconnues par Prompt-LTL, et si possible un résultat sur la décidabilité de cette
classe. Intuitivement, les évènements mesurés par une formule de Prompt-LTL
sont toujours consécutifs, et on s’attend donc à ce qu’une fonction de coût définie
ainsi soit temporelle.

Lemme 4.5.2 Soit φ une formule de Prompt-LTL. Alors [[φ]] est temporelle.

Démonstration On va montrer qu’il est possible de construire un automate
temporel reconnaissant [[φ]]. La construction donnée dans la Section 4.2, donnant
un B-automate Aφ pour toute formule φ de CLTL, ne fonctionne pas directement.

Il y a plusieurs raisons à cela :
– Chaque opérateur classique (∧,∨,U) génère des actions ε dans l’automate.
– L’automate obtenu possède plusieurs compteurs, et les actions générées

n’agissent que sur un compteur à la fois, effectuant l’action ε sur les autres.
On doit donc modifier cet automate de façon à le rendre temporel. On

numérote les occurrences de FP en FP1,FP2, . . . ,FPk dans la formule φ. On
veut construire Aφ = 〈Q,A, In,Fin,Γ,∆〉 temporel reconnaissant [[φ]].

Comme précédemment, on pose Q = 2subφ, Γ = {γ1, . . . , γk}, In = {{φ}} et
Fin = {∅, {Ω}}.

Le schéma général de définition des transitions est défini de la même manière
que dans la section 4.2, avec des ε-transitions reliant des pseudo-états.

La seule différence se situe dans la définition suivante :
Soit Y ∈ Q, et ψ une formule non réduite de taille maximale dans Y . On

ajoute les ε-transitions suivantes :
– Si ψ = ϕ1 ∧ ϕ2 : Y ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1, ϕ2}

– Si ψ = ϕ1 ∨ ϕ2 :
{
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1}
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ2}

– Si ψ = ϕ1Uϕ2 :
{
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ1,Xψ}
Y

ε:ε−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ2}

– Si ψ = FPjϕ :
{

Y
ε:icj−→ Y \ {ψ} ∪ {Xψ} (on compte une erreur)

Y
ε:rj−→ Y \ {ψ} ∪ {ϕ}

où l’action rj (resp. icj) effectue l’action r (resp. ic) sur le compteur γj
et ε sur les autres compteurs.

Les transitions réelles sont comme auparavant obtenues par contraction des
ε-transitions. De plus, pour chaque compteur si l’action globale est ε le long
d’une séquence d’ε-transitions, on effectue une action r sur ce compteur dans

91



la transition réelle, afin d’obtenir un automate temporel. Les transitions de
l’automate Aφ sont donc définies comme suit :

∆ =
{
Y

a:σ′−→ next(Z) | Y ∈ Q,Z ∪ {a} consistant et réduit, Y ε:σ−→∗ Z
}

où pour tout γ ∈ Γ, σ′(γ) =
{

r si σ(γ) = ε
σ(γ) sinon

La correction de cet automate est déduite du fait que si l’on veut effectuer
l’action ε sur le compteur γj correspondant à l’opérateur FPj , cela signifie que
l’on n’est pas en train de compter le temps d’attente lié à FPj . On peut donc
remplacer ε par r sans danger, et obtenir ainsi un automate Aφ temporel pour
φ. �

La classe des fonctions reconnues par Prompt-LTL est donc incluse dans
l’intersection entre la classe temporelle et la classe apériodique. Le théorème
suivant exprime la réciproque.

Théorème 4.5.3 Soit f une fonction de coût temporelle et apériodique. Alors
il existe une formule ϕ de Prompt-LTL telle que f ≈ [[ϕ]].

Démonstration On reprend la preuve du Théorème 4.4.5 de la Section 4.4.2,
qui permettait de passer d’un semigroupe apériodique à une formule de CLTL.
On suppose cette fois que le semigroupe M de départ est apériodique et temporel,
on cherche à obtenir une formule φx de Prompt-LTL, pour chaque élément x ∈M.
Cependant, on imposait dans l’hypothèse de récurrence que 1 ∈ M. Ceci est
incompatible avec l’hypothèse selon laquelle M est temporel (dans le cas où il y
a des éléments instables), on supprime donc cette hypothèse.

Le schéma de preuve reste exactement le même : on procède par induction
sur (|M|, |A|). On ne décrira ici que les nouveaux éléments de la preuve.

Les cas |M| = 1 et |A| = 1 n’utilisaient déjà que des formules de Prompt-LTL,
et n’utilisaient pas l’hypothèse 1 ∈M, on peut donc réutiliser cette partie de la
preuve telle quelle. Remarquons également que si tous les éléments de M sont
stables, alors les théorèmes sur les langages classiques (Schützenberger, Kamp)
nous donnent directement une formule de LTL pour chaque élément.

On suppose maintenant |M| > 1, |A| > 1, et également qu’il existe un élément
instable, le résultat étant vrai dans les autres cas.

Soit b ∈ A un élément stable, et B = A\{b}. Un tel élément b existe toujours :
on peut choisir par exemple (xω)] pour n’importe quel élément x.

Soit L0 = B∗, L1 = B∗bB∗, et L2 = B∗b(B∗b)+B∗. On a alors A∗ = L0 ∪L1 ∪
L2.

Si ϕ est une formule CLTL sur B, on définit sa « relativisation » ϕ′ sur A,
qui mime l’effet de ϕ sur le mot tronqué par le premier b. On définit ϕ′ par
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induction de la manière suivante :

a′ = a ∧XFb
Ω′ = b
(ϕ ∧ ψ)′ = ϕ′ ∧ ψ′
(ϕ ∨ ψ)′ = ϕ′ ∨ ψ′
(Xϕ)′ = Xϕ′ ∧ ¬b
(ϕUψ)′ = (ϕ′ ∧ ¬b)Uψ′

(FPψ)′ = (FPψ
′) ∧ (¬bUψ′)

Le reste des cas L0 et L1 n’utilise pas l’opérateur U≤N , donc on reste dans
le fragment Prompt-LTL. Il reste à traiter le cas L2.

La définition du semigroupe de stabilisation M′ sera légèrement différente
ici. En effet, on avait défini auparavant ses éléments M ′ = Mb ∩ bM , afin que b
soit le nouvel élément neutre, et que 1 disparaisse. Hormis cette considération,
les seuls éléments utiles de M′ étaient de la forme bab.

On définit donc ici M′ = 〈bMb, ◦, \,≤′〉, avec bxb ◦ byb = bxbyb, et pour tout
bxb idempotent, (bxb)\ = ((bx)ω)]b, où (bx)ω est l’idempotent obtenu en itérant
bx. Ces définitions sont cohérentes avec la preuve précédente, on se restreint
juste aux éléments utiles.

Or, cette fois-ci, on sait que b est stable, et M est temporel donc tout
élément J -inférieur à b est stable. On a donc pour tout bxb idempotent, (bxb)\ =
((bx)ω)]b = (bx)ωb = bxb. La dernière égalité vient du fait que bxbxb = bxb, et
donc pour tout l ≥ 1, (bx)lb = bxb.

Le semigroupe de stabilisation M′ défini ici est donc entièrement stable, c’est
un semigroupe classique. La logique LTL classique est donc suffisante pour définir
toutes les fonctions de M′. Lorsque que l’on définit l’opérateur F, il n’est donc
pas nécessaire de considérer le cas ψ1U≤Nψ2 comme dans la preuve précédente.

En réutilisant le reste de la preuve tel quel, on construit une formule de
Prompt-LTL pour toute fonction f reconnue par M. �

Corollaire 4.5.4 Etant donnée une fonction de coût régulière, on peut décider
si elle peut être reconnue par une formule de Prompt-LTL, en vérifiant si le
semigroupe de stabilisation minimal de f est apériodique et temporel.
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Chapitre 5

Conclusion

On a étudié dans cette partie plusieurs classes de fonctions de coût sur mots
finis, et caractérisé finement leur structure au moyen de plusieurs formalismes
équivalents. Pour toutes ces classes, on a obtenu la décidabilité du problème
de l’appartenance, au moyen d’une caractérisation algébrique à la manière de
Schützenberger. La figure suivante résume la manière dont ces classes intéra-
gissent. Les traductions d’un formalisme à l’autre en suivant ce schéma sont
toutes effectives.

Prompt-LTLApériodique
CLTL

B-temporel (à 1 compteur)
S-temporel (à 1 compteur)

Semigroupe temporel
Uniforme

Régulier
CMSO

L’un des outils centraux mis en oeuvre ici est la notion d’ω]-expression, qui
permet de définir une congruence syntactique sur les fonctions de coût. Ceci
nous autorise à décrire le comportement du semigroupe minimal de f lorsque
l’on a pas directement accès à celui-ci, comme c’est le cas par exemple si f est
décrit par une formule de CLTL.On a de plus obtenu un résultat encourageant
de complexité : le problème de l’existence de borne pour une formule de CLTL
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est PSPACE-complet, tout comme le problème de satisfaisabilité de LTL qu’il
généralise. En étudiant la classe temporelle , on a exhibé un lien explicite avec
la théorie des langages via les langages uniformes, ce qui permet de simplifier
grandement les structures manipulées ainsi que les approximations commises par
les fonctions de correction.
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Deuxième partie

Fonctions de coût régulières
sur mots infinis
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Chapitre 6

Formalismes de
reconnaissance

On veut maintenant étendre la théorie des fonctions de coût régulières aux
mots infinis.

La théorie des langages réguliers sur mots infinis a rencontrés de nombreux
succès, et est aujourd’hui utilisée massivement en pratique, notamment dans
un contexte de vérification. Le formalisme des mots infinis se justifie par le fait
que beaucoup de systèmes informatiques réels sont utilisés en continu, et leur
fin n’est pas programmée. On peut par exemple penser à l’exemple classique
de l’ascenseur : si l’on veut modéliser son comportement de manière simple,
cela a plus de sens de le considérer comme une système réagissant à des actions
sur une durée infinie. On pourra ainsi spécifier que certaines conditions seront
toujours vérifiées (par exemple à chaque fois qu’on l’appelle, l’ascenseur finira
par venir), ou à l’inverse que certains comportements ne seront jamais possibles
(par exemple rester bloqué entre deux étages).

On fixe comme précédemment un alphabet fini A, et on note Aω l’ensemble
des mots infinis sur A. On peut supposer dans cette partie que A possède au
moins deux lettres, sinon il n’existe qu’un seul mot et la théorie n’est pas très
intéressante.

Une fonction de coût sur mot infinis est donc une classe d’équivalence de
fonctions Aω → N∞, pour la relation ≈ définie dans le Chapitre 1.

6.1 Automates de coût
On veut maintenant définir un modèle d’automates qui associeront un élément

de N∞ à chaque mot infini lu en entrée. On va étendre les automates de coût sur
mots finis, en s’inspirant de la théorie des automates classiques sur mots infinis.

Les automates de Büchi, introduit dans [Büc62] forment la pierre angulaire
de la théorie des langages réguliers sur mots infinis. Le principe de ces automates
est le suivant : puisqu’il n’est plus possible d’examiner l’état final d’une exécution
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(qui est maintenant de longueur infinie), la condition d’acceptation va être basée
sur les états visités infiniment souvent. Plus précisément, un ensemble d’« états
de Büchi » est choisi dans l’automate, et une exécution est acceptante si au
moins l’un de ces états de Büchi a été visité infiniment souvent. Büchi a montré
que ces automates généralisaient de manière satisfaisante les automates sur mots
finis, en établissant leur équivalence avec la logique MSO sur mots infinis.

On va ici réutiliser cette approche, mais cette fois-ci avec des automates de
coût. Il faut donc commencer par spécifier quelle valeur associer à une séquence
infinie d’actions sur les B-compteurs et les S-compteurs.

6.1.1 B- et S-valuations
On garde les deux alphabets d’actions atomiques CB = {ic, ε, r} et CS =

{ε, i, r, cr} pour les compteurs.
Cependant, on va maintenant vouloir assigner une valeur à un mot infini de

telles actions. Les définitions valB(ν) = supC(ν) et valS(ν) = inf C(ν) de la
Section 2.1.1 seront conservées, mais pourront être étendues à ν ∈ (CΓ

B)ω dans
et ν ∈ (CΓ

S)ω respectivement.
Ainsi on aura valB((ic.ε.ic.r)ω) = 2 et valB(ic.r.ic2.r.ic3.r . . . ) = ∞,

tandis que valS(i.cr.i2.cr.i3.cr . . . ) = 1 et valS(rω) =∞.

6.1.2 Automates de coût sur mots infinis
On va donner ici directement la définition de la classe générale des B- (resp.

S-) automates de Büchi alternants sur mots infinis. Les diverses classes de B-
automates sur mots infinis seront ensuite définies par des restrictions sur cette
classe générale.

Un B-automate de Büchi alternant (B-ABA) A = 〈Q,A, In, F,Γ, δ〉 sur mots
infinis possède

– un ensemble fini d’états Q,
– un alphabet fini A,
– un ensemble d’états initiaux In ⊆ Q,
– un ensemble d’états de Büchi F ⊆ Q,
– un ensemble fini Γ de B-compteurs. Soit C := CΓ

B l’ensemble des B-actions
atomiques sur Γ.

– une fonction de transition δ : Q × A → B+(C × Q), où B+(C × Q) est
l’ensemble des combinaisons booléennes positives (sans négation) d’éléments
de (C × Q). Pour tout (q, a) ∈ Q × A, on peut écrire δ(q, a) comme une
disjonction de clauses, chaque clause étant une conjonction d’éléments
(ci, qi) ∈ C×Q.

Le comportement d’un tel automate peut être vu comme un jeu entre deux
joueurs : Eve et Adam. A chaque position q dans l’automate, si a est la lettre
lue, Eve choisit une clause dans δ(q, a), puis Adam choisit un élément (c, q) dans
cette clause, qui déterminera l’action effectuée et le nouvel état de l’automate.

Le but d’Eve est d’accepter le mot d’entrée avec la plus petite valuation
possible pour l’action construite tout en validant la condition d’acceptation de
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l’automate, et celui d’Adam est de l’en empêcher.
On appellera stratégie de A une stratégie d’Eve dans ce jeu, définie pour tous

les choix possibles d’Adam.
Plus formellement, une stratégie de A sur u = a0a1 · · · ∈ Aω est un arbre

infini étiqueté S = (r, c) avec dom(S) ⊆ N∗ (mots sur N), r : dom(S) → Q et
c : (dom(S) \ {ε})→ C vérifiant

– r(ε) ∈ In ;
– pour tout x ∈ dom(S), il existe une clause (c1, q1) ∧ . . . ∧ (ck, qk) dans
δ(r(x), a|x|) telle que pour tout 1 ≤ j ≤ k, x · j ∈ dom(S), r(x · j) = qj ,
c(x · j) = cj , et pour tout j > k, x · j /∈ dom(S).

On dit qu’une stratégie est acceptante si toute branche π de S = (r, c)
contient une infinité de noeuds x tels que r(x) ∈ F .

Une exécution de A est une branche d’une stratégie de A : c’est un mot infini
sur Q× C, fixée par les choix des deux joueurs sur le mot u donnée en entrée.

On définit maintenant la valeur d’une stratégie S de A. Si π = x0x1 . . . est
une branche de S, la valeur de π est donnée par valB(π) := valB(c(x1)c(x2) . . .).
On pose ensuite

valB(S) = sup {valB(π) : π branche de S} .

La B-sémantique d’un B-ABA A est [[A]]B : Aω → N∞ définie par

[[A]]B(u) := inf {valB(S) : S est une stratégie acceptante de A sur u} .

Autrement dit, comme sur les mots finis, la B-sémantique minimise la valeur
sur toutes les stratégies acceptantes de A. En particulier, peu importe les choix
effectuées par Adam, la stratégie d’Evedoit garantir la présence d’une infinité
d’états de Büchi.

Les S-automates de Büchi alternants (S-ABA) sont définis de la même
manière, avec l’inversion entre inf et sup comme sur les mots finis. Ainsi valS(S) =
inf {valS(π) : π branche de S}, et la S-sémantique d’un S-ABA A est donnée
par :

[[A]]S(u) := sup {valS(S) : S est une stratégie acceptante de A sur u} .

Le but d’une stratégie dans un S-ABA est donc de maximiser la plus petite
valeur enregistrée sur l’une des branches.

Une n-exécution d’un B-ABA est une exécution acceptante de valeur au plus
n, tandis qu’une n-exécution d’un S-ABA est une exécution acceptante de valeur
au moins n.

6.1.3 Automates non-déterministes
Si δ n’utilise que des disjonctions, alors Adam n’a aucun rôle dans les exécu-

tions, et l’on dit que l’automate A est non-déterministe.
Les stratégies de A correspondent alors à ses exécutions : il suffit de choisir

un élement de la disjonction à chaque pas.
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L’ensemble des exécutions possibles de A sur un mot u = a0a1 . . . fixé peut
être visualisé par un DAG (pour Direct Acyclic Graph) G dont les arêtes sont
étiquetées par C. Les sommets de G sont les éléments de Q×N, et ses arêtes sont
les (p, i) c−→ (q, i+ 1), où (c, q) apparaît dans δ(p, ai). Ainsi, les exécutions de
A sont exactement les chemins infinis dans G, qui commencent par un sommet
de la forme (p, 0) avec p ∈ In.

Dans ce cas, on présentera souvent δ comme un ensemble, et on le notera
alors ∆ = {(p, a, ν, q) : (ν, q) est une disjonction dans δ(p, a)} ⊆ Q×A×C×Q.

On utilisera les abrévations B-NBA pour les B-automates de Büchi non-
déterministes, et S-NBA pour les S-automates de Büchi non-déterministes.

Théorème 6.1.1 Soit f une fonction de coût sur mots infinis. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

– f est reconnue par un B-NBA,
– f est reconnue par un S-NBA.

Démonstration L’idée de cette démonstration vient de Thomas Colcombet.
C’est une généralisation de la preuve de Büchi pour la complémentation des
automates de Büchi classiques.

Le chapitre suivant est consacré à la preuve de ce théorème, incluant une
introduction des notions algébriques nécessaires. �

En conséquence, on dira que les fonctions de coût reconnues par un B-NBA
sont régulières.

6.1.4 Automates faibles alternants
Les automates faibles alternants classiques ont été introduits dans [MSS92],

et ont prouvé leur utilité via nombreux résultats de décidabilité et de complexité
en théorie des automates, sur mots infinis et arbres infinis.

On généralise ici cette notion aux fonctions de coût.
On dira qu’un B-ABA A = 〈Q,A, In, F,Γ, δ〉 est un B-automate faible

alternant (B-WAA) si son ensemble d’états Q peut être partitionné en des
ensembles Q1, . . . , Qk, ordonnés partiellement par ≤, tels que :

– pour tout q, q′ ∈ Qi, q ∈ F si et seulement si q′ ∈ F ;
– si qj ∈ Qj peut être atteint depuis qi ∈ Qi par des transitions de δ, alors
Qj ≤ Qi.

Cela revient à interdire l’existence d’un cycle comportant simultanément des
états de Büchi (acceptants) et des états non Büchi (rejetants). Toute exécution
de A va donc se stabiliser soit dans des états acceptants, soit dans des états
rejetants.

Si de plus on peut se restreindre à des singletons pour les partitions (i.e.
l’ordre porte sur les états), on dira que l’automate est très faible, noté B-VWAA.
On peut remarquer qu’un B-ABA est un B-VWAA si et seulement si tous ses
cycles sont triviaux.

Cette définition étend celle des automates linéaires alternants donnée dans
[LT00], dans le cas classique.
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6.2 Logiques de coût sur mots infinis
6.2.1 CFO et CMSO sur mots infinis

On reprend les définitions de CFO, CMSO telles qu’elles sont données dans la
Section 2.4. Le fait d’interpréter maintenant ces logiques sur mots infinis n’affecte
pas leur définition. La seule différence se situe dans la portée des variables : les
variables de premier ordre sont à valeur dans N (elles étaient auparavant limitées
à la longueur du mot), et les variables de second ordre sont des parties de N, qui
peuvent être finies ou infinies.

Exemple 6.2.1 Soit A = {a, b}, et φ = ∀≤Nx.¬a(x). On a pour tout mot u,
[[φ]](u) = |u|a, et en particulier [[φ]](u) =∞ si u contient une infinité de a.

On peut également reprendre la fonction ϕ = ∀X.(bloc(X) ∧ a(X)) ⇒
(∀≤Nx.x /∈ X) de l’Exemple 2.4.2. On aura pour tout u, [[ϕ]](u) = maxblocka(u),
et en particulier [[ϕ]](u) =∞ si u contient des blocs de a de taille arbitrairement
grande.

Théorème 6.2.2 Soit f une fonction de coût sur mots infinis. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

– f est régulière sur mots infinis,
– f est reconnue par une formule de CMSO.

Démonstration On utilisera ici la définition alternative de CMSO, qui enrichit
FO avec un prédicat « |X| ≤ N ». On a montré dans la Section 2.4.2 que les
deux formalismes sont équivalents sur mots finis, la preuve reste valide sur les
mots infinis.

Des B-NBA à CMSO
Soit B = 〈Q,A, In, F,Γ,∆〉 un B-NBA. On veut construire une formule ϕB

de CMSO qui reconnaît [[B]].
Puisque les deux sémantiques (celle de CMSO et celle des B-automates)

sont définies par un infimum, la formule ϕB doit juste exprimer qu’il existe une
exécution de B sur u de valeur au plus N .

Soit ∆ = {τ1, . . . , τk} ⊆ Q × A × C × Q l’ensemble des transitions de B.
Pour toute transition τ = (p, a, ν, q) ∈ ∆, on utilise une variable monadique Xτ

pour décrire l’ensemble des positions où τ est utilisée. On note π1, πA, πC, π2
les projections de ∆ ⊆ Q × A × C × Q sur chacune de ses composantes. Pour
tout γ ∈ Γ, on définit aussi πγ(τ) ∈ CB la projection de πC(τ) ∈ C = CΓ

B sur le
compteur γ.

On définit les formules auxiliaires suivantes, qui contiennent les variables
monadiques libres Xτ1 , . . . , Xτk :

– Partition := ∀x.
∨

1≤i≤k(x ∈ Xτi ∧ (
∧
j 6=i x /∈ Xτj )).

Cette formule force les Xτi à partitionner l’ensemble des positions du mot.
– Mot := ∀x.

∨
a∈A(a(x) ∧

∨
πA(τ)=a x ∈ Xτ )).

Cette formule force les Xτ à être cohérents avec le mot d’entrée.

101



– Init :=
∨
π1(τ)∈In(∃x.x ∈ Xτ ∧ ∀y.x ≤ y).

Cette formule vérifie que l’exécution commence bien dans un état initial.
– Büchi :=

∨
π2(τ)∈F (∀x.∃y.y ∈ Xτ ∧ x ≤ y).

Cette formule vérifie qu’il existe une transition vers un état de Büchi qui est
prise infiniment souvent. C’est nécessaire et suffisant pour que la condition
de Büchi soit vérifiée, car il existe un nombre fini de transitions.

– Pour tout γ ∈ Γ, on définit une formule
Mesureγ(X) := (∀x.x ∈ X ⇒

∨
πγ(τ)=ic x ∈ Xτ )∧

∀x, y, z.(x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ x ≤ z ≤ y)⇒
∨
πγ(τ)∈{ic,ε} z ∈ Xτ )

qui vérifie que l’ensemble X marque des incréments consécutifs pour γ, en
ignorant les ε intermédiaires. Notons que cette formule ne contient pas de
prédicat quantitatif, c’est-à-dire que c’est une formule pure MSO, et que
l’on pourra donc la nier.

– Coût :=
∧
γ∈Γ(∀X.Mesureγ(X)⇒ |X| ≤ N).

Cette formule vérifie que chaque compteur effectue au plus N incréments
consécutifs durant toute l’exécution.

On peut finalement définir la formule

ϕB := ∃Xτ1 , . . . , Xτk ,Partition ∧Mot ∧ Init ∧Büchi ∧Coût.

Il est facile de vérifier que [[ϕB]] = [[B]], puisque pour tout u ∈ Aω et n ∈ N,
les n-exécutions sur u sont en bijection avec les instanciations de Xτ1 , . . . , Xτk

qui témoignent que (u, n) |= ϕB.

De CMSO aux B-NBA
On veut maintenant montrer que pour toute formule ϕ de CMSO, on peut

construire un B-NBA Bϕ reconnaissant la même fonction de coût. Pour ce
faire, on utilisera le Théorème 6.1.1, qui garantit l’équivalence entre les modèles
B-NBA et S-NBA.

Dans la définition de CMSO, on force tous les prédicats « |X| ≤ N » à
apparaître positivement. Si l’on nie une formule de CMSO, tous ces prédicats
apparaîtront négativement. On nomme CMSO la logique correspondante, et on
notera ϕ les formules de CMSO.

Ceci correspond à autoriser les négations dans la syntaxe, et à définir simul-
tanément les deux logiques duales de la manière suivante :

ϕ := a(x) | x ≤ y | x ∈ X | ϕ ∧ ϕ | ∃x.ϕ | ∃X.ϕ | ¬ϕ | |X| ≤ N,
ϕ := a(x) | x ≤ y | x ∈ X | ϕ ∧ ϕ | ∃x.ϕ | ∃X.ϕ | ¬ϕ.

On peut ici économiser de nombreux constructeurs grâce à la présence de
la négation. Par exemple les prédicat ϕ ∨ ϕ et |X| > N ne sont pas nécessaires
dans la syntaxe de CMSO, puisqu’ils peuvent être obtenus comme ¬(ϕ ∧ ϕ) et
¬(|X| ≤ N).

On a vu que les formules ϕ de CMSO correspondent naturellement aux
B-automates, car la sémantique est définie comme un infimum dans ces deux
formalismes.
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De la même manière, on peut donner une sémantique aux formules ϕ de
CMSO par

[[ϕ]](u) := sup {n ∈ N, (u, n) |= ϕ} .

Le modèle naturel d’automates pour ces formules sera le S-automate, puisque
les sémantiques sont définies par un supremum dans les deux cas.

Lemme 6.2.3 Si ϕ est une formule de CMSO ou de CMSO, alors [[ϕ]] ≈ [[¬ϕ]].

Démonstration Rappelons d’abord que si ϕ est une formule de CMSO, alors
¬ϕ est une formule de CMSO et vice-versa.

Supposons que ϕ est une formule de CMSO. soit u un mot de Aω. On rappelle
que [[ϕ]](u) = inf {n ∈ N, (u, n) |= ϕ}. Puisque les prédicats |X| ≤ N apparaissent
seulement positivement ϕ, pour tout k ≤ n ∈ N, (u, k) |= ϕ⇒ (u, n) |= ϕ. Deux
cas sont alors possibles :

– Si [[ϕ]](u) > 0 , le plus grand k tel que (u, k) 6|= ϕ est exactement [[ϕ]](u)−1.
mais alors (u, k) 6|= ϕ⇐⇒ (u, k) |= ¬ϕ. D’où [[¬ϕ]](u) = [[ϕ]](u)− 1.

– Si [[ϕ]](u) = 0, alors [[¬ϕ]](u) = sup ∅ = 0.
Dans tous les cas [[¬ϕ]](u) ≤ [[ϕ]](u) ≤ [[¬ϕ]](u) + 1, c’est vrai pour tout u ∈ Aω,
donc [[ϕ]] ≈ [[¬ϕ]].

Le cas où ϕ est une formule de CMSO est similaire. �

On peut maintenant montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
1 : f est reconnue par un B-NBA.
2 : f est reconnue par un S-NBA.
3 : f est reconnue par une formule de CMSO.
4 : f est reconnue par une formule de CMSO.
On a déjà 1⇔ 2 par le Théorème 6.1.1, 3⇔ 4 par le Lemme 6.2.3, et 1⇒ 3

par la première partie de cette preuve.
Il nous reste à montrer que toute formule ϕ de CMSO peut être reconnue

par un B-NBA. On montre ce résultat par induction sur ϕ.
On va toujours utiliser des B-NBA pour les formules de CMSO et des S-NBA

pour les formules de CMSO.
Pour ce faire, on va avoir besoin de représenter des formules contenant des

variables libres. Ceci est fait de manière usuelle en lisant des mots sur un alphabet
étendu A × {0, 1}k, où k est le nombre de variables libres dans ϕ. Un mot de
{0, 1}ω décrit la valuation pour un ensemble de positions, en marquant par des
1 les positions appartenant à l’ensemble. Les variables du premier ordre peuvent
être considérées comme des singletons.

Il est maintenant facile de construire des B-NBA (en fait des automates de
Büchi classiques) pour les prédicats a(x), x ≤ y, x ∈ X.

On a également besoin d’automates de Büchi pour les négations de ces
prédicats, ce qui ne pose pas plus de problème. Ceci nous donne des S-NBA
pour les prédicats originels.

Les B-NBA suivant reconnaissent [[|X| ≤ N ]] et x ≤ y (donné en exemple) :
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(A, 1) : ic

(A, 0) : ε

(A, 0, 0)

(A, 1, 0)

(A, 0, 0)

(A, 0, 1)

(A, 0, 0)

Il nous reste à considérer les opérateurs et quantificateurs ¬,∧,∃x, ∃X.
Par le Lemme 6.2.3, si ϕ = ¬ψ est une formule de CMSO alors ψ est une

formule de CMSO, et [[ϕ]] ≈ [[ψ]]. Il suffit donc d’utiliser l’équivalence donnée
par le Théorème 6.1.1 pour convertir le S-NBA pour ψ donné par l’hypothèse
d’induction, et obtenir ainsi un B-NBA pour ϕ. Le cas contraire est symétrique.

Les autres opérateurs correspondent à la clôture de la classe des fonctions
régulière par les opérations min,max, inf-projection et sup-projection. Plus pré-
cisément, les quantificateurs existentiels correspondent à des inf-projections dans
CMSO, et à des sup-projections dans CMSO.

En convertissant au besoin les B-NBA en S-NBA et vice-versa, il est facile
d’utiliser la clôture de ces automates par toutes ces opérations pour obtenir le
résultat. On peut lire [Col09] pour des détails sur la clôture des B-automates
par min,max, inf-projection et la clôture des S-automates par min,max, sup-
projection.

Par exemple si l’on a un automate A pour ϕ(X) dans CMSO, on peut
construire un automate B pour ∃X.ϕ(X) en effaçant simplement la composante
correspondant à X sur les transitions de A. Cette opération correspond à une
inf-projection.

En utilisant ces constructions, on peut finalement obtenir un B-NBA Bϕ
pour toute formule ϕ de CMSO.

�

6.2.2 La logique CMSO faible : WCMSO
La logique CMSO faible, notée WCMSO (pour « Weak cost MSO »), est

introduite dans [VB11] sur les arbres infinis.
Comme dans le cas classique, cette logique est définie à partir de CMSO en

limitant la portée des variables de second ordre aux ensembles finis. Comme
on le voit dans le lemme suivant, on peut toujours remonter à une formule de
CMSO en partant d’une formule de WCMSO :

Lemme 6.2.4 Toute fonction de coût WCMSO-définissable est CMSO-définis-
sable.

Démonstration Soit ϕ une formule de WCMSO. On veut construire une
formule ϕ′ de CMSO telle que [[ϕ′]] ≈ [[ϕ]]. Soit Fini(X) := ∃x.∀y.x ≤ y ⇒ y /∈ X.
T Cette formule force l’ensemble X à être fini. On peut définir ϕ′ en ajoutant
la condition Fini(X) pour tous les ensembles X de la formule ϕ. On pourra

104



ainsi considérer ϕ′ comme une formule de CMSO, sans perdre pour autant la
sémantique de ϕ, qui force les ensembles à être finis.

Plus précisément, on remplace toute occurrence de ∃X.ψ par ∃X.Fini(X) ∧
ψ, et toute occurrence de ∀X.ψ par ∀X.Fini(X) ⇒ ψ. Ceci nous donne une
construction explicite de ϕ′ à partir de ϕ. �

Les mots infinis pouvant être vus comme des arbres infinis particuliers, les
définitions et résultats de [VB11] sont valides ici. En particulier, on a le théorème
suivant :

Théorème 6.2.5 ([VB11]) Les fonctions de coût reconnues par des formules
de WCMSO sont exactement celles reconnues par B-WAA.

On va voir dans la Section 8 que la réciproque est vraie sur les mots infinis.
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Chapitre 7

Equivalence entre B-NBA
et S-NBA

7.1 Structures algébriques sur mots infinis
L’équivalence entre B-NBA et S-NBA est une généralisation de la clôture

par complémentation des automates de Büchi. Cette preuve était connue de
Colcombet, mais n’était pas publiée auparavant, on l’inclut ici par souci de
complétude. On va ici généraliser la preuve algébrique utilisant les ω-semigroupes
et algébres de Wilke. On peut se référer à [PP95] pour une présentation de ces
formalismes (cette section reprend le même contenu, de manière moins détaillée),
et à [Büc62] pour la preuve originelle de complémentation de Büchi. Cette
dernière n’utilise pas explicitement les structures algébriques présentées ici, mais
certaines idées y sont déjà présentes. Cette construction est également proche
de celle présentée dans [BC06], qui montre l’équivalence entre des modèles
d’automates légèrement différents, appelés ωB-automates et ωS-automates.

7.1.1 ω-semigroupes
Les ω-semigroupe ont été définis pour étendre la notion de reconnaissance

par semigroupe fini, de manière à pouvoir dire qu’un langage L ⊆ Aω est reconnu
par un semigroupe fini.

Ils sont définis de la manière suivante : un ω-semigroupe est une paire
S = (Sf , Sω) muni des opérations suivantes :

– un produit binaire sur Sf , noté multiplicativement,
– un produit mixte Sf × Sω → Sω, également noté multiplicativement,
– un produit infini π : SN

f → Sω.
L’idée derrière ces définitions est de représenter les mots finis par des éléments

de Sf , et les mots infinis par des éléments de Sω. Les divers produit correspondent
donc à concaténer ces deux types de mots de différentes manières.

En conséquence, ces opérations doivent satisfaire les axiomes suivants :
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– Sf muni du produi binaire est un semigroupe fini classique,
– pour tous s, t ∈ Sf et u ∈ Sω, s(tu) = (st)u,
– pour toute suite croissante d’entiers (kn)n>0 et pour toute suite (sn)n∈N ∈
SN
f , on a

π(s0s1 . . . sk1−1, sk1sk1+1 . . . sk2 − 1, . . . ) = π(s0, s1, s2, . . . ),

– pour tout s ∈ Sf et (sn)n∈N ∈ SN
f ,

sπ(s0, s1, s2, . . . ) = π(s, s0, s1, s2, . . . ).

Toutes ces propriétés peuvent être vues comme des règles d’associativité, et
montrent que dans la suite on pourra écrire le produit s0s1s2 . . . sans ambiguité.

On supposera toujours qu’il n’y a pas d’éléments de Sω « inutile », c’est-à-dire
que tout élément de Sω peut s’écrire comme un produit infini d’éléments de Sf .

Exemple 7.1.1 Soit A∞ = (A+,Aω), muni des concaténations habituelles sur
les mots. Alors A∞ est un ω-semigroupe.

On est confronté ici à un problème de finitude : même si le nombre d’éléments
de Sf et Sω est fini, le produit infini π ne possède pas a priori de présentation
finie. En ce sens, un ω-semigroupe n’est pas a proprement parler une structure
finie.

Pour remédier à ce problème, on va mettre les ω-semigroupes en relation
avec une autre structure, finie cette fois-ci : les algèbres de Wilke.

7.1.2 Algèbres de Wilke
Une algèbre de Wilke est définie de la même manière qu’un ω-semigroupe,

excepté que l’on remplace le produit infini π par une opération unaire Sf → Sω,
notée s 7→ sω.

Cette opération correspond à itérer une infinité de fois un élément, et doit
satisfaire pour tous s, t ∈ Sf , s(ts)ω = (st)ω et pour tout n > 0 (sn)ω = sω. On
peut remarquer que cette dernière propriété implique que ω est complètement
caractérisée par sa valeur sur les idempotents. En effet, étant donné s ∈ Sf , on
peut toujours trouver n tel que sn est idempotent, et on trouvera ainsi la valeur
de sω grâce à celle de (sn)ω.

La nouveauté est que l’on peut maintenant représenter de manière finie
l’opération ω, qui remplace le produit infini en permettant de passer de Sf à
Sω. Il reste à montrer qu’elle représente de manière unique le produit infini de
l’ω-semigroupe correspondant.

Cette propriété est donnée par le théorème suivant :

Théorème 7.1.2 Pour toute algèbre de Wilke (Sf , Sω), il existe un unique ω-
semigroupe de même domaine dont le produit infini est tel que sss · · · = sω. En
particulier, tout élément de u ∈ Sω peut s’écrire stω avec s, t ∈ Sf .

Ce théorème est obtenu grâce au théorème de Ramsey suivant :
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Théorème 7.1.3 Soit S un semigroupe fini et φ : A+ → S un morphisme de
semigroupes. Pour tout u ∈ Aω, il existe une paire (s, e) ∈ S2 avec se = s,
ee = e, et une factorisation de u en u0u1u2 . . . avec φ(u0) = s et pour tout n ≥ 1
φ(un) = e.

Réciproquement, on peut facilement associer une algèbre de Wilke à un ω-
semigroupe en posant sω = π(sss . . . ). On peut donc identifier les deux notions,
et obtenir une présentation finie pour tout ω-semigroupe.

7.2 De B-NBA à S-NBA
Soit B = 〈Q,A, F, q0,Γ,∆〉 un B-NBA sur mots infinis, et f = [[S]]. On veut

construire un S-NBA S reconnaissant f .

7.2.1 Semigroupe d’actions
On rappelel que CB = {ε, icr} est l’ensemble des B-actions atomiques
On pose C1 := {r, ε, ic,⊥} : la nouvelle action ⊥ signifie que l’on a fait trop

d’incréments. Soit C = CΓ
1 , les éléments de C seront utilisés pour décrire une

action globale, sur une partie d’exécution.
On donne à C1 la structure d’un semigroupe de stabilisation. Le produit

représente la concaténation de deux actions, et l’opérateur ] permet de répéter
une action un grand nombre de fois.

· r ε ic ⊥ ·]

r r r r ⊥ r
ε r ε ic ⊥ ε

ic r ic ic ⊥ ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

On définit également un ordre par ⊥ ≤ ic ≤ ε ≤ r. Attention, cet ordre
n’est pas exactement celui du semigroupe de stabilisation ordonné (dans lequel
⊥ ≤ ic et ⊥ ≤ r suffiraient).

Le produit, l’ordre, et la stabilisation de C sont ensuite définies canoniquement,
composante par composante.

7.2.2 Types
Soit Sig := Q2 × C × {0, 1} l’ensemble des signatures de B. On définit un

ordre sur Sig par (p, q, c, b) ≤ (p′, q′, c′, b′) si (p, q) = (p′, q′), c ≤ c′ (pour l’ordre
défini plus haut) et b ≤ b′.

On définit l’ensemble des types T comme les parties de Sig closes vers le bas :
pour tout T ∈ T , x ∈ T et y ≤ x, on doit avoir y ∈ T .

Si X est une partie de Sig, on notera X ↓ la clôture de X pour ≤, i.e.
X ↓= {s ∈ sig,∃x ∈ X, s ≤ x}.
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Le but d’une signature est de décrire une portion finie d’exécution de B. Si u
est un mot fini et n ∈ N, on définit la n-signature d’une exécution ρ de B sur u
par (p, q, c, b), où

– p est l’état de départ de ρ, q est son état d’arrivée,
– c vaut le produit des actions de ρ si valB(ρ) ≤ n, et c = ⊥ sinon,
– b vaut 1 si ρ comporte un état de Büchi, et 0 sinon.
Pour tout n ∈ N, et u ∈ A∗, on définit le n-type de u par

Tn(u) = {n-signatures des exécutions de B sur u} ↓ .

La clôture vers le bas nous permet de considérer que si l’automate peut faire
une exécution effectuant une action c, il peut également en faire une moins bonne
effectuant une action c′ ≤ c (par exemple c′ = ic et c = ε).

On peut remarquer que pour tout u ∈ A∗ et n ≤ m, on a Tn(u) ⊆ Tm(u).
On veut étendre T en une algèbre de Wilke (T , Tω), de manière à ce que les

éléments de Tω décrivent des exécutions infinies de B.
On pose Tω = 2Q×C×{0,1}, que l’on peut également restreindre aux parties

closes vers le bas. Intuitivement, un élément (p, c, b) de Tω décrira une exécution
infinie partant de l’état p, effectuant une action globale c (⊥ si les valeurs des
compteurs deviennent trop grandes), et voyant une infinité d’états de Büchi si
b = 1. On peut considérer que l’action est ⊥ s’il n’existe pas de chemin de p à q.

On définit le produit binaire sur T de la manière suivante :

t1 · t2 := {(p, r, c1c2, b1 ∨ b2) : ∃q, (p, q, c1, b1) ∈ t1 et (q, r, c2, b2) ∈ t2} .

L’opérateur ω : T → Tω est défini par

tω =
{

(p, c1c], b) : ∃q, b1 ∈ Q× {0, 1} , (p, q, c1, b1) ∈ t and (q, q, c, b) ∈ t
}
.

Finalement, on définit le produit mixte · : T × Tω → Tω par

s · t = {(p, c · c′, b) : (p, q, c, b0) ∈ s et (q, c′, b) ∈ t} .

Lemme 7.2.1 (T , Tω) muni de ces opérations de produit est une algèbre de
Wilke.

Soit Ram =
{

(s, t) ∈ T 2 : st = s et tt = t
}
, l’ensemble des paires de Ramsey

sur T . On définit l’ensemble des paires acceptantes Acc ⊆ Ram comme étant les
paires (s, t) telles qu’il existe (q0, c, 1) ∈ s · tω avec q0 ∈ In et pour tout γ ∈ Γ,
c(γ) 6= ⊥.

Cela signifie que si l’automate B a une exécution de n-type s suivies d’une
infinité d’exécutions de n-type t sur un mot infini u, alors [[B]](u) ≤ 2n : le type
s · tω contient une exécution acceptante de valeur au plus 2n ( le 2 étant dû à la
concaténation possible de deux séquences de n incréments). Ce fait sera prouvé
plus en détail dans la suite.

On appelle Ref le complément de Acc dans Ram. On peut remarquer que
Ref est clos pour l’inclusion : si (s, t) ∈ Ref, alors pour tous s′ ⊆ s et t′ ⊆ t, on
a (s′, t′) ∈ Ref.
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7.2.3 Retour aux mots finis
La description des exécutions infinies par une algèbre de Wilke (T , Tω) nous

permet de reconstruire toute exécution infinie comme composition d’exécutions
finies. En effet, on a vu dans la Section 7.1 que tout élément de Tω peut s’obtenir
comme stω, avec (s, t) ∈ Ram.

Soit t ∈ T , on définit la fonction de coût gt sur A∗ par

gt(u) = inf {n : Tn(u) 6⊆ t} .

On montre que pour tout t ∈ T , gt est une fonction de coût régulière sur les
mots finis, en construisant un B-automate Bt pour gt.

Il est suffisant de construire un B-automate pour une signature (p, q, c, b) /∈ t
quelconque. Cet automate vérifiera que (p, q, c, b) ∈ Tn(u). On peut ensuite
procéder à l’union de tous ces automates.

On fixe donc s = (p, q, c, b) /∈ t, et on part du B-automate B(p,q) =
〈A, {p} , {q} ,Γ,∆〉 défini à partir de B, en changeant juste les état initiaux
et finaux par p et q.

Il est simple d’étendre cet automate en B(p,q,b), avec 2 fois plus d’états, qui
se souvient si un état de Büchi a été vu, et refuse si ce n’est pas cohérent avec b.

Il reste à vérifier que l’action globale effectuée sur u est c. Pour tout c ∈ C1,
on définit un automate Ac sur C∗B , qui accepte avec valeur n si l’action globale
est au plus c, lorsque l’on considère une séquence de plus de n incréments comme
l’action ⊥. On peut ensuite définir les automates Ac avec c ∈ C en faisant les
produits des automates correspondans à un seul compteur.

On présente ici les automates Aic and Ar pour un compteur, avec ν ∈
{ic, ε, r}.

ic r

r : r
ε : ε

ic : ic

ν : ν ic : ic
ε : ε

r : r

ν : ν

On obtient finalement le B-automate voulu Bs en composant B(p,q,b) avec
Ac. C’est à dire que Ac lira les actions effectuées par B(p,q,b), et produira les
siennes en réponse, qui seront celles de l’automate final.

On a donc montré que les gt sont des fonctions de coûts régulières sur mots
finis. Pour chaque t ∈ T , on peut donc construire un S-automate St qui reconnaît
gt, en utilisant l’équivalence des B- et S-automates sur mots finis (Théorème
2.1.5).

Finalement, soit t ∈ T et g′t(u) := sup {n : Tn(u) ⊆ t}. On peut remarquer
que g′t ≤ gt ≤ g′t + 1. Cela signifie que gt ≈ g′t, et donc [[At]] ≈ g′t.

7.2.4 Extension aux mots infinis
Soit t ∈ T et n ∈ N, on pose Lnt := {u ∈ A∗ : Tn(u) ⊆ t}.
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Lemme 7.2.2 Soit n ∈ N, alors

Aω =
⋃

(s,t)∈Ram

Lns (Lnt )ω. (1)

De plus, il existe α tel que pour tout n ∈ N,
– si (s, t) ∈ Acc et u ∈ Lns (Lnt )ω, alors f(u) ≤ α(n) (2),
– si (s, t) ∈ Ref et u ∈ Lns (Lnt )ω, alors f(u) > n (3).

Démonstration
(1) : Soit n ∈ N et u ∈ Aω. On doit montrer qu’il existe (s, t) ∈ Ram tel

que u ∈ Lns (Lnt )ω. On peut remarquer que Tn : A+ → T est un morphisme de
semigroupes. Le Théorème de Ramsey 7.1.3t nous assure l’existence d’un couple
(s, t) dans T tel que u = u0u1u2 . . . , Tn(u0) = s et pour tout i ≥ 1, Tn(ui) = t.
On obtient donc u ∈ Lns (Lnt )ω.

(2) : On suppose u ∈ Lns (Lnt )ω pour un certain (s, t) ∈ Acc. Cela signifie
qu’il existe (q0, c, 1) ∈ s · tω tel que pour tout γ ∈ Γ, c(γ) 6= ⊥.

Par définition de l’algèbre de Wilke (T , Tω), on a l’existence de (p0, q, c0, b0) ∈
s et (q, q, c′, 1) ∈ t avec c0 · c′ω = c.

Mais u ∈ Lns (Lnt )ω, donc u peut être écrit u0u1u2 . . . avec Tn(u0) = s et pour
tout i ≥ 1, Tn(ui) = t. Cela signifie qu’il existe une n-exécution de B de p0 à q
sur u0 avec action c0, et de plus pour tout i ≥ 1 B peut lire ui en faisant une
boucle autour de q de valeur au plus n, d’action c′ > ic, et contenant un état
de BüchiĊela décrit une 2n-exécution de B sur u. Le facteur 2 vient du fait que
recoller deux n-exécutions peut résulter en une 2n exécutions. En revanche, le
type des exécutions nous interdit ici de recoller trois n-exécutions avec celle du
milieu de type ic, donc on ne dépassera jamais la valeur 2n. On en conclut que
f(u) ≤ 2n.

(3) : On montre le résultat par contraposition. Supposons f(u) ≤ n. Soit
u = u0u1u2 . . . une décomposition de Ramsey de u relativement au morphisme
Tn. Soit s = Tn(u0) et t = Tn(ui) pour tout i ≥ 1, avec tt = t et st = s.

Il existe une n-exécution acceptante ρ de B sur u. Soit q un état qui apparaît
inifiniment souvent à la fin des ui dans ρ.

· · ·
p0 q

s

q q

t

u0
s

u1
t

u2
t

u3
t

u4
t

u5
t

Puisque ρ accepte avec valeur au plus n, on peut trouver (p0, q, c0, b0) ∈ s et
(q, q, c, 1) ∈ t tels que pour tout γ ∈ Γ, c0 · c](γ) 6= ⊥. Ceci implique (s, t) ∈ Acc.

On a montré que si f(u) ≤ n, alors toute décomposition de Ramsey (s, t)
relative à Tn est dans Acc. Par contraposition, si (s, t) ∈ Ref et u ∈ Lns (Lnt )ω,
alors f(u) > n.

�
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Corollaire 7.2.3 Soit g la fonction de coût sur mots infinis définie par

g(u) := sup {n ∈ N : ∃(s, t) ∈ Ref, u ∈ Lns (Lnt )ω} .

Alors f ≈ g.

Démonstration Soit u ∈ Aω tel que f(u) > α(n). D’après le Lemme 7.2.2, il
existe (s, t) ∈ Ram tel que u ∈ Lns (Lnt )ω.

Si (s, t) ∈ Acc, par le Lemme 7.2.2 on obtient f(u) ≤ α(n) ce qui est absured,
donc (s, t) ∈ Ref et g(u) ≥ n.

Réciproquement, si g(u) ≥ n, soit (s, t) ∈ Ref tel que u ∈ Lns (Lnt )ω. Alors
par le Lemme 7.2.2 f(u) > n. �

7.2.5 Construction du S-NBA S
Soit (s, t) ∈ Ram, on définit gs,t(u) = sup {n ∈ N : u ∈ Lns (Lnt )ω}

Lemme 7.2.4 Pour tous s, t ∈ T , il existe un S-NBA Ss,t reconaissant gs,t.

Démonstration Pour tout r ∈ T , on a vu que [[Sr]] ≈αr g′r pour un certain
αr. Soit αs,t = max(αs, αt). L’automate Ss,t doit deviner la factorisation de u
témoignant gs,t(u) ≥ n, et simuler indépendamment Ss sur u0 et St sur chaque
ui, en vérifiant que chacun accepte avec valeur au plus n. Les états de Büchi
sont situés à la fin de chaque ui (et coïncident donc avec les états acceptants de
Ss et St), ce qui force l’automate à en deviner une infinité.

Si [[Ss,t]](u) ≥ αs,t(n), cela nous donne une factorisation u = u0u1u2 . . . avec
[[Ss]](u0) ≥ αs(n) et [[St]](ui) ≥ αt(n) pour tout i ≥ 1.

Cela signifie que g′s(u0) ≥ n et g′t(ui) ≥ n pour tout i ≥ 1. D’où gs,t(u) ≥ n.
On a donc [[Ss,t]] 4 gs,t.

Réciproquement, supposons gs,t(u) ≥ n. On a donc une factorisation u =
u0u1u2 . . . avec gs(u0) ≥ n et gt(ui) ≥ n pour tout i ≥ 1. En devinant cette
factorisation, Ss,t peut effectuer une n-exécution acceptante sur u.

Finalement, [[Ss,t]] ≈ gs,t.
�

On construit enfin S =
⋃

(s,t)∈Ref Ss,t. Puisque g = max(s,t)∈Ref gs,t, et par
le Corollaire 7.2.3, on peut conclure que S reconnaît f .

7.3 De S-NBA à B-NBA
La preuve suit le même schéma, avec quelques difficultés additionnelles dûes

aux spécificités des S-compteurs.
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7.3.1 Semigroupe d’actions
Ici, les effets possibles d’une exécution partielle sur un compteur sont un plus

variés, et sont reflétés par C1 := {Ω, i, ε, r, crΩ, cr,⊥}, où Ω signifie « beaucoup
d’incréments ». On rappelle que la condition de compteurs pour les S-automates
impose que chaque valeur enregistrée par un « check » est grande.

La loi de composition sur C1 est donc la suivante :

· Ω i ε r crΩ cr ⊥ ·ω

Ω Ω Ω Ω r Ω r ⊥ Ω
i Ω i i r crΩ cr ⊥ Ω
ε Ω i ε r crΩ cr ⊥ ε
r Ω r r r ⊥ ⊥ ⊥ r

crΩ crΩ crΩ crΩ cr crΩ cr ⊥ crΩ
cr crΩ cr cr cr ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

Avec ordre de préférence Ω ≥ i ≥ ε ≥ r ≥ cr ≥ ⊥. De plus, ε ≥ crΩ ≥ cr,
et les actions r et crΩ sont incomparables. En effet, l’ordre de préférence signifie
qu’il est toujours mieux pour l’automate (il obtiendra une plus grande valeur)
en remplaçant une action c par c′ ≥ c.

Or, la préférence entre r et crΩ peut dépendre du contexte. Précédé d’un
reset, rr = r et rcrΩ = ⊥, donc r est préférable à crΩ. Or, si la portion
d’exécution considérée est précédée par une autre de type Ω et suivie d’une
troisième de type cr, alors crΩ devient préférable : Ωrcr = ⊥ et ΩcrΩcr = r.

On ne peut donc pas comparer ces deux actions dans l’absolu.

7.3.2 Types
L’algèbre de Wilke (T , Tω) des types possibles est définies de manière similaire.

La seule différence étant que le n-type reflète maintenant les exécutions de valeur
au moins n (au lieu du « au plus n » de la section précédente). Cela signifie
qu’on autorise l’action cr à partir d’une valeur n des compteurs.

Cette fois, les paires acceptantes Acc ⊆ Ram sont les (s, t) tel qu’il existe
(q0, c, 1) ∈ s · tω avec q0 ∈ In et pour tout γ ∈ Γ, c(γ) /∈ {cr, crΩ,⊥}. Cette
condition reflète le fait que l’on commence avec les compteurs à zéro, et donc
l’action cr n’est pas autorisée en début d’exécution.

7.3.3 Automates pour les types sur mots finis
Comme précédemment, on va construire un S-automate sur mots finis pour

chaque signature (p, q, c, b).
La subtilité qui s’ajoute ici est que l’on doit parfois vérifier qu’un grand

nombre d’incréments ont été effectués. Au contraire, on doit parfois vérifier que
l’automate effectue un cr, sans savoir ce qui a été fait avant.

On traite donc ces cas ici en donnant les automates AΩ et Acr pour un
compteur, où ν ∈ {i, ε, r, cr}.
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Ω cr

ν : ν

i, ε : cr

i : i
ε : ε

cr : r

ν : ν

Ces automates sont construits en accord avec les idées suivantes :
– Si c se termine par Ω, on ne peut pas utiliser les états pour vérifier que

les compteurs ont atteint une grande valeur. Cependant, Ac peut effectuer
une action cr à la fin du mot, comme on le voit dans AΩ. De cette manière,
l’exécution est acceptante si et seulement si une grande valeur est atteinte.

– si c commence par cr, alors le premier cr vu par S ne doit pas être recopié
par Ac, car on ne sait rien de la valeur des compteurs. On change cependant
d’état, pour garder l’information qu’un cr a été vu.

Ainsi, si par exemple on concatène ces deux automates, et que l’action lue en
entrée correspond bien à beaucoup d’incréments suivie d’un cr, le cr de sortie
sera en fait effectué par le premier (AΩ) et non par le deuxième (Ar), mais
l’action globale sera bien Ωcr(= r).

En combinant ces divers automates, on pourra obtenir comme précédemment
un S-automate pour chaque type t. Par l’équivalence entre B- et S- automates
sur mots finis, on aura finalement un B-automate Bt pour chaque type t.

7.3.4 Construction et correction de l’automate B
La fin de la preuve est presque identique à celle de la section précédente. Il

faut juste renverser toutes les inégalités portant sur les valeurs des fonctions,
de même que les inf et sup (comme dans le passage de la sémantique B à la
sémantique S).

Par exemple le Lemme 7.2.2 devient

Lemme 7.3.1 Soit n ∈ N, alors

Aω =
⋃

(s,t)∈Ram

Lns (Lnt )ω. (1)

De plus il existe α tel que pour tout n,
– si (s, t) ∈ Acc et u ∈ Lns (Lnt )ω, alors f(u) ≥ n (2),
– si (s, t) ∈ Ref et u ∈ Lns (Lnt )ω, alors f(u) < α(n) (3).

Il suffit ensuite de combiner les B-automates obtenus pour chaque type de la
même manière que précédemment pour obtenir un B-NBA B reconnaissant [[S]].
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Chapitre 8

Des B-NBA aux B-WAA

On va montrer dans cette section que CMSO et WCMSO ont même pouvoir
expressif. D’après les Théorèmes 6.2.2 et 6.2.5 et le Lemme 6.2.4, il suffit de
montrer que toute fonction de coût reconnue par un B-NBA est également
reconnue par un B-WAA.

Soit A = 〈QA,A, IA, FA,Γ,∆A〉 un B-NBA, et f = [[B]]. On cherche à
construire un B-WAA reconnaissant f .

On va faire ceci en deux étapes. On commence par transformer A en un autre
B-NBA B qui reconnaît toujours f , et qui satisfait une condition structurelle
(on dira que B est en forme normale). En effet, l’une des difficultés liées aux
automates de coût est la concurrence entre la condition d’acceptation (ici Büchi),
et la valeur des compteurs qui doit rester la plus basse possible. L’automate B
aura un comportement simplifié, car la forme normale établit un lien structurel
entre les actions des compteurs et la condition de Büchi.

Il sera ensuite possible d’utiliser des idées de [KV01], où la complémentation
des automates de Büchi est effectuée via les automates faibles alternants.

8.1 Forme normale pour les B-NBA
On dira qu’un B-NBA B = 〈Q,A, I, F,Γ,∆〉 est en forme normale si pour

toute transition τ = (p, a, ν, q) ∈ ∆, si p ∈ F alors ν = (r, r, . . . , r). Autrement
dit, toute transition de B venant d’un état de Büchi doit remettre tous les
compteurs à zéro.

On va maintenant construire un B-NBA B en forme normale tel que [[B]] ≈ f .
Pour ce faire, on part du constat suivant : pour tout γ ∈ Γ, toute exécution

e de A de valeur finie doit vérifier l’une des deux propriétés suivantes :
1 : il y a une infinité de resets pour γ dans e
2 : il y a un nombre fini d’incréments pour γ dans e
Le principe de l’automate B est de deviner dans quel cas chaque compteur se

trouve, et d’utiliser ces propriétés pour obtenir une forme normale sans modifier
la fonction de coût calculée. Dans le cas 1, on attendra d’avoir vu un reset
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sur chaque compteur de type 1 pour compter le prochain état de Büchi. On
ajoute une composante 1′ pour signifier que l’on a vu un reset du compteur
correspondant, et ce jusqu’au prochain état de Büchi de l’automate B. Dans le
cas 2, on pourra attendre le dernier incrément et commencer à mettre les états
de Büchi après ce moment (ajouter des resets ne changera alors pas la valeur).
On utilise la composante 2′ pour signifier que l’on a deviné l’emplacement du
dernier incrément, et que l’on peut maintenant prendre en compte les états de
Büchi et leur adjoindre des resets.

Ces opérations de décalage des états de Büchi sont illustrées sur la figure
suivante (les éléments encadrés sont ceux ajoutés dans la construction) :

Cas 2 : · · ·ic ic ic ic
B B B��B ��B ��B ��B

r r r

Cas 1 : · · ·r r r r r

��B ��B ��B��BB

r
B

r

Si plusieurs compteurs sont dans le cas 1, il faut attendre d’avoir vu un reset
pour tous ces compteurs avant de pouvoir compter un état de Büchi :

Cas 1 :
2 compteurs · · ·r r r r r r

r r r

��B ��B ��BB

r

r

B

r

r

B

r

r

On peut remarquer que pour chaque compteur, on insère jamais deux nou-
veaux resets consécutifs. De plus, si on avait une infinité d’états de Büchi au
départ, il en restera une infinité après cette transformation (à condition que les
compteurs considérés soient bien de type 1).

Ici, le fait que l’on travaille sur mots infinis a une importance capitale, car
l’automate B doit deviner plusieurs propriétés sur le futur du mot : dans quel
cas (1 ou 2) chaque compteur se trouve, et pour le cas 2, à partir de quel point
on ne voit plus d’incrément.

Formellement, on définit B = 〈Q,A, I, F,Γ,∆〉, avec
– Q = QA × {1, 1′, 2, 2′}Γ

– I = IA × {1, 2}Γ

– F = FA × {1′, 2′}Γ
Et finalement

∆ = {((p, x), a, g′(ν, b), (q, x′)) : (p, a, ν, q) ∈ ∆A,
x′ ∈ g(x, ν, b), b = B si (p, x) ∈ F et � sinon}
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où g et g′ sont définis ci-dessous. Notons que g(p, x, ν) est un ensemble, donc
il est possible que plusieurs (ou aucune) transitions de B correspondent à une
transition de A.

Le but de g est de mettre à jour la composante x en fonction de l’action
ν. Il suffit de définir g pour un seul compteur γ, le cas général étant obtenu
composante par composante. La composante b ∈ {B,�}) est utilisée pour décrire
si l’état courant est de Büchi dans le nouvel automate : B si c’est le cas est �
sinon.

On peut maintenant définir, pour tout b ∈ {B,�} :
– g(1, ic, b) = g(1, ε, b) = {1},
– g(1, r, b) = g(1′, r, b) = {1′},
– g(1′, ic, B) = g(1′, ε, B) = {1},
– g(1′, ic,�) = g(1′, ε,�) = {1′}
– g(2, ν, b) = {2, 2′} pour tout ν ∈ {ic, ε, r},
– g(2′, ε, b) = g(2′, r, b) = {2′}
– g(2′, ic, b) = ∅.
On définit également g′(ν, b) composante par composante : c’est égal à r si

b = B, et ν sinon.
Il est facile de vérifier que B est en forme normale : par la définition de g′,

les transitions partant d’un état de F effectuent un reset sur tous les compteurs.
On peut remarquer que B a le même ensemble de compteurs que A, et

|Q| = |QA| × 4|Γ|.

Lemme 8.1.1 [[B]] ≈ [[A]]

Démonstration Soit u ∈ Aω, et n ∈ N.
Supposons [[B]](u) ≤ n. Soit ρ une n-exécution de B sur u. Chaque transition

((p, x), a, ν, (q, x′) de B correspond à une transition (p, a, ν′, q) ∈ ∆A. Cela signifie
que l’on peut définir une exécution ρ′ de A sur u à partir de ρ.De plus, la séquence
d’action ests la même, excepté que pour chaque compteur, on a pu ajouter dans
ρ des resets de la manière suivante :

– Cas 1 : au plus un reset additionnel dans ρ entre deux resets de ρ′
– Cas 2 : ajout de resets après le dernier incrément.

Cela siginifie que dans tous les cas, valB(ρ′) ≤ 2∗valB(ρ) = 2n, d’où [[A]](u) ≤ 2n.
C’est vrai pour tout mot u donc [[A]] ≤ 2[[B]].

Réciproquement, on suppose [[A]](u) ≤ n, et on choisit une n-exécution ρ de
A sur u, partant d’un état q0 ∈ IA.

On veut lui associer une n-exécution ρ′ de B sur u.
On commence par choisir un état initial. Pour tout compteur γ ∈ Γ, soit

xγ = 1 s’il y a une infinité de icγ dans ρ, et 2 sinon. xγ est appelé le type de γ.
On peut remarquer que si xγ = 1, alors il y a une infinité de rγ dans ρ, sans
quoi la valeur de ρ serait ∞. Soit x = (xγ1 , . . . , xγk), et q′0 = (q0, x).

Pour les compteurs γ de type 1, on n’a plus de décision à prendre, puisque
g(x, ν, b) est toujours un singleton si x ∈ {1, 1′}, et les composantes Q× {1, 1′}
et Q× {2, 2′} sont disjointes dans l’automate.
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Pour les compteurs γ de type 2, il faut encore décider quand on entrera dans
la composante 2′. On peut le faire dès que le dernier incrément pour γ est passé.

Ceci définit une exécution ρ′ de B sur u, qui ajoute des resets à ρ, ce qui a
pour conséquence de diminuer la valeur maximale atteinte par les compteurs. il
reste à montrer que ρ′ est acceptante, pour prouver que c’est bien une n-exécution
de B sur u.

Les états de Büchi de B sont donnés par F = FA × {1′, 2′}Γ, ce qui signifie
que toutes les composantes doivent être égales à 1′ ou 2′. D’après la définition de
ρ′, tout compteur γ de type 2 devra entrer dans la composante 2′ à un moment,
donc ces compteurs ne nous poserons pas de problème : ils peuvent seulement
retarder pendant un temps fini l’apparition des états de Büchi.

On considère donc les compteurs γ de type 1. Chaque fois qu’un rγ est
observé, la composante de γ devient 1′. On attend ensuite un état de Büchi de
B pour revenir à 1. Puisque pour tout γ de type 1 il y a une infinité de rγ dans
ρ, on atteindra à partir de n’importe quel point une configuration où toutes ces
composantes sont à 1′. Il suffira alors d’atteindre le prochain état de Büchi de ρ
pour obtenir un état de Büchi de ρ′.

ρ′ comporte donc une infinité d’états de Büchi, ce qui prouve que c’est bien
une n-exécution de B sur u, et donc [[B]](u) ≤ n.

Finalement, on a obtenu [[B]] ≤ [[A]] ≤ 2[[B]], donc [[B]] ≈ [[A]]. �

8.2 Analyse des exécutions possibles de B
Cette partie est inspirée de [KV01]. Dans cet article, Kupferman et Vardi

montrent que l’on peut complémenter un automate de Büchi alternant en passant
par un automate faible, avec un coût seulement quadratique en nombre d’états.

Or, on a besoin ici d’un automate sous forme normale, qu’on ne peut pas a
priori obtenir à partir d’un B-ABA quelconque : il n’est plus possible pour Eve
de deviner à l’avance le type des compteurs, car Adam peut avoir une influence
dessus. On se restreint donc à un automate non-déterministe comme automate
de départ, au lieu d’un automate alternant comme dans la preuve originale.

On va utiliser l’automate B en forme normale pour construire un B-WAA
W reconnaissant f .

Les B-WAA étant des automates alternants, donc définis via un jeu, il est
utile de voir l’acceptation de B comme un jeu.

Soit u = a0a1 · · · ∈ Aω un mot fixé. C’est Eve qui choisit toutes les transitions
à prendre dans B pour accepter u, donc a priori il n’est pas naturel de voir
l’acceptation de u par B comme un jeu. Cependant, on va donner un rôle à
Adam, en lui demandant de prouver que Eve ne peut pas accepter le mot u.
Pour ce faire, Adam devra assigner un entier (appelé le rang) à chaque noeud
du DAG G décrivant les exécutions possibles de B sur u.

Soit C = CΓ
B l’ensemble des actions atomiques sur Γ.

On rappelle (voir Section 6.1.2) que le DAG G = (V,E) est défini de la
manière suivante : V = Q×N, et E = {((p, l), ν, (q, l + 1)) : (p, al, ν, q) ∈ ∆} (E
est une partie de V × C× V ).
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On définit maintenant, pour chaque ressource n ∈ N fixée, le rang de chaque
sommet de G. Ces rangs vont servir à prouver que si les compteurs de l’automate
B ne peuvent pas dépasser n, alors il n’existe pas d’exécution acceptante décrite
par G.

On fixe n ∈ N. Un n-chemin dans G est un chemin tel que la valeur de l’action
obtenue en combinant les étiquettes est au plus n. Soit G′ un sous-graphe de G,
on dira qu’un sommet v de G′ est n-menacé dans G′ s’il n’existe pas de n-chemin
infini dans G′ commençant en v. On dira que v est n-garanti dans G′ s’il n’existe
pas de sommet (q, l) dans G′ avec q ∈ F , atteignable depuis v par un n-chemin.
Notons que dans les deux cas, il n’existe pas de n-exécution acceptante de B à
partir de v. On définit maintenant les graphes (Gnk )k∈N par induction :

– Gn0 = G,
– Gn2i+1 = Gn2i \ {v : v est n-menacé dans Gn2i},
– Gn2i+2 = Gn2i+1 \

{
v : v est n-garanti dans Gn2i+1

}
.

Ceci nous permet de définir pour tout sommet v de G :

rangn(v) =
{
k : v ∈ Gnk \Gnk+1

}
.

Intuitivement, le rang d’un sommet nous permet de nous convaincre qu’il
n’existe pas de n-exécution acceptante de B à partir de v. Plus ce rang est
élevé, et plus le nombre d’étapes pour s’en convaincre est grand. Par exemple
rangn(v) = 0 signifie qu’il n’existe pas de n-chemin infini partant de v dans G,
et donc il est facile de voir qu’il n’y a pas de n-exécution acceptante depuis v.

Lemme 8.2.1 Pour tout n < [[B]](u) et i ≥ 0, il existe li tel que pour tout l ≥ li,
il y a au plus |Q| − i sommets de la forme (q, l) dans Gn2i.

Démonstration On fixe n < [[B]](u), et on prouve ce lemme par récurrence
sur i. Le cas i = 0 est conséquence du fait que Gn0 = G, et G possède au plus
|Q| sommets de la forme (q, l) pour tout l.

On suppose donc le résultat pour i, et on le montre pour i+ 1.
Considérons le graphe Gn2i. S’il est fini, alors Gn2i+1 est vide, et Gn2i+2 égale-

ment, donc le résultat est trivialement vrai pour i+ 1. Sinon, Gn2i est infini. On
montre alors qu’il existe un sommet n-garanti dans Gn2i+2.

On suppose que ce n’est pas le cas, et on cherche une contradiction. Tous les
sommets n-menacés de Gn2i ont été retirés dans Gn2i+1, donc ce dernier graphe
est infini et sans feuilles. Les chemins décrits dans la suite de la preuve sont dans
Gn2i+1.

Soit q0 ∈ I. Par hypothèse, (q0, 0) n’est pas n-garanti, donc il existe un
n-chemin (q0, 0) ≤n−→ (q1, l1) avec q1 ∈ F . De plus, (q1, l1) n’est pas une feuille,
et B est en forme normale, donc il existe une arête (q1, l1) (r,r,...,r)−→ (q′1, l1 + 1).
Dans ce nouvel état, tous les compteurs ont valeur 0, et par hypothèse cet état
n’est pas n-garanti, donc on peut réitérer cette construction, pour obtenir un
n-chemin (q′1, l1 + 1) ≤n−→ (q2, l2) (r,r,...,r)−→ (q′2, l2 + 1) avec q2 ∈ F . En réitérant
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cette construction à l’infini (par l’axiome du choix dépendant), on construit un
chemin infini :

(q0, 0) ≤n−→ (q1, l1) (r,r,...,r)−→ (q′1, l1 + 1) ≤n−→ (q2, l2) (r,r,...,r)−→ (q′2, l2 + 1) ≤n−→ . . .

Ce chemin contient une infinité d’états de Büchi (les qj pour j > 0), et c’est
un n-chemin car il est constitué de n-chemins séparés par des resets. Il décrit
donc une n-exécution de B sur u. Or on a [[B]](u) > n, donc une telle exécution
n’existe pas.

Le raisonnement par l’absurde nous permet de conclure qu’il existe un sommet
n-garanti v = (q, l) dans Gn2i+1.

On va montrer qu’on peut choisir li+1 = l pour conclure la preuve.
Puisque v est présent dans Gn2i+1, il n’est pas n-menacé dans Gn2i. Il existe

donc un n-chemin infini π partant de v dans Gn2i. Ce n-chemin est toujours
présent dans Gn2i+1, puisqu’aucun de ses sommets n’est n-menacé dans Gn2i. De
plus, le fait que v soit n-garanti dans Gn2i+1 implique que tous les sommets
de π le sont également. Cela signifie que tous les sommets de π sont absents
dans Gn2i+2, et donc la largeur de Gn2i+2 à partir de la profondeur l est au plus
|Q| − i− 1, par hypothèse d’induction. �

Corollaire 8.2.2 Soit K := 2|Q|+ 1. Pour tout u ∈ A∗ et n ∈ N, [[B]](u) > n
si et seulement si GnK est vide.

Démonstration Par le Lemme 8.2.1, si [[B]](u) > n, alors il existe l|Q| tel que
Gn2|Q| a au plus 0 sommets de la forme (q, l) pour tout l ≥ l|Q|. Cela signifie que
tous les sommets de Gn2|Q| sont n-menacés, et donc GK = G2|Q|+1 est vide.

Réciproquement, si [[B]](u) ≤ n, alors il existe un n-chemin π dans G compor-
tant une infinité de sommets de F . Ceci implique que pour tout k ∈ N, tous les
sommets de π ne sont ni n-menacés, ni n-garantis dans Gnk (on peut faire une
récurrence simple sur k), et donc que π est présent dans tous les (Gnk )k≥0. En
particulier GnK n’est pas vide. �

8.3 Définition du B-WAA W

On a maintenant les outils nécessaires pour décrire le B-WAA W .
Le principe de cet automate alternant est de demander à Eve de joeur les

transitions de B, tandis qu’Adam doit se fixer une ressource n, et deviner les
rangs correspondants pour prouver qu’accepter avec une valeur au plus n dans
B est impossible.

Formellement, soitW := 〈QW ,A, Qin, FW ,Γ, δ〉. On poseQW = Q×[0,K−1],
Qin = I × {K − 1} et FW = Q× ([0,K − 1] ∩ 2N). Intuitivement, si l’automate
est dans l’état (q, i) en lisant la position l du mot d’entrée, cela signifie qu’Eve a
amené B dans l’état q, et Adam a deviné que rangn(q, l) = i. Les états initiaux
font exception, car il faut autoriser tous les rangs possibles au début, et K − 1 et
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K − 1 est une borne supérieure pour rangn(q0, 0), for q0 ∈ I. On rappelle que
K = 2|Q|+ 1.

Finalement, on définit la fonction de transition δ : QW × A→ B+(C×QW )
par

δ(〈q, i〉, a) =
{ ∨

(q,a,ν,p)∈∆
∧

0≤j≤i(ν, 〈p, j〉) si q /∈ F ou i est pair
true si q ∈ F et i est impair

Si on appelle la couleur d’un état col(〈q, i〉) = i, il est facile de vérifier que
la couleur est décroissante le long de toute exécution de W . Les exécutions
acceptantes sont donc celles qui stabilisent dans des composantes de couleur
paire. Ceci montre que W est bien un B-WAA, avec une partition de Q comme
union des Qi := Q× {i}.

8.4 Correction de W

Le rôle d’Eve est de minimiser la valeur de W , en choisissant une exécution
de B de petite valeur sur le mot d’entrée u. Adam essaie de maximiser la valeur
de W , soit en stabilisant dans des états rejetants de W (ce qui donne la valeur
∞), soit en forçant les compteurs à atteindre une valeur haute.

On fixe u ∈ Aω, et on pose n = [[B]](u)− 1. Par le Corollaire 8.2.2, GnK est
vide, donc rangn est une fonction V → [0,K − 1], décroissante le long de tous
les chemins de G. Lors d’une exécution de W , Eve choisit un chemin dans G, et
Adam choisit des couleurs le long de ce chemin.

On considère la stratégie σn d’Adam, qui consiste à étiqueter chaque sommet
v de G par la couleur rangn(v). On veut montrer que cette stratégie prouve que
[[W ]](u) ≥ n+ 1.

Soit ρ une exécution compatible avec σn et π le chemin correspondant dans
G. Premièrement, on peut s’assurer que la transition menant à true n’est jamais
utilisée : si rangn(v) est impair, alors v est n-garanti dans un certain Gn2i+1, et
v ne peut donc pas être dans F . Cela signifie que si Adam joue selon σn, W
n’atteint jamais d’état 〈q, i〉 avec i impair et q ∈ F .

Si ρ stabilise dans une partition de couleur impaire, alors la valeur est ∞,
c’est bien supérieur à n+ 1. On suppose maintenant que ρ stabilise dans une
partition de couleur paire. Puisque la couleur correspond au n-rang (Adam joue
σn), à partir d’un certain point, tous les sommets de π sont de même rang pair
2i, et donc sont n-menacés dans un Gn2i. Or π est un chemin infini dans Gn2i,
donc ça ne peut pas être un n-chemin, sa valeur doit être d’au moins n+ 1, sans
quoi les sommets de π ne seraient pas n-menacés.

Dans tous les cas, la valeur de ρ est d’au moins n+ 1, donc la stratégie σn
prouve bien [[W ]](u) ≥ n+ 1. Ceci étant vrai pour tout u, on obtient [[W ]] ≥ [[B]].

Réciproquement, si n = [[B]](u), on va montrer que jouer une n-exécution
ρ de B est une stratégie de valeur au plus n pour Eve dans W . On rappelle
que les compteurs de W et leurs actions sont directement copiés de ceux de B.
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La stratégie qui consiste à jouer ρ a donc pour conséquence que les compteurs
de W ne dépassent jamais n. Pour Adam, Le seul moyen de mettre en échec
cette stratégie est de rejeter l’entrée, c’est-à-dire de stabiliser dans une partition
impaire i. Cependant, ρ contient une infinité d’états de F , donc si W stabilise
dans la partiotion i, il atteindra un état 〈q, i〉 avec q ∈ F , et d’après la fonction
de transition δ, cela revient à prendre une transition vers true, ce qui correspond
à accepter (toujours avec valeur au plus n).

On a montré [[W ]] ≤ [[B]], on obtient donc finalement [[W ]] = [[B]].

8.5 Résumé de la transformation
On peut remarquer que W et B reconnaissent en fait exactement la même

fonction, sans nécessité de les considérer comme des fonctions de coût. De plus,
le nombre d’états de W est quadratique en celui de B, et le nombre de compteurs
est préservé.

Rappelons que le passage de A à B nécessitait l’équivalence ≈ des fonctions
de coût, et que le nombre d’états était multiplié par 4|Γ|.

Globalement, on a donc obtenu un B-WAA W = 〈QW ,A, Qin, FW ,Γ, δ〉 à
partir d’un B-NBA A = 〈QA,A, IA, FA,Γ,∆A〉 quelconque, avec [[W ]] ≈ [[A]] et
|QW | = Θ(|Q|224|Γ|).

Par l’équivalence entre CMSO et les B-NBA (Théorème 6.2.2), et entre
WCMSO et les B-WAA (Theorem 6.2.5), on obtient le résultat suivant

Théorème 8.5.1 Toute fonction de coût régulière sur mots infinis (i.e. CMSO-
définissable) est définissable par une formule de WCMSO.

On rappelle qu’originellement, la preuve de [KV01] dans le cas classique
partait d’un automate alternant B, au lieu d’un automate non-déterministe
comme il a été fait ici. On pourrait reprendre la preuve générale en partant d’un B-
ABA sous forme normale (cette définition se généralise aux automates alternants)
supposé fourni en entrée. Cependant, il faudrait un résultat additionnel portant
sur le fait que les jeux à objectif B-Büchi sont déterminés avec mémoire finie. Il
faudra de plus montrer que la mémoire M nécessaire à Eve pour gagner le jeu
correspondant à l’acceptation d’un mot d’entrée u par B est indépendante de
u. De plus, on ne pourrait pas obtenir dans ce cas une égalité [[W ]] = [[B]], mais
seulement une approximation [[W ]] ≈α [[B]], où α dépend de la mémoire finie M
définie par B.
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Chapitre 9

Fragment du Premier Ordre

9.1 CLTL sur mots infinis
Il faut ici légèrement adapter la syntaxe de CLTL, car l’opérateur Ω marquant

la fin du mot n’a plus de sens pour les mots infinis.
On va donc utiliser la syntaxe suivante pour CLTL sur les mots infinis :

ϕ := a | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | ϕRϕ | ϕUϕ | ϕU≤Nϕ

On a ici omis l’opérateur X, on pourra le définir en fonction des opérateurs
présents dans la syntaxe. Pour ce faire, on utilisera cette fois-ci les variantes
strictes de U (et R), qui ne mettent aucune contrainte sur la position courante.

Comme sur les mots finis, on dira que (u, n, i) |= ϕ si si ϕ est vraie sur u
à partir de la position i, avec n comme valeur pour N . Tous les opérateurs
conservent leur sémantique, et on définit également la sémantique de R (pour
« Release »), dual de U :

– (u, n, i) |= a si i ≤ k et ai = a ;
– (u, n, i) |= ϕ ∧ ψ si (u, n, i) |= ϕ et (u, n, i) |= ψ ;
– (u, n, i) |= ϕ ∨ ψ si (u, n, i) |= ϕ ou (u, n, i) |= ψ ;
– (u, n, i) |= ϕUψ s’il existe j > i tel que (u, n, i) |= ψ et pour tout i < j′ < j,

(u, n, j′) |= ϕ ;
– (u, n, i) |= ϕRψ si pour tout j > i, ou bien (u, n, i) |= ψ, ou bien il existe
i < j′ < j, (u, n, j′) |= ϕ ;

– (u, n, i) |= ϕU≤Nψ s’il existe j > i tel que (u, n, i) |= ψ et pour tout
i < j′ < j sauf au plus n positions, (u, n, j′) |= ϕ ;

On définit toujours la sémantique d’une formule ϕ par

[[ϕ]](u) := inf {n ∈ N : (u, n, 0) |= ϕ} .

On utilisera les notations true = (
∨
a∈A a) et false = a ∧ b pour a, b deux

lettres distinctes de A (on utilise ici le fait que A possède au moins deux lettres).
On peut également définit les opérateurs suivants :
Futur : Fϕ = trueUϕ
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Toujours : Gϕ = falseRϕ
Release N : ϕR≤Nψ = ψU≤N (ϕ ∨Gψ)
Presque Toujours : G≤Nϕ = falseR≤Nϕ
Suivant : Xϕ = falseUϕ

9.2 Pouvoir expressif de CLTL
Dans le cadre classique, Kamp a montré dans sa thèse de 1968 le théorème

suivant :

Théorème 9.2.1 ([Kam68]) Les logiques LTL et FO ont même pouvoir ex-
pressif sur mots infinis.

On va montrer que ce théorème se généralise aux fonctions de coûts, c’est-à-
dire que l’on va prouver le théorème suivant :

Théorème 9.2.2 Soit f une fonction de coût sur mots infinis, alors f est
reconnue par une formule de CFO si et seulement si f est reconnue par une
formule de CLTL.

Exemple 9.2.3 Soit A = {a, b, c}, et f la fonction de coût définie par

f(u) =
{
|u|a si |u|b =∞
∞ sinon .

Alors f est reconnue par la formule de CLTL ϕ = (G≤N (b ∨ c)) ∧ (GFb), et
également par la formule de CFO

ψ = [∀≤Nx.(b(x) ∨ c(x))] ∧ [∀x.∃y.(x < y ∧ b(x))].

En revanche, la fonction de coût g définie par

g(u) =
{
|u|a si |u|b fini et pair
∞ sinon

n’est reconnaissable ni par une formule de CLTL, ni par une formule de CFO.
Elle est reconnue par la formule de CMSO suivante :

φ = [∀≤Nx.(b(x) ∨ c(x))] ∧ [∃X.pair(X)].

La formule pair(X) vérifie que l’ensemble X repère exactement un b sur
deux, en prenant le premier mais pas le dernier. Ceci garantit qu’il en existe un
nombre fini et pair.

pair(X) = ∧(∃x ∈ X.∀y.b(y)⇒ x ≤ y) le premier b est dans X
∧[∀x, y.(x 6= y ∧ b(x) ∧ b(y))⇒

(x ∈ X ∧ y /∈ X) ∨ (x /∈ X ∧ y ∈ X)] un b sur deux
∧(∃x /∈ X.b(x) ∧ ∀y > x,¬b(X)) dernier b pas dans X
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9.3 De CLTL à CFO
Cette direction est la plus simple : il s’agit seulement de traduire la sémantique

de tous les opérateurs de CLTL au moyen de formules du premier ordre.
On a cependant besoin de conserver des variables libres, donc on définit

précisément la notion d’équivalence entre les formules de CLTL et celles de CFO
comportant une variable libre.

Soit ϕ une formule de CLTL, et ψ(x) une formule de CFO avec une variable
libre x. Soit α : N∞ → N∞ une fonction de correction (donc α(∞) = ∞). On
dira que ϕ et ψ(x) sont α-équivalentes en x si pour tout mot u ∈ Aω et entiers
n, i,

– Si (u, n, i) |= ψ(x) alors (u, α(n), i) |= ϕ,
– Si (u, n, i) |= ϕ alors (u, α(n), i) |= ψ(x),

On rappelle que n est la valeur pour N dans les deux formalismes, i est la
valeur pour x dans le cas de ψ(x), et c’est la position où la formule est évaluée
dans le cas de ϕ. Intuitivement, on veut exprimer que si on interprète x dans
ψ(x) comme la position d’évaluation de la formule, alors les deux formules sont
équivalentes.

Pour toute formule ϕ de CLTL et variable x, on veut constreuire une formule
ψ(x) de CFO équivalente à ϕ en x. Pour ce faire, on définit par induction la
fonction λx, qui effectue cette transformation :

– λx(a) = a(x),
– λx(ϕ ∧ ψ) = λx(ϕ) ∧ λx(ψ), λx(ϕ ∨ ψ) = λx(ϕ) ∨ λx(ψ),
– λx(ϕRψ) = ∀z > x.(λz(ψ) ∨ (∃y.x < y < z ∧ λy(ϕ)),
– λx(ϕUψ) = ∃z > x.(λz(ψ) ∧ ∀y.x < y < z ⇒ λy(ϕ)),
– λx(ϕU≤Nψ) = ∃z > x.(λz(ψ) ∧ ∀≤Ny.x < y < z ⇒ λy(ϕ)).
Il est facile de vérifier que pour toute formule ϕ de CLTL, ϕ et λx(ϕ) sont

id-équivalentes en x. En effet, on a exactement exprimé la sémantique des
opérateurs de CLTL au moyen de formules du premier ordre, donc le plus petit
n satisfaisant la formule est identique dans les deux cas.

En conclusion, si ϕ est une formule de CLTL, on peut construire la formule de
CFO suivante :« ψ = ∃x.λx(ϕ) ∧ x = 0 », où « x = 0 » est une abréviation pour
« ∀y.x ≤ y ». ψ exprime le fait que ϕ est vraie en position 0, et donc [[ψ]] = [[ϕ]].

On a donc montré le théorème suivant :

Théorème 9.3.1 Toute fonction de coût CLTL-définissable est CFO-définis-
sable. De plus, la traduction de CLTL vers CFO préserve les valeurs exactes des
fonctions définies.

9.4 De CFO à CLTL
On cherche ici à généraliser le Théorème de Kamp [Kam68], selon lequel FO

et LTL ont même pouvoir d’expression sur mots infinis.
Au lieu de chercher à traduire directement une formule de CFO dans CLTL,

on va commencer par étendre CLTL par des opérateurs portant sur le passé. En
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effet, tous les opérateurs de CLTL portent sur le futur du mot, et l’on a besoin
de plus de symétrie pour pouvoir refléter le comportement de CFO.

On définit donc les analogues « passé » de U,R,X,F,G : respectivement
S,Q,Y,P,H, ainsi que les extensions quantitatives S≤N , Q≤N , H≤N .

Soit CLTLP la logique CLTL étendue par ces opérateurs passé.
On dit qu’une formule de CLTLP est pure passé (resp. pure futur) si elle

utilise uniquement des opérateurs passés (resp. futur) et tous les atomes sont
sous au moins un opérateur temporel. Une formule est pure présent si elle ne
contient aucun opérateur temporel.

Cela signifie que la valeur d’une formule pure passé (resp. présent, futur)
dépend seulement des positions situées avant (resp. à, après) la position à partir
de laquelle le mot est évalué. On dira qu’une formule est pure si elle est pure
passé, pure présent ou pure futur.

Il s’avère que l’on peut toujours séparer une formule de CLTLPen formules
pures :

Théorème 9.4.1 (Séparation) Toute formule de CLTLP est équivalente à
une combinaison booléenne de formules pures.

La preuve de ce théorème est technique est requière une analyse d’un certain
nombre de cas, décrivant les différentes manières dont les opérateurs passés
peuvent se trouver sous un opérateur futur (et vice-versa). La preuve détaille est
donnée en annexe, on donne ici les idées principales.

La structure de la preuve est empruntée à [GHR94], mais il faut prendre en
compte de nouveaux phénomènes liées aux opérateurs quantitatifs. En particu-
lier l’impossibilité d’utiliser la négation introduit de nouvelles difficultés. Pour
parvenir à séparer chaque formule, il faut à de nombreuses reprises utiliser le fait
qu’on ne cherche pas à transcrire exactement le nombre d’erreurs, mais seulement
conserver le caractère borné ou non. La relation d’équivalence des fonctions de
coûts est donc cruciale ici, car cette séparation est impossible si on cherche à
conserver exactement le nombre d’erreurs.

On donne un exemple pour illustrer cette idée :

Exemple 9.4.2 Soit A := {a, b, c, d}. On considère la formule ϕ = (bU≤Nc)Sa
de CLTLP. Alors ϕ est équivalente à

[(bS≤N (c ∨ a))Sa] ∧ [(bU≤Nc) ∨ c ∨ (Ya)]

Cette formule factorise le mot d’entrée en blocs séparés par des c, à partir du
dernier a dans le passé. La première clause vérifie que chaque bloc contient au
plus N lettres qui ne sont pas des b (donc des lettres d). La seconde clause vérifie
que la position précédant la postion courante vérifie soit bU≤Nc, soit a.

La preuve procède ensuite par une récurrence sur la profondeur d’alternation :
le nombre maximal d’alternations entre opérateurs passés et futurs imbriqués,
ainsi que sur le rang de quantification de la formule.
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Chaque pas d’induction introduit une nouvelle fonction de coût (le nombre
d’erreurs peut être mis au carré), mais le fait que la profondeur d’alternation et
le rang de quantification de la formule soit borné nous garantit qu’on obtient
bien une formule α-équivalente, pour un certain α.

On peut maintenant décrire une traduction de CFO vers CLTL. Cette partie
est adaptée de [HR05]. Elle procède par récurrence sur le rang de quantification de
la formule originale, et utilise le Théorème de Séparation. Dans cette partie, le côté
quantitatif n’ajoute pas de difficulté particulière, les nouveaux comportements
ayant été traités dans le Théorème de Séparation.

Proposition 9.4.3 Toute formule de CFO peut être effectivement traduite en
une formule de CLTL.

Démonstration
Comme dans la Section 9.3, on va en fait utiliser des formules de CFO de

la forme ϕ(x), comportant une variable libre x qui décrit la position courante
dans le mot. On va aussi supposer que les formules de CFO peuvent utiliser un
ensemble arbitraire de prédicats unaires P1, . . . , Pn (par exemple les prédicats
de lettres) et de leurs négations. Le but est de transformer une telle formule en
une formule de CLTLP, qui évalue le mot à partir de la position x, et qui peut
utiliser les mêmes prédicats unaires P1, . . . , Pn,¬P1, . . . ,¬Pn. Les opérateurs
passés seront nécessaires ici, car x peut ne pas se trouver au début du mot. On
pourra ainsi traduire toute formule close ϕ de CFO en une formule de CLTLP, en
appliquant simplement la transformation précédente à la formule ϕ(x) ∧ x = 0.

Soit qr(ϕ(x)) le rang de quantification de ϕ(x), c’est-à-dire le nombre de
quantificateurs imbriqués dans ϕ(x).

La preuve procède par récurrence sur qr(ϕ(x)).
Si qr(ϕ(x)) = 0, alors ϕ(x) est une combinaison booléenne d’atomes de la

forme x ≤ x et Pi(x), donc clairement équivalente à une formule de CLTLP.
On suppose le résultat vrai pour des rangs de quantification au plus k. Il suffit

donc de montrer le résultat pour des formules de la forme ∃y.ϕ(x, y), ∀y.ϕ(x, y),
∀≤Ny.ϕ(x, y), puisqu’une formule de rang k + 1 est une combinaison booléenne
de telles formules, et de formules de rang inférieur.

Le principe général est de retirer la variable x de ϕ(x, y) afin de pouvoir
utiliser l’hopthèse d’induction sur la formule résultante, qui n’a plus que y comme
variable libre..

Pour ce faire, on commence par définir pour chaque S ⊆ [1, n] une formule
ϕS(x, y), qui remplace dans ϕ(x, y) chaque Pi(x) par > si i ∈ S et par ⊥ si
i /∈ S.

Ainsi ϕ(x, y) est équivalente à∧
S⊆[1,n]

((
∧
i∈S

Pi(x) ∧
∧
i/∈S

¬Pi(x))⇒ ϕS(x, y)).

Puisque les Pi(x) et leurs négations sont disponibles dans les formules de
CLTLP, et que les quantifications sur y commutent avec les conjonctions et
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les implications de cette formule, il suffit de montrer le résultat pour chaque
ϕS(x, y). Or ces formules ne contiennent pas de prédicats de la forme Pi(x),
portant sur la variable x. Soit ϕ′(x, y) une telle formule.

On remplace dans ϕ′(x, y) les occurences de z < x by Pos<(z), z = x par
Pos=(z) et z > x par ϕ′(x, y), pour toute variable z. Autrement dit, on abstrait
la comparaison avec x au moyen de trois nouveaux prédicats. Cela nous donne
une formule ϕ′′(y,Pos<,Pos=,Pos>), utilisant ces nouveaux prédicats, mais où
x n’est plus du tout utilisé.

Dans la suite, on se restreindra aux structures où les prédicats ont bien
la signification qu’on leur a donné : Pos<(z) est vrai jusqu’à un certain point
x− 1, Pos=(z) est vrai seulement en x, et Pos>(z) est vrai ensuite. Il est facile
d’imposer cette condition par une formule, et donc de retrouver la valeur de x à
partir de la valeur de ces prédicats.

Par hypothèse d’induction, on peut obtenir une formule ψ de CLTLP, équi-
valente à ϕ′′ en y (sur les structures pertinentes), et utilisant les prédicats
Pos<,Pos=,Pos>.

On peut maintenant remarquer que
– ∃y.ϕ′(x, y) est équivalent à ψ′ = Pψ ∨ ψ ∨ Fψ ;
– ∀y.ϕ′(x, y) est équivalent à ψ′ = Hψ ∧ ψ ∧Gψ ;
– ∀≤Ny.ϕ′(x, y) est équivalent à ψ′ = H≤Nψ ∧G≤Nψ, avec une fonction de

correction α(m) = 2m+ 1.
Dans tous les cas ψ′ est évaluée en position x, et utilise encore les prédicats

Pos<,Pos=,Pos> qui comparent la position courante avec x.
On utilise maintenant le Théorème de Séparation : ψ′ peut être transformée

en combinaison booléenne de formules pures. On peut maintenant remplacer
(Pos<,Pos=,Pos>) par (>,⊥,⊥) (resp. (⊥,>,⊥), (⊥,⊥,>)) dans les formules
pur passé (resp. pur présent, pur futur). Ceci nous permet d’obtenir une formule
ψ′′ de CLTLP utilisant seulement les prédicats originels P1, . . . , Pn, et équivalente
à la formule de CFO originelle en x. Ceci conclut la récurrence.

Cependant, on voulait originellement obtenir une formule de CLTL sans
opérateurs relatifs au passé. Or, on peut obtenir ici une formule séparée, évaluée
à la première position du mot, en traduisant la formule ϕ(x)∧x = 0. Les formules
pur passé peuvent être trivialement transformées en true ou false dans cette
formule séparée, car elles portent alors sur le mot vide. On obtient donc la
formule de CLTL voulue.

�

9.5 Démonstration du Théorème de Séparation
9.4.1

On va montrer comment éliminer l’imbircation d’opérateurs futurs sous des
opérateurs passés. Par symétrie, il n’est pas nécessaire de traiter le cas réciproque.

On va utiliser pour la concision les notations S,S≤N ,U,U≤N ,R pour les
versions larges des opérateurs correspondants. Ceci correspond à les décaler d’une

128



position, la position courante étant maintenant prise en compte. Pour être précis,
on définit AUB = B ∨ (A ∧X(AUB)). on obtient donc X(AUB) ≡ AUB.

On dira qu’une formule est séparée si c’est une combinaison booléenne de
formules pures.

9.5.1 Opérations locales
On va commencer par enlever les imbrications à un niveau donné, en traitant

les sous-formules comme des boîtes noires. A cause de la positivité demandée,
il est important de conserver la positivité de toutes les sous-formules, dans la
mesure où elles peuvent contenir des opérateurs quantitatifs.

Le lemme suivant nous est donné dans la preuve classique de [GHR94], il ne
pose pas plus de diffculté ici.

Lemme 9.5.1 ([GHR94])
– cU(a ∨ b)⇔ (cUa) ∨ (cUb) ;
– cS(a ∨ b)⇔ (cSa) ∨ (cSb) ;
– (a ∧ b)Uc⇔ (aUc) ∧ (bUc) ;
– (a ∧ b)Sc⇔ (aSc) ∧ (bSc) ;

De plus, ce lemme est toujours vrai avec les variantes quantitatives U≤N and
S≤N . Les deux premiers cas (sur la disjonction) conservent la valeur exacte du
nombre d’erreurs, tandis que les deux derniers (sur la conjonction) entrainent
une fonction de correction α(n) = 2n. Ce lemme est également vrai pour les
variantes Release R and Q.

Les cas classiques d’imbrication déjà traités dans [GHR94] sont :
1. qS(a ∧ (AUB))
2. qS(a ∧ (BRA))
3. (q ∨ (AUB))Sa
4. (q ∨ (BRA))Sa
5. (q ∨ (AUB))S(a ∧ (AUB))
6. (q ∨ (BRA))S(a ∧ (BRA))
C’est-à-dire qu’une formule qui retire l’imbrication des opérateurs futurs sous

un opérateur passé dans ces formules est donnée explicitement pour chacun de
ces cas.

Pour pouvoir réutiliser la preuve de [GHR94], il faut néanmoins examiner
attentivement l’emploi des négations. Malgré le fait qu’elles soient utilisées,
on peut remarquer que la positivité de chaque sous-formule est conservée : on
applique toujours en réalité des doubles négations. Ceci nous permet de reprendre
telles quelles les preuves de ces cas.

On peut également constater que dans [GHR94], deux cas supplémentaires
sont traités : (q∨(AUB))S(a∧(BRA)) et (q∨(BRA))S(a∧(AUB)). En réalité,
on n’aura pas besoin de considérer ces cas ici, car on considére que AUB n’est
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pas une sous formule de BRA, tandis que dans [GHR94], BRA était remplacé
par ¬(AUB) (ce que l’on ne peut pas faire ici).

On remarque donc que faire attention à la positivité des sous-formules nous
permet de réduire le nombre de cas à étudier, ce qui peut déjà constituer une
légère amélioration de la preuve de [GHR94] dans le cas classique.

Il nous faut maintenant examiner les variantes quantitatives, et traiter les
cas suivants :

1. (i) qS(a ∧ (AU≤NB))
(ii) qS≤N (a ∧ (AUB))
(iii) qS≤N (a ∧ (AU≤NB))

2. (i) qS≤N (a ∧ (BRA))
3. (i) (q ∨ (AU≤NB))Sa

(ii) (q ∨ (AUB))S≤Na
(iii) (q ∨ (AU≤NB))S≤Na

4. (i) q ∨ (BRA))S≤Na
5. (i) (q ∨ (AU≤NB))S(a ∧ (AU≤NB))

(ii) (q ∨ (AUB))S≤N (a ∧ (AUB))
(iii) (q ∨ (AU≤NB))S≤N (a ∧ (AUB))

6. (i) (q ∨ (BRA))S≤N (a ∧ (BRA))
On cherche donc dans chaque cas à expliciter une formule équivalente, dans

laquelle les opérateurs explicites passés et futurs n’apparaissent plus imbriqués.
Les cas 1.i à 2.i sont assez simples : le comportement est le même que dans

les cas classiques, excepté le fait que certains intervalles du mots sont coupées
en deux (passé et futur). On peut donc doubler le nombre d’erreurs dans le pire
cas. Voici le détail de ces cas :

1.i : qS(a ∧ (AU≤NB))

Soit t la position courante et y la position atteinte par le Until.
La formule 1.i est équivalente à

(qSa) ∧ (AS≤Na) ∧ (AU≤NB) : t < y∨
(qSa) ∧ (AS≤Na) ∧B : t = y∨
qS(B ∧ q ∧ (AS≤Na) ∧ (qSa)) : y < t

Remarquons que l’on peut contracter le B courant et la formule future
AU≤NB en une unique formule AU≤NB := B ∨ (AU≤NB). On effectuera ce
genre de simplifications dans la suite, en gardant à l’esprit qu’il est toujours
possible de revenir à une formule séparée (combinaison booléenne de pur passé,
pur présent et pur futur).

La fonction de correction est ici α(n) = 2n + 1. Le +1 est dû au premier
cas, où l’on ne demande pas A en position t, ce qui peut causer une erreur
supplémentaire.
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1.ii : qS≤N (a ∧ (AUB))

Equivalente à

(qS≤Na) ∧ (ASa) ∧ (AUB)∨
qS≤N (B ∧ (ASa) ∧ (qS≤Na))

Correction α(n) = 2n+ 1.

1.iii : qS≤N (a ∧ (AU≤NB))

Equivalente à

(qS≤Na) ∧ (AS≤Na) ∧ (AU≤NB)∨
qS≤N (B ∧ (AS≤Na) ∧ (qS≤Na))

Correction α(n) = 2n+ 1.

2.i : qS≤N (a ∧ (BRA))

Equivalente à

(qS≤Na) ∧ (ASa) ∧ (BRA)∨
qS≤N (B ∧ (ASa) ∧ (qS≤Na))

Correction α(n) = 2n+ 1.

3.i : (q ∨ (AU≤NB))Sa

Cette formule exprime qu’il y a une position y dans le passé où a est vrai,
et à partir de cette position, le mot s’écrit comme une concaténation de blocs
de la forme : qqqqqqqAAAAAxAAxAAB, et ce jusqu’à la position courante (le
dernier bloc pouvant dépasser dans le futur). Le nombre d’erreurs x doit être
bornés par N dans chaque segment de A.

Soit ϕ = [AS≤N (qS(B ∨ a)]Sa. Alors ϕ est une formule pur passé, qui vérifie
que chaque bloc est correct.

pour ce qui est du présent et du futur, deux cas peuvent se produire : ou
bien AU≤NB est vrai à la position t− 1, ou bien le dernier bloc ne contient que
des q. La formule 3.i est donc équivalente à ϕ ∧ [(AU≤NB)) ∨ (qS(B ∨ a))].

Le dernier bloc pouvant être coupé en deux, on obtient une fonction de
correction α(n) = 2n.

3.ii : (q ∨ (AUB))S≤Na

On doit maintenant compter le nombre global d’erreurs, et non dans chaque
bloc indépendamment. On distingue deux sortes de blocs : les « bons blocs »
de la forme BqqqqqqqqqAAAAAAAAAAB, et les « mauvais blocs », qui sont
autorisés à faire des erreurs durant les segments de q (la fin d’un tel segment
étant définie comme la première position où AUB est vraie).
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On veut sommer le nombre de q manquants sur tout le mot. On va borner ce
nombre en bornant le nombre maximal d’erreurs dans un mauvais bloc, ainsi
que le nombre total de mauvais blocs. Le nombre d’erreurs dans un mauvais bloc
est défini comme le nombre de q manquants avant la première position où AUB
is true.

On peut remarquer qu’un bon bloc doit commencer par B ou a, suivi d’un
segment de q, puis d’un segment of A, jusqu’au prochain B ou à la position
courante.

Soit ϕ1 = [AS(qS≤N (B ∨ a))]Sa, cette formule compte le nombre d’erreurs
dans un mavais bloc

On a aussi besoin de borner le nombre total de mauvais blocs. Pour ce faire,
on aimerait écrire une formule comme [B ⇒ AS(qS(B ∨ a))]S≤Na. Cependant,
il faut faire attention car la prémisse B de l’implication est en réalité sous une
négation dans cette formule. Puisque B peut en général contenir des opérateurs
quantitatifs, ceci n’est pas permis.

A la place, on va vérifier des conditions locales dans chaque bloc. Le nombre
total d’erreurs locales sera ensuite compris entre le nombre de mauvais blocs et
deux fois le nombre d’erreurs totales de la formule originelle.

Soit ϕ2 = ([(q ∨B) ∧Y(q ∨B)] ∨ [(A ∨B) ∧ (Y(A ∨ q ∨B))]) S≤Na. Cette
formule décrit la condition locale qui est vérifiée dans tout bon bloc, et compte
le nombre de fois où cette condition n’est pas vérifiée.

Chaque erreur dans un segment de q est responsable d’au plus deux erreurs
dans ϕ2. De plus, chaque mauvais bloc commet au moins une erreur dans ϕ2.
L’encadrement décrit plus haut est donc vérifié.

Remarquons que pour la concision, on ne mentionn epas a dans les conditions
locales. Ceci peut ajouter juste une erreur en tout, immédiatement après le a
qui marque le début du premier bloc.

La formule 3.ii est finalement équivalente à ϕ′ = ϕ1∧ϕ2∧[(AUB)∨(qS≤N (B∨
a))]. Remarquons qu’on autorise le bloc contenant la position courante à être un
mauvais bloc, car on demande seulement (qS≤N (B ∨ a)) à la position courante
(dans la cas où AUB n’est pas satisfait). Ceci introduit au maximum N erreurs
supplémentaires.

On obtient donc une fonction de correction α(n) = 2n2 + n+ 1.

Exemple 9.5.2 On illustre ce cas fondamental par un exemple. Pour conserver
les notations, on travaillera sur l’alphabet A = {a, q, A,B, e}, où e est une
nouvelle lettre, nécessaire pour commettre des erreurs. Soit

u = BeaAaqqAAABeeeqqAqAABAAeAA|A|ABAq.

Les lignes verticales dans u marquent la position t où l’on veut évaluer la formule.
Par exemple [[A ∧XA]](u) = 0 car il y a effectivement un A en position t, et un
A en position t+ 1.

On veut maintenant évaluer la formule 3.ii sur u, autrement dit trouver la
valeur de [[q ∨ (AUB))S≤Na]](u). Le dernier a avant t est en position 4 dans u
(la première lettre est en position 0).
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La formule compte le nombre total d’erreurs, marquées ici en gras :

BeaAaqqAAABeeeqqAqAABAAeAA|A|ABAq,

d’où [[q ∨ (AUB))S≤Na]](u) = 7.
On évalue maintenant la formule séparée décrite plus haut. Premièrement,

[[ϕ1]](u) = 4 : c’est le nombre maximal d’erreurs dans un même bloc. On
marque maintenant en gras les positions où les contraintes locales décrites par ϕ2
ne sont pas respectées : BeaAaqqAAABeeeqqAqAABAAeAA|A|ABAq. Ceci
nous donne [[ϕ2]](u) = 8. Finalement, la dernière clause de la formule est vérifiée
avec N = 0, puisque AUB est vraie en position t.

Puisque la conjonction correspond à un maximum, on obtient [[ϕ′]](u) = 8.
On a bien sûr 7 ≤ α(8) et 8 ≤ α(7).

3.iii : (q ∨ (AU≤NB))S≤Na

Un bon bloc est maintenant autorisé à comporter N erreurs dans les segments
de A. On veut borner le nombre total d’erreurs dans les segments de q segments,
mais les erreurs dans les segments de A doivent seulement être borné dans chaque
bloc, et non globalement.

On définit donc ϕ1 = [AS≤N (qS≤N (B ∨ a))]Sa, qui borne localement le
nombre d’erreurs dans chaque mauvais bloc.

La difficulté ici est d’exprimer des contraintes locales sur les bons blocs, car
ils sont quand même autorisés à commettre des erreurs surles segments de A.

L’astuce est de considérer que les segments de q se terminent toujours par
un q et non par une erreur (ou un B s’il n’y a pas de q). On peut compter les
erreurs suivantes comme étant dans le segment de A, quitte à doubler la borne
finale. Il est en effet plus intéressant de compter le maximum d’erreurs comme
étant locales au bloc plutôt que globales.

Les contraintes locales vont donc être de la forme « ou bien on est dans un
segment de A segment (incluant des erreurs), ou bien q est vraie dans la position
courante et celle qui précède »

Soit ϕ2 = [(AS≤N (q ∨B)) ∨ ((q ∨B) ∧Y(q ∨B))]S≤Na.
Comme précédemment, le nombre d’erreurs comptées par l’opérateur principal

S≤N de ϕ2 va être compris entre le nombre de mauvais blocs et le double du
nombre total d’erreurs de la formule originelle.

Finalement, la formula 3.iii est equivalente à ϕ1∧ϕ2∧[(AU≤NB))∨(qS≤N (B∨
a))] : comme précédemement on peut considérer que le dernier bloc est mauvais.

On obtient une fonction de correction α(n) = (2n)2 + n+ 1. On a encore un
+1 dû au premier a qui cause une erreur locale.

4.i : (q ∨ (BRA))S≤Na

Même chose que pour 3.ii sauf que le dernier B est autorisé à ne jamais
apparaître, auquel cas A doit être toujours vrai dans le futur. ϕ1 et ϕ2 sont
indentiques, et la formule 4.i est équivalente à ϕ1∧ϕ2∧[(BRA))∨(qS≤N (B∨a))]
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5.i : (q ∨ (AU≤NB))S(a ∧ (AU≤NB))

Le premier B peut être avant ou après (au sens large) la position courante.
S’il est avant, alors la situation est similaire à celle du cas 3.i : on pose a′ =
B ∧ (AS≤Na), et on doit vérifier ψ = (q ∨ (AU≤NB))Sa′, qui est exactement
3.i avec a′ à la place de a. Puisque a′ est une formule pur passé, la solution à 3.i
en est aussi une pour ψ.

Si le premier B est à la position courante ou après, la situation est plus
simple, on doit juste vérifier ψ′ = (AS≤Na)∧(AU≤NB), qui est déjà une formule
séparée. Finalement, 5.i est équivalente à ψ ∨ ψ′.

5.ii : (q ∨ (AUB))S≤N (a ∧ (AUB))

Si on nomme a′ = B∧(ASa), on doit vérifier ou bien ψ = (q∨(AUB))S≤Na′,
qui correspond au cas 3.ii, ou bien ψ′ = (ASa) ∧ (AUB). Finalement 5.ii est
équivalente à ψ ∨ ψ′.

De la même façon, le cas 5.iii se réduit au cas 3.iii avec a′ = B ∧ (AS≤Na),
et ψ′ = (AS≤Na) ∧ (AU≤NB).

Dans tous les cas, on peut prendre la fonction de correction α′(n) = α(n) +n,
où α(n) vient du cas 3.x auquel on se ramène. La correction +n est dûe aux
erreurs commises par a′.

6.i : (q ∨ (BRA))S≤N (a ∧ (BRA))

Comme il a été fait dans le cas 4.i, il suffit de changer le Until du cas 5.ii en
Release dans toutes les formules futures. On peut ensuite appliquer le cas 4.i
avec a′ = B ∧ (AS≤Na), et faire la conjonction avec ψ′ = (AS≤Na)∧ (AU≤NB).

On va expliciter la formule qu’on obtient dans ce cas : comme dans le cas
3.ii, soit

ϕ1 = [AS(qS≤N (B ∨ a′))]Sa′,
ϕ2 = ([(q ∨B) ∧Y(q ∨B)] ∨ [(A ∨B) ∧ (Y(A ∨ q ∨B))]) S≤Na′.

Alors la formule 6.i est équivalente à ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ [(BRA)) ∨ (qS≤N (B ∨ a′))].

Cas avec Q à la place de S

Finalement, remplacer S par Q n’est pas problématique. On peut utiliser
les mêmes arguments pour séparer les formules : la seule différence est qu’on ne
requière plus la présence d’un a dans le passé.

On peut noter que comme pour les opérateurs futurs, la variante quantitative
de BQA peut être décrite par AS≤N (BQA), ce n’est donc pas nécessaire de le
définir comme un opérateur de la syntaxe de CLTLP.
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9.5.2 Terminaison de la procédure
On veut maintenant montrer qu’en réitérant ces diverses opérations, on finira

toujours par obtenir une formule séparée, et ce pour toute formule de départ
dans CLTLP.

Cette partie est une adaptation plus directe de [GHR94], peu de nouveaux
éléments sont à prendre en considération.

L’idée principale pour que l’adaptation fonctionne est de considérer que U≤N
and R ont un comportement similaire à U (et de même pour les opérateurs
passés). Le principe de la preuve originale pourra ainsi être appliqué à chacun
de ces opérateurs isolément.

Lemme 9.5.3 Soit U′ un opérateur de
{

R,U,U≤N
}
. Soit A et B sont des

formules de CLTLP sans opérateur temporel, et C et F des formules dont les
seuls opérateurs futurs apparaissent sous le forme AU′B, sans être imbriquées
sous un opérateur passé. Soit S′ un opérateur dans

{
Q,S,S≤N

}
.

Alors CS′F est équivalente à une formule séparée.

Démonstration Si AU′B n’apparaît pas, la formule est séparée. Sinon, un
usage répété du Lemme 9.5.1 nous permet de réécrire CSF comme une combi-
naison booléenne de formule pur passé C1S′C2, et de formules sous l’une des
formes suivantes :

– C1S′(C2 ∧ (AU′B))
– (C1 ∨ (AU′B))S′C2
– (C1 ∨ (AU′B))S′(C2 ∨ (AU′′B))

où C1 et C2 sont des formules pur passé. Ensuite les transformations précédentes
(de 1.i à 6.i) nous permettent d’obtenir une combinaison booléenne de formules
sous l’une des formes suivantes :

– aQb, aSb, aS≤Nb, où a et b sont pur passé,
– C1, C2, A et B,
– AU′B.

Ceci nous donne le résultat. �

On commence ensuite le procédé inductif consistant à enlever les opérateurs
futurs U′ imbriqués sous des opérateurs passés S′, mais où les opérateurs futurs
ne sont pas imbriqués entre eux.

Lemme 9.5.4 On fixe de nouveau un U′ ∈
{

R,U,U≤N
}
. Soit A et B sans opé-

rateurs temporels, et D une formule dont les seuls opérateurs futurs apparaissent
comme AU′B.

Alors D est équivalente à une formule séparée, où les seuls opérateurs futurs
sont toujours sous la forme AU′B.

Démonstration Par récurrence sur le nombre maximal k de S′ contenant un
AU′B.

Si k = 0 alors D est déjà séparée. Si k > 0, on applique le Lemme 9.5.3 à la
sous-formule CS′F la plus profonde dans laquelle AU′B apparaît. On obtient
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une formule équivalente où le paramètre d’induction est diminué. De plus, AU′B
est toujours la seule occurence possible d’opérateurs futurs. �

Lemme 9.5.5 Pour tout i ∈ [1, n], soit Ai et Bi des formules de CLTL sans
opérateurs temporels, et Ui ∈

{
R,U,U≤N

}
. On suppose que les seuls occurences

d’opérateurs futurs dans D sont les sous-formules AiUiBi. Alors D est équialent
à une formule séparée.

Démonstration On procède à une récurrence sur n.
Si n = 1, le Lemme 9.5.4 nous permet de conclure. Si n > 1 on va s’occuper

seulement de AnUnBn. Pour ce faire, on remplace dans D chaque occurence de
AiUiBi par un nouvel atome qi, ce qui nous donne une formule D′. En utilisant
le Lemme 9.5.4, on obtient E′ séparée équivalente à D′, et utilisant les atomes
(qi)1≤i≤n−1. Les seuls occurences d’opérateurs futurs de E′ sont les AnUnBn.

E′ iest une combinaison booléenne de formules pur présent, pur futur
AnUnBn, et pur passé Dj avec atomes (qi)1≤i≤n−1 en plus des normaux. On
peut maintenant remplacer dans tous les Dj chaque qi par AiUiBi. Par induction
chaque Dj est équivalent à une formule séparée, ce qui nous permet finalement
d’obtenir la formule séparée désirée.

�

La prochaine étape est d’autorise l’imbrication de plusieurs U′ sous des S′,
mais pas encore de S′ sous des U′

Lemme 9.5.6 Soit D une formule de CLTLP sans S′ sous un U′. Alors D est
équivalente à une formule séparée.

Démonstration Par récurrence sur la profondeur maximale n d’imbrication
de U′ sous un S′.

Le Lemme 9.5.5 règle le cas n = 1.
On suppose n > 1, soi AiUiBi pour i ∈ [1, k] toutes les sous-formules de D

faisant intervenir un opérateur futur Ui ∈
{

R,U,U≤N
}
qui n’est pas sous un

autre opérateur futur. Chaque Ai et Bi est une combinaison booléenne d’atomes
et de formules XijUijYij . On remplace chacune de ces formules par un nouvel
atome xij , de façon à obtenir des formules A′i et B′i.

On remplacer maintenant dans D chaque AiUiBi par A′iUiB
′
i, ce qui nous

donne une formule D′. Par le Lemme 9.5.5, D′ est équivalente à une formule
séparatée E′ avec atomes xij . En remplaçant les xij par XijUijYij dans E′, on
obtient une formule équivalente à l’originale, où le paramètre d’induction est
diminuée, que l’on peut séparer par hypothèse de récurrence.

�

On peut maintenant montrer le Théorème de Séparation, c’est-à-dire trans-
former toute formule D de CLTLP en une formule équivalente séparée.

On va réutiliser les notations de [GHR94] : si A est une formule de CLTLP,
on appelle la profondeur d’alternation de A le nombre maximal d’alternations
entre les opérateurs passés et futurs imbriqués dans A.
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On procède par induction sur la profondeur d’alternation de la formule D à
séparer.

Si elle vaut zéro ou un, alors D est déjà séparée. On suppose donc qu’elle
vaut au moins deux.

D est une combinaison booléenne d’atomes et de formules de la formeD1S′D2,
D1U′D2. Par symétrie, il suffit de montrer le résultat pour les formules de la
forme D = D1S′D2.

Soit AiUiBi pour i ∈ [1, k] les sous-formules couvrant les apparances maxi-
males (pour l’imbrication) des opérateurs futurs dans D.

On remplace dans D chaque sous-formule EijSijFij apparaissant dans un
certain AiUiBi par un nouvel atome xij . On obtient ainsi une formule satisfaisant
les hypothèses du Lemme 9.5.6, que l’on peut donc séparer en une formule E′. En
remplaçant chaque xij par EijSijFij dans E′, on obtient une nouvelle formule
où la profondeur d’alternation est diminuée. L’hypothèse de récurrence nous
permet de conclure.

On peut remarquer que chaque pas de récurrence peut introduire une fonction
de correction quadratique. On obtient donc une fonction de correction globale
de la forme α(n) = O(n2nd(D)), où nd(D) est la profondeur de D.

9.6 Lien avec les B-VWAA
Théorème 9.6.1 ([KV12]) Il est équivalent pour une fonction de coût régulière
d’être reconnue par

– un B-VWAA,
– un B-VWAA à un seul compteur,
– une formule de CFO,
– une formule de CLTL.

On décrit ici brièvement les idées nécessaires pour prouver l’équivalence entre
CLTL et les B-VWAA (à un seul compteur).

Le sens le plus simple est la transformation d’une formule de CLTL θ en un
B-VWAA à un compteur.

On définit le B-VWAA Aθ = 〈Q,A, q0, F, {γ} , δ〉 comme suit :
– Q := {ϕ : ϕ est une sous-formule de θ}
– q0 := θ
– δ : Q× A→ B+(C×Q) est défini par

δ(a, b) :=
{

true si b = a

false sinon

δ(ϕ ∨ ψ, b) := δ(ϕ, b) ∨ δ(ψ, b)
δ(ϕ ∧ ψ, b) := δ(ϕ, b) ∧ δ(ψ, b)

δ(ϕU≤Nψ, b) := (r, ψ) ∨ (icj , ϕU≤Nψ) ∨ ((r, ϕ) ∧ (ε, ϕU≤Nψ))
δ(ϕUψ, b) := (ε, ψ) ∨ ((ε, ϕ) ∧ (ε, ϕUψ))
δ(ϕRψ, b) := (ε, ψ) ∧ ((ε, ϕ) ∨ (ε, ϕRψ))
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– F := {ϕ : ϕ est de la formeARB}
L’automate Aθ est bien un B-VWAA, et il ne comporte qu’un seul compteur.

La preuve de correction de cet automate est dûe à Michael Vanden Boom, et
peut se trouver dans [KV12].

La réciproque est plus difficile. Il faut en effet partir d’un B-VWAA A
comportant un nombre arbitraire de compteurs, et construire une formule CLTL
ϕA équivalente à A. Cette construction est dûe à Michael Vanden Boom.

Il faut d’abord transformer A en un autre B-VWAA A′ équivalent, respectant
des contraintes additionnelles. On peut ensuite décrire les exécutions acceptantes
de A′ au moyen d’une formule de CLTL. Cette formule utilisera des conjonctions
et des disjonctions pour refléter celles de δ, et des opérateurs U≤N pour garantir
une valeur bornée des compteurs. On peut se reporter à [KV12] pour le détail
de la construction.
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Chapitre 10

Conclusion

On a montré que les théorèmes d’équivalence entre les logiques FO et LTL
d’une part, et MSO et WMSO d’autre part, s’étendent des langages classiques
aux fonctions de coût. Toutes les preuves classiques n’étaient pas directement
généralisables, à cause de plusieurs phénomènes. En effet, certaines utilisent
l’existence d’un modèle d’automate déterministe calculant tout langage régulier,
tandis que pour d’autres, l’intéraction entre la condition d’acceptation et le
comportement des compteurs est problématique. En choisissant les bonnes
preuves à généraliser, et en étudiant la structure spécifique des automates de
coût, on a pu obtenir les équivalences voulues, résumées dans le diagramme
suivant :

CMSO B-NBA/S-NBA
WCMSO B-WAA

CFO
CLTL

B-VWAA
B-VWAA à 1 compteur

Fonctions de coût régulières

Premier Ordre
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Remarquons que ces équivalences sont valides en particulier sur les mots
finis. La plupart deviennent alors triviales, mais la généralisation du théorème de
Kamp est tout aussi difficile sur mots finis. On peut donc compléter le schéma
récapitulatif de la partie sur les mots finis, grâce au corollaire suivant :

Corollaire 10.0.2 Soit f une fonction de coût régulière sur mots finis. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

– Le semigroupe de stabilisation de f est apériodique,
– f est reconnue par une formule de CLTL,
– f est reconnue par une formule de CFO,

On a montré que de nombreux théorèmes concernant les langages réguliers sur
mots infinis sont toujours valides dans le cadre des fonctions de coût régulières.
Ceci montre d’une part que chaque notion a été étendue de manière cohérente,
et d’autre part que cette théorie constitue une généralisation robuste, qui peut
encore bénéficier de nombreux outils développés initialement pour les langages.
L’absence de modèle d’automate déterministe est un obstacle qu’il faut parfois
contourner, mais la multitude des approches existantes nous a permis de le faire
ici avec succès.
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Troisième partie

Fonctions de coût sur
arbres infinis
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Chapitre 11

Fonctions et automates sur
arbres infinis

On veut maintenant calculer des fonctions sur les arbres infinis étiquetés par
un alphabet A.

Le modèle d’arbre infini généralise celui de mot infini, et permet de modéliser
le comportement de systèmes branchants. On peut par exemple utiliser le branche-
ment pour exprimer les différents comportements possibles d’un environnement,
ou d’un adversaire. Typiquement, dans un tel contexte, on exige du système de
produire un comportement désirable dans tous les cas de figures possibles : ceci
sera formalisé par des automates dont les conditions d’acceptations doivent être
vérifiées sur toutes les branches de l’arbre lu.

La théorie des langages réguliers sur arbres infinis s’est montré très fructueuse,
on peut notamment cite le célèbre théorème de Rabin établissant la décidabilité
de MSO sur les arbres infinis, au moyen d’un nouveau genre d’automates [Rab69].
Beaucoup de phénomènes nouveaux apparaissent lorsque l’on passe au modèle
des arbres infinis, et les outils à mettre en oeuvre se diversifient : les aspects
topologiques des langages prennent par exemple une importance nouvelle.

Pour simplifier les notations, on va ici se restreindre aux arbres binaires
complets étiquetés par un alphabet fini A. Gardons à l’esprit que tout arbre
de degré borné peut s’encoder au moyen d’un arbre binaire complet, et que
les résultats qu’on obtient ici (notamment en termes d’expressivité) peuvent
s’étendre sur la classe des arbres de degré quelconque.

11.1 Fonctions de coût sur arbres infinis
Formellement, l’arbre binaire complet peut être défini comme l’ensemble

T := {0, 1}∗. En effet, on peut considérer que la lettre 0 permet d’indiquer le fils
gauche, et 1 le fils droit. En lisant un mot de {0, 1}∗ de gauche à droite, on peut
donc suivre le chemin correspondant dans l’arbre binaire complet. Ainsi, chaque
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mot de {0, 1}∗ décrira un noeud de l’arbre (celui au bout du chemin décrit), et
en particulier le mot vide ε désignera la racine.

On note TA l’ensemble des arbres binaires infinis complets étiquetés par
A. Formellement, TA est l’ensemble des fonctions de T vers A, qui étiquettent
chaque noeud de l’arbre binaire complet.

On veut maintenant calculer des fonctions de coût non plus sur les mots sur
un alphabet A, mais sur ces arbres. Les fonctions de coûts considérées dans la
suite seront donc représentées par des fonctions TA → N∞.

Si x est un noeud, les fils de x sont les noeuds x0 et x1 qui sont situés
immédiatement dessous. Les descendants de x sont tous les noeuds de la forme
x {0, 1}∗, qui sont situés dessous au sens large,.

On utilisera l’ordre préfixe v sur les noeuds de {0, 1}∗ : x v y si x est un
préfixe de y, autrement dit s’il existe v tel que xv = y.

Un ensemble L ⊆ T est clos par préfixe si pour tous x ∈ L et y v x, on a
y ∈ L.

Soit x, y ∈ T , on note x ∧ y le plus grand (pour v) z tel que z v x et z v y.
Une branche de T est un ensemble de noeuds π ⊆ {0, 1}∗ clos par préfixe tel

que pour tout n ∈ N, π ∩ {0, 1}n est un singleton.

11.1.1 Un exemple détaillé
Soit A = {a, b} et f la fonction de coût qui à t associe le nombre de a dans t.

Soit g la fonction qui à t associe le nombre maximum de a sur une branche de t.
Soit π une branche de T , on dit qu’un ensemble de noeuds P ⊆ T est un

peigne de squelette π si P contient π, est clos par v et pour tous x, y ∈ P ,
x ∧ y ∈ π. Un peigne est donc constitué d’une branche infinie, et de branches
infinies qui en partent mais ne se subdivisent plus.

Soit h la fonction qui à t associe le nombre maximum de a sur un peigne de
t.

Alors f 6≈ g mais f ≈ h.
Démonstration Pour montrer que f 6≈ g, on peut définir l’arbre t qui comporte
des a sur les noeuds de 0∗1 et des b partout ailleurs. On a f(t) =∞ mais g(b) = 1,
ce qui suffit à montrer que f 6≈ g.

On a trivialement h ≤ f , il reste à montrer l’existence d’une fonction de
correction α telle que f 4α h.

On montre d’abord que si f(t) = ∞ alors h(t) = ∞. Pour ce faire, étant
donné un arbre t contenant une infinité de a, on définit un peigne P qui en
contient aussi une infinité.

On construit une branche π par récurrence :ε ∈ π, et pour tout x ∈ π, on
choisit son successeur y comme étant un noeud ayant une infinité de a parmi ses
descendants. Pour l’autre fils z, on choisit une branche πz qui contient au moins
un a, si c’est possible. L’union de π et des πz forme un peigne. Il est facile de
voir que ce peigne contient une infinité de a : s’ils ne sont pas sur π, alors ils
seront sur les πz.

On suppose maintenant que f(t) est fini.
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On note |P |a le nombre de a dans un ensemble de noeuds P , s’il n’y a pas
d’ambiguité sur l’étiquetage de ces noeuds (un arbre t est fixé).

On procède par récurrence sur f(t) Le résultat que l’on veut montrer est que
pour tout t, il existe un peigne P (t) tel que |P (t)|a ≥ log2(f(t)). Si f(t) = 0 le
résultat est trivial.

Soit t tel que f(t) > 0, on suppose le résultat vrai pour f(t′) < f(t).
Si tous les a sont situés sur une même branche π, alors π constitue un peigne,

et |π|a = f(t) ≥ log2(f(t)).
Sinon, soit x le plus petit noeud (pour v) dont les deux fils ont un descendant

étiqueté par a. Soit y le fils de x ayant le plus de tels descendants, et z le second
fils de x. Soit t′ l’arbre enraciné en y.

ε

x

y z

t′

a

a

a

Soit n ≥ 0 le nombre de a sur des sommets x′ v x. On a f(t)−n
2 ≤ f(t′) <

f(t) − n, donc par hypothèse de récurrence, il existe un peigne P ′ sur t′ avec
|P ′|a ≥ log2(f(t′)). On obtient donc |P ′|a ≥ log2(f(t)− n)− 1. Soit P le peigne
contenant P ′, ainsi que les sommets x′ v x, et une branche contenant z et un
de ses descendants étiqueté a. Alors |P |a ≥ |P ′|a + n+ 1 ≥ log2(f(t)− n) + n ≥
log2(f(t)).

Par récurrence, on obtient donc f 4α h, avec α(n) = 2n. �

11.2 Automates de coût sur arbres infinis
11.2.1 B- et S-valuations

On reprend les valuations valB et valS définies sur mots infinis, et on les
étend aux arbres infinis. Notons qu’on les utilisera parfois encore sur mots infinis
(par exemple sur des branches).
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On garde les deux alphabets d’actions atomiques CB = {ic, ε, r}Γ et CS =
{ε, i, r, cr}Γ.

On se fixe un ensemble Γ de compteurs. Soit C = CΓ
B et t ∈ TC, on définit

valB(t) = sup {valB(π) : π branche de t}.
Soit C = CΓ

S et t ∈ TC, on définit valS(t) = inf {valS(π) : π branche de t}.
Autrement dit, dans les deux cas, la condition imposée par les compteurs

doit être vérifiée sur toutes les branches.
Par exemple soit t est l’arbre suivant étiqueté par CB (les noeuds non

représentés sont étiquetés ε) :

L’arbre t : ε

ε

ε

ε

ε

ε

· · · · · ·
ic

ic
ic

ic

ic
ic

ic

ic
ic

ic

Alors valB(t) = ∞ : même si toutes les branches ont une valeur finie, leur
supremum est infini.

11.2.2 Automates de coût alternants sur arbres infinis
On va donner ici directement la définition de la classe générale des B- (resp.

S-) automates de Büchi alternants sur arbres infinis. Les diverses classes de B-
(resp. S-)automates sur arbres infinis seront ensuite définies par des restrictions
sur cette classe générale.

Un B-automate de Büchi alternant, abrégé B-ABAA = 〈Q,A, In, F,Γ, δ〉
(resp. S-automate S-ABA) sur arbres infinis possède

– un ensemble fini d’états Q,
– un alphabet fini A,
– un ensemble d’états initiaux In ⊆ Q,
– un ensemble d’états de Büchi F ⊆ Q,
– un ensemble fini Γ de B-compteurs (resp. S-compteurs). Soit C := CΓ

B

(resp. CΓ
S) l’ensemble des actions atomiques sur Γ.

– une fonction de transition δ : Q×A→ B+({0, 1}×C×Q), où B+({0, 1}×
C×Q) est l’ensemble des combinaisons booléennes positives (sans négation)
d’éléments de (C×Q {0, 1}). Pour tout (q, a) ∈ Q×A, on peut écrire δ(q, a)
comme une disjonction de clauses, chaque clause étant une conjonction
d’éléments (di, νi, qi) ∈ {0, 1} ×C×Q. La nouvelle composante {0, 1} sert
à préciser quelle est la branche de l’arbre t lu en entrée qui sera suivie par
l’automate.
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Le comportement d’un tel automate A sur un arbre t peut être vu comme un
jeu (A, t) entre deux joueurs : Eve et Adam. A chaque position q dans l’automate,
si a est la lettre lue, Eve choisit une clause dans δ(q, a), puis Adam choisit un
élément (d, ν, q) dans cette clause, qui déterminera l’action effectuée et le nouvel
état de l’automate. Dans ce formalisme, seule une branche de l’arbre de l’arbre
d’entrée, fixée par les choix des joueurs, est lue par l’automate.

Le comportement de l’automate est ensuite le même que sur les mots infinis
sur cette branche particulière : le but d’Eve est d’accepter le mot d’entrée avec la
plus petite (resp. grande pour les S-automates) valuation possible pour l’action
construite, et celui d’Adamest de l’en empêcher.

Une exécution deA sur un arbre t ∈ TA décrit une suite de transitions que peut
emprunterA sur t. Elle est représentée par une suite q0, (d1, ν1, q1), (d2, ν2, q2), . . .
compatible avec t et δ : q0 est initial, et pour tout i ∈ N, (di+1, νi+1, qi+1) apparaît
dans δ(qi, t(d1 . . . di)).

Une stratégie pour Eve (resp. Adam) dans le jeu (A, t) est une fonction qui
fixe le prochain choix d’Eve (resp. d’Adam),en se basant sur l’historique de
l’exécution (resp. l’histoire de l’exécution et le choix de disjunction d’Eve).

Une stratégie est à mémoire finie m si le nombre d’états de mémoire néces-
saires pour choisir le prochain coup est fini, et vaut au plus m. Une stratégie est
positionnelle si elle est à mémoire finie 0, c’esst-à-dire que le joueur a seulement
besoin de connaître la position courante dans le jeu pour décider de son prochain
coup.

On peut remarquer que choisir une stratégie pour Eve et Adam ainsi qu’un
arbre t fixe une exécution de A sur t.

On dit qu’une exécution est compatible avec une stratégie σ pour Eve s’il
existe une stratégie σ′ pour Adam telle que π est l’exécution générée par σ et σ′.

Une exécution π est acceptante s’il existe q ∈ F apparaissant infiniment
souvent sur π (c’est-à-dire π satisfait la condition de Büchi). On définit valB(π)
(resp. valS(π)) en prenant simplement la projection de π sur C, et en l’évaluant
comme dans le cas des mots infinis. On pourra considérer que si π ne satisfait pas
la condition de Büchi, alors valB(π) =∞ (resp. valS(π) = 0). Si n ∈ N, une n-
exécution d’un B-ABA (resp. S-ABA) est une exécution π telle que valB(π) ≤ n
(resp. valS(π) ≥ n).

On associe une valeur a une statégie σ pour Eve dans un B-automate (resp.
S-automate) en posant valB(σ) := sup {val(π) : π est compatible avec σ}, resp.
valS(σ) := inf {val(π) : π est compatible avec σ}. Si n ∈ N, une n-stratégie pour
Eve dans un B-ABA (resp. S-ABA) est une stratégie σ telle que valB(σ) ≤ n
(resp. valS(σ) ≥ n).

Finalement, si A est un B-ABA et A′ est un S-ABA sur arbres infinis, on
pose

[[A]]B(t) := inf {valB(σ) : σ est une stratégie d’Eve dans (A, t)}
[[A]]S(t) := sup {valS(σ) : σ est une stratégie d’Eve dans (A, t)}

[[A]]B et [[A′]]S seront considérées comme des fonctions de coût, donc on les
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évaluera toujours modulo ≈. Si f est une fonctio TA → N∞ et que A est un
automate tel que f ≈ [[A]], on dira que A reconnaît la fonction de coût f .

11.2.3 Automates non-déterministes
Si pour tout (q, a) ∈ Q×A, δ(q, a) est de la forme

∨
i(0, νi, qi)∧ (1, ν′i, q′i) , on

dit que l’automate est non-déterministe. En effet, on ne voit plus cet automate
comme définissant un jeu, mais plutôt comme étant dirigé seulement par Eve,
sur toutes les branches de manière simultanée.

Comme dans le cas des mots infinis, on pourra présenter δ non plus comme
une fonction mais comme un ensemble de transitions, noté alors ∆. On aura alors
∆ ⊆ Q×A× (C×Q)2. Chaque élément (p, a, ν1, q1, ν2, q2) de δ représentera une
alternative (0, ν1, q1) ∧ (1, ν2, q2) de δ(p, a).

(p, a)

(ν1, p1) (ν2, p2)

Dans ce cas, on dira plutôt qu’une exécution est un arbre R étiqueté par
Q × C, correspondant aux transitions choisies dans ∆. Une exécution R est
acceptante si elle l’est sur toutes les branches, et sa valeur est valB(R) tel que
définie dans la Section 11.2.1. Cela correspond à prendre le supremum de la
valeur des branches pour les B-automates, et l’infimum pour les S-automates.

On notera B-NBA pour les B-automates de Büchi non-déterministes, et
S-NBA pour les S-automates de Büchi non-déterministes.

11.2.4 B- et S-automates faibles
Ces automates généralisent les automates faibles alternants classiques, in-

troduits par Muller et al. dans [MSS92]. Cette généralisation aux automates de
coût est introduite par Vanden Boom dans [VB11].

De la même manière que sur les mots infinis, un B-ABAA = 〈Q,A, In, F,Γ, δ〉
sur arbres infinis est un B- (ou S-) automate faible (B-WAA, S-WAA) si son
ensemble d’états Q peut être partitionné en des ensembles Q1, . . . , Qk, ordonnés
partiellement par ≤, tels que :

– pour tout q, q′ ∈ Qi, q ∈ F si et seulement si q′ ∈ F ;
– si qj ∈ Qj peut être atteint depuis qi ∈ Qi par des transitions de δ, alors
Qj ≤ Qi.

Cela revient à interdire l’existence d’un cycle comportant simultanément des
états de Büchi (acceptants) et des états non Büchi (rejetants). Toute exécution
de A va donc se stabiliser soit dans des états acceptants, soit dans des états
rejetants.

Si π est une exécution (le long d’une branche de l’arbre d’entrée), on définit
alt(π) le nombre d’alternations entre états acceptants et refusants dans π.
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La définition des automates faibles revient à imposer l’existence d’une borne
k telle que pour toute exécution π, alt(π) ≤ k.

Remarquons que cette définition est exactement la même que dans le cas
classique, et ignore les actions de compteurs dans les transitions de l’automate.

11.2.5 Exemples
Soit A = {a, b, c} et f la fonction de coût sur TA définie par

f(t) =
{
∞ s’il y a une branche de t contenant un nombre fini de b
sup {|π|a : π branche de t} sinon

Comme d’habitude |π|a désigne le nombre de a dans π, possiblement ∞.
Ona va définir un B-NBA U , un S-NBA U ′, et un B-WAA A, tels que

f ≈ [[U ]] ≈ [[U ′]] ≈ [[A]].
Le principe de U est de compter a tout en vérifiant qu’il y a une infinité

de b. Sur les mots infinis, cela peut être effectué par un B-automate de Büchi
déterministe B. Il suffit donc de simuler B simultanément sur toutes les branches
de l’arbre d’entrée pour obtenir U . L’automate B est représenté ci-dessous, les
états de Büchi étant marqués par des doubles cercles.

a : ic
c : ε

b : ε

b : ε
a : ic
c : ε

Au contraire, l’automate U ′ = 〈{pa, pb, qb,>} ,A, {pa, pb} , {qb,>} , {γ} , δ〉 va
tenter de trouver une branche π qui comporte soit beaucoup de a (état pa), soit
un nombre fini de b (état pb), de manière à prouver que la valeur de f est grande
(∞ dans le second cas). L’état qb sera utilisé quand Eve a deviné la position du
dernier b, et doit donc vérifier qu’il n’y a plus de b sur la branche π choisie. L’état
> signifie que le reste de la branche n’a plus d’importance. La table de transition
δ pour U ′ est décrite ci-dessous. Pour la lisibilité, on notera (ν1, q1) ∧ (ν2, q2) au
lieu de (0, ν1, q1) ∧ (1, ν2, q2) dans la table de transition.

δ pa pb qb >
a ((i, pa) ∧ (ε,>)) ((pb) ∧ (ε,>)) ((ε, qb) ∧ (ε,>)) (ε,>) ∧ (ε,>)

∨((ε,>) ∧ (i, pa)) ∨((ε,>) ∧ (ε, pb)) ∨((ε,>) ∧ (ε, qb))
∨((cr,>) ∧ (ε,>)) ∨((ε, qb) ∧ (ε,>))
∨((ε,>) ∧ (cr,>)) ∨((ε,>) ∧ (ε, qb))

b ((ε, pa) ∧ (ε,>)) = δ(pb, a) false (ε,>) ∧ (ε,>)
∨((ε,>) ∧ (ε, pa)) (disjonction vide)
∨((cr,>) ∧ (ε,>))
∨((ε,>) ∧ (cr,>))

c = δ(pa, b) = δ(pb, a) = δ(qb, a) (ε,>) ∧ (ε,>)
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Finalement, A va être construit de manière à ce qu’Adam ait le contrôle
complet des transitions. Son rôle va être de sélectionner une branche, et simuler
l’automate suivant (dont il contrôle le non-déterminisme) sur cette branche :

q3 q2 q1

a : ic
b, c : ε

A : ε

a : ic
c : ε

b : ε

a : ic
b, c : ε

S’il y a une branche π avec un nombre de b fini, Adam peut choisir π et
stabiliser dans l’état q2, en prenant la transition de q1 à q2 après le dernier b.
Ceci témoigne d’une valeur ∞ pour f . Sinon, Adam peut choisir la branche
comportant le plus de a (ou un nombre de a arbitrairement grand si cette branche
n’est pas définie). Il est clair que cet automate est faible : les seuls cycles sont
triviaux.

11.2.6 B-automates quasi-faibles
On veut définir une extension des B-WAA, qui préserve la propriété selon

laquelle toute exécution acceptante se stabilise soit dans des états acceptants,
soit dans des états refusants (on n’autorise pas une infinité d’alternations).

L’idée des B-WAA (et S-WAA) est d’expliciter une borne sur le nombre
d’alternations, directement lisible dans la structure de l’automate. Ici, dans le
cas des B-automates, l’on dispose d’un nouvel outil pour définir une telle borne :
les compteurs de l’automate.

Dans un B-automate, pour n ∈ N, une n-exécution doit effectuer au plus n
incréments entre deux resets consécutifs. Cette valeur n’est pas connue a priori
par l’automate, on doit utiliser les compteurs et non les états pour garantir cette
condition.

Si l’on peut garantir l’existence d’une fonction de correction α telle que pour
toute n-exécution π, alt(π) ≤ α(n), on obtiendra de nouveau la propriété désirée.
Il devient quand même possible d’avoir une exécution π avec une infinité d’alter-
nations, mais dans ce cas là valB(π) =∞, donc ces exécutions ne permettent
pas à Eve d’accepter l’arbre d’entrée avec une valeur finie.

Définition 11.2.1 Soit A = 〈Q,A, In, F,Γ, δ〉 un B-ABA sur arbres infinis.
On dit que A est un B-automate quasi-faible (B-QWAA) s’il existe une fonction
de correction α telle que pour toute exécution π de A, alt(π) ≤ α(valB(π)).

Remarque 11.2.2 Tout B-WAA est en particulier un B-QWAA, puisqu’il suffit
de choisir α(n) = k pour tout n, où k est la borne donnée par le B-WAA.

Remarque 11.2.3 Si l’on change la condition d’acceptation des B-WAA et des
B-QWAA de Büchi à coBüchi, cela ne change pas la fonction de coût définie
par ces automates. En effet, dans un B-WAA aucune exécution ne changerait
de statut (acceptante ou refusante). Quant aux B-QWAA, les seules exécutions
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qui changeraient de statut seraient de valeur ∞, et se comporteraient donc tous
les cas comme des exécutions refusantes.

On donne également une caractérisation structurelle des B-QWAA :

Proposition 11.2.4 Un B-ABA A est un B-QWAA si et seulement si dans
tout cycle de transitions accessible depuis un état initial, et contenant des états
acceptants et refusants, il existe un compteur qui est incrémenté mais qui n’est
pas remis à zéro.

Démonstration
Cette caractérisation est intuitive, puisqu’elle impose de « compter » les

cycles qui contiennent des états acceptants et refusants. Compter les cycles est
suffisant, car le long d’une exécution, le nombre d’alternations qui ne se trouvent
pas dans un cycle est borné par la structure de l’automate.

Il faut cependant garantir que la possibilité de jouer sur différents comp-
teurs ne permet pas de « tricher », et donc prouver formellement que cette
caractérisation est bien équivalente à la définition des B-QWAA.

La caractérisation donnée par l’énoncé sera appelée condition de cycle, abrégée
CC. Soit A = 〈Q,A, In, F,Γ, δ〉 un B-ABA.

Quasi-faible =⇒ CC
Supposons que A ne satisfait pas CC, c’est-à-dire que A contient un cycle c

accessible, contenant des états dans F et d’autres dans son complément, et tel
que pour tout γ ∈ Γ, si c contient icγ il contient également rγ .

Puisque c est accessible, il existe un arbre t ∈ TA et une exécution π de A
sur t qui atteint c au bout d’un préfixe fini u de π, et qui répète ensuite c ad
infinitum : π = ucω. Notons qu’en particulier, la branche de t correspondant à π
doit être ultimement périodique.

L’exécution π est acceptante, puisque c contient des états de F . Mais on a
alt(π) =∞, et valB(π) ≤ val(u) + 2valB(c), puisque les compteurs incrémentés
dans c sont également remis à zéro dans c (le pire cas pour c étant icnricn,
qui donne une valeur 2n). On a obtenu une N -exécution π avec N fini, mais
alt(π) =∞. A ne vérifie donc pas la définition des B-QWAA.

Par contraposition, tout B-QWAA vérifie CC.

CC =⇒ quasi-faible
On suppose que A satisfait CC. Soit π une n-exécution de A. On va montrer

que si alt(π) est trop grand, alors val(π) > n, ce qui serait absurde.
Soit k := |Γ|.
Soit R donné par le Théorème de Ramsey, tel que si un graphe complet G

de taille R a ses arêtes colorées par 2k − 1 couleurs, alors il contient une clique
de taille n+ 2. On peut remarquer que R ne dépend que de k et n.

Autrement dit, si k est fixé, il existe une fonction de correction αR tel que
l’on peut toujours prendre R = αR(n).

Soit m = alt(π), et supposons que m > 2|Q|R. On peut alors trouver des
états (qi)1≤i≤m tels que π visite q1 à qm dans cet ordre, et de plus tous les qi
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avec i pair sont dans F , et tous les qi avec i impairs sont dans Q \ F . Soit u le
chemin de q1 à qm. Pour tout i, on appelle xi la position de qi dans u.

D’après la supposition sur m, il existe un ensemble I ⊂ [1,m] et un état
q ∈ Q tel que |I| ≥ R, et pour tout i ∈ I, qi = q. Le chemin u contient donc
|I| − 1 cycles consécutifs de q à q, chacun contenant des états acceptants et
refusants. Par la définition de CC, chacun de ces cycles (incluant la concaténation
de plusieurs d’entre eux) doit incrémenter l’un des compteurs sans le remettre à
zéro.

On va maintenant mettre en application le Théorème de Ramsey, afin d’ob-
tenir valB(u) > n.

Considérons le graphe complet (non orienté) G dont l’ensemble des sommets
est {xi : i ∈ I}, de taille au moins R. On définit l’ensemble de couleurs K =
{A ⊆ Γ : A 6= ∅}. On colorie les arêtes de G de la manière suivante : pour tout
i < j dans I, la couleur de l’arête qui relie xi et xj est l’ensemble des compteurs
qui sont incrémentés mais non remis à zéro entre xi et xj . On sait par CC que
ces ensembles ne seront jamais vides, ils définissent donc bien des couleurs dans
K.

Par choix de R, et puisque |K| = 2k − 1, il existe une clique C de taille
n+ 2 dans G, complètement coloriée par un unique A ∈ K. Soit γ ∈ A. On peut
écrire C =

{
xi1 , . . . , xin+2

}
, avec i1 < · · · < in+2. Pour tout j ∈ [1, n+ 1], γ est

incrémenté entre xij et xij+1 , et il n’est jamais remis à zéro entre xi1 et xin+2 .
Ceci implique val(π) ≥ n+ 1, ce qui est absurde.

La supposition alt(π) > 2|Q|R débouche sur une contradiction, donc alt(π) ≤
2|Q|R pour R = αR(n), où αR ne dépend que de k.

En résumé, toute n-exécution π de A vérifie alt(π) ≤ 2|Q|αR(n), ce qui
montre que A est bien un B-QWAA.. �

Finalement, on dira qu’une fonction de coût f est quasi-faible, s’il existe un
B-QWAA A tel que f ≈ [[A]].

11.3 Premiers résultats d’expressivité
11.3.1 Etat de l’art sur les fonctions de coûts faibles

L’étude du pouvoir d’expressivité des B-WAA et des S-WAA en terme de
fonctions de coût reconnues a été initié par Vanden Boom dans [VB11].

Les résultats suivants y sont montrés :

Théorème 11.3.1 ([VB11]) Soit f une fonction de coût sur arbres infinis.
Alors f est reconnue par un B-WAA si et seulement si f est reconnue par un
S-WAA (et la dualisation est effective). De plus, si c’est le cas, alors on peut
construire un B-NBA U et un S-NBA U ′ qui reconnaissent tous deux f .

Ce théorème sont basés sur des résultats de mémoire finie dans les jeux à
objectifs B ou S : les stratégies à mémoire finie sont suffisantes pour Eve dans
certains B-ABA ou S-ABA. En particulier on dispose du théorème suivant :
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Théorème 11.3.2 ([VB11]) Soit A un B-WAA. Il existe M tel que limiter
Eve aux stratégies à mémoire finie M ne change pas la fonction de coût reconnue
par A.

Vanden Boom définit également la logique de coût faible WCMSO sur les arbres
infinis, et montre le théorème suivant :

Théorème 11.3.3 ([VB11]) Une fonction de coût sur abres infinis est re-
connue par un B-WAA si et seulement si elle est définissable dans la logique
WCMSO.

Ce théorème montre une certaine robustesse de la notion de fonctions de coûts
faibles sur arbres infinis, car les extension des différents formalismes classiques
sont toujours équivalents : dans le cas classique, WMSO et les automates faibles
définissent les mêmes langages d’arbres infinis.

On ne s’étendra pas plus ici sur l’aspect logique des fonctions de coût sur
abres infinis.

11.3.2 Liens entre fonctions faibles et quasi-faibles
Dans [KV11], Vanden Boom généralise le Théorème 11.3.1 aux B-QWAA :

Théorème 11.3.4 (Simulation) Soit f une fonction de coût sur arbres infinis
reconnues par un B-QWAA. Alors on peut construire un B-NBA U et un S-NBA
U ′ qui reconnaissent tous deux f .

Les mêmes arguments sont toujours utilisables. En effet, la propriété des
automates faibles utilisée dans la preuve du Théorème 11.3.1 est la stabilisation
des exécutions acceptantes dans des états de Büchi, l’uniformité de la borne sur
le nombre d’alternations entre états acceptants et refusants n’est pas utilisée.

En particulier, puisque les inégalités de type f 4 g sont toujours décidables si
f est donnée par un S-automates et g par un B-automate, on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 11.3.5 Soient f et g des fonctions de coût sur arbres infinis recon-
nues par des B-QWAA. Alors on peut décider si f 4 g.

On a donc étendu la classe des fonctions de coûts sur arbres infinis pour
lesquelles la comparaison est décidable.

On montre ce fait de façon plus précise, en prouvant que les B-QWAA sont
strictement plus expressifs que les B-WAA et S-WAA :

Théorème 11.3.6 Il existe une fonction de coût f reconnaissable par un B-
QWAA mais par aucun B-WAA.

Démonstration
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On construit explicitement la fonction f : TA → N∞ de l’énoncé, sur l’alphabet
A = {∨,∧} × {e, a, b}. On appelle π1 : A → {∨,∧} et π2 : A → {e, a, b} les
projections de A sur ses composantes.

Soit t ∈ TA, on dira qu’un ensemble de noeuds Ct ⊆ {0, 1}∗ est un arbre de
choix pour t :

– ε ∈ Ct ;
– pour tout x ∈ Ct, si π1(t(x)) = ∨ alors x0 ∈ Ct ou x1 ∈ Ct ;
– pour tout x ∈ Ct, si π1(t(x)) = ∧ alors x0 ∈ Ct et x1 ∈ Ct ;
– pour tout x ∈ Ct tel que π2(t(x)) = a, tous les chemins de Ct partant de
x contiennent une position étiquetée b.

Si Ct est un arbre de choix pour t, on définit sa valeur val(Ct) acomme le
nombre maximum de a sur un chemin (pour l’étiquetage défini par t).

On définit maintenant la fonction de coût f pour tout t par

f(t) = inf {val(Ct) : Ct est un arbre de choix pour t} .

En particulier, s’il n’existe pas d’arbre de choix pour t, alors f(t) =∞.
Il est facile de montrer que f est reconnue par un B-automate quasi-faible,

qui est même non-déterministe. On peut en effet définir un automate à 2 états
qui devine l’arbre de choix, et compte le nombre de a le long de chacune de ses
branches. L’un des états sert à se rappeler que l’on attend un b car un a a été
vu, c’est l’état non acceptant.

Autrement dit, on va simuler l’automate suivant sur l’une des deux branches
(de manière non-déterministe) si le noeud est étiqueté par ∨, et sur les deux
branches simultanément s’il est étiqueté par ∨ :

e, b : ε
a : ic

a : ic
e : ε

b : ε

Cet automate vérifie la caractérisation de la Proposition 11.2.4, donc il est
quasi-faible.

On suppose maintenant que f est reconnue par un B-WAA A.Cela signifie
qu’il existe une fonction de correction α telle que f ≈α A.

Les états deA sont partitionnés enQ = Q0]Q1]· · ·]Qm, avec F =
⋃
i pair Qi,

tel chaque cycle appartient à l’un des Qi, et il n’existe pas de transition Qi → Qj
avec i < j.

Soit N = |Q|.On construit par récurrence une famille (tn)n∈N d’arbres de
TA :

L’arbre t0 est entièrement étiqueté par (∧, e). Si tn−1 est défini, on construit
tn de la manière suivante :

– tn(0∗) = (∧, e)
– tn(0∗1) = (∨, a)
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– tn(0∗11+) = (∨, e)
– tn(0∗1N1+0) = (∧, b)
– les sous-arbres enracinés en 0∗1N1+00+ sont tn−1
– les autres sous-arbres (pour compléter l’arbre binaire) sont t0

L’arbre tn : ∧, e
∧, e

· · · ∨, a
∨, e

∨, e
∧, b · · ·

∧, b

∨, a
∨, e

∨, e
· · ·

tn−1 tn−1

On a f(tn) = n pour tout n ∈ N.
Le principe qui sous-tend la définitions de ces tn est de forcer tout B-ABA

qui reconnaitraît f à faire Θ(n) alternations sur tn.
On va montrer l’existence d’une fonction θ : N→ N avec limn→∞ α(n) =∞,

telle que A doit faire au moins θ(n) alternations pour accepter tn.
On définit θ par récurrence. Pour commencer on peut prendre θ(0) = 0.
Soit n ∈ N, et soit σ une stratégie d’Eve dans (A, tn) de valeur au plus α(n).

Toute exécution compatible avec σ doit stabiliser dans une partition acceptante.
La stratégie σ fixe un arbre de choix Ct pour tn, et chaque branche de Ct
correspond à une α(n)-exécution acceptante A. En particulier, sur la branche
0ω, A doit stabiliser dans un Qi acceptant (i pair), à partir d’un noeud de la
forme 0d. Puisque ce noeud est étiqueté ∧, le noeud 0d1 doit être dans Ct.

Eve est ensuite forcée d’atteindre le noeud 0d1N+1 pour que Ct soit un arbre
de choix : il faut un b après le a vu en 0d1. Par définition de N , il y a un cycle c
entre 0d1 et 0d1N+1, aux extrémités duquel l’état q de A est les même.

Puisque A est un automate faible, pour tout compteur γ, si c comporte un
icγ alors il comporte un rγ . De plus, tout le cycle est inclus dans une partition
Qj , avec j ≤ i.

Si Qj est acceptante, alors on considère l’arbre t′ obtenu en répétant ce cycle
une infinité de fois. Sur la branche ainsi obtenue, le a présent au noeud 0d1 n’est
suivi par aucun b, donc f(t′) =∞. Cependant, Eve possède une stratégie dans
(A, t′) lui permettant d’accepter t′ avec une valeur au plus 2α(n), en répétant
les même choix indéfiniment sur le cycle c.

C’est absurde, donc Qj est forcément refusante (j est impair).
Eve doit donc choisir l’un des b situés sur les noeuds 0d1N1+0, sinon elle

reste sur la branche 0d1ω, et on peut de nouveau obtenir une contradiction).
Il reste à accepter tn−1 depuis la partition Qj , ce qui nécessite θ(n − 1)

alternations par hypothèses de récurrence. On a donc bien besoin de θ(n) :=
θ(n− 1) + 1 alternations dans A pour accepter l’arbre tn.
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La fonction construire est θ(n) = n, et tout B-WAA qui reconnaît f a besoin
d’au moins n partitions, pour tout n ∈ N (il doit se comporter de manière
cohérente sur tous les tn). On peut en conclure qu’un tel automate n’existe pas.

�
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Chapitre 12

BS-automates

Avant de pouvoir démontrer le résultat principal de cette partie, on a besoin
d’introduire des objets et de démontrer des lemmes qui seront utilisés plus tard.

Dans cette partie, on va définir et étudier les BS-automates alternants sur
arbres infinis (BS-NBA), ainsi que des transducteurs agissant sur des mots infinis
de BS-actions (BS-T). Ce sont des automates qui possèdent simultanément les
deux types de compteurs : B et S. Ces automates serviront dans la prochaine
section à étudier l’automate produit obtenu à partir d’un B-NBA et d’un S-NBA.

12.1 BS-NBA sur arbres infinis
12.1.1 Compteurs

On veut définir des automates possédant les deux types de compteurs, sur
mots infinis et arbres infinis. L’ensemble des compteurs est séparé en Γ = ΓB]ΓS ,
pour différencier le type des compteurs.

On écrira C pour l’alphabet des actions de compteurs : C := CΓB
B × CΓS

S .
Les fonctions valB et valS définies auparavant sur (CΓB

B )ω et (CΓS
S )ω sont

étendues à Cω, en projetant simplement sur la composante concernée (on ignore
les compteurs de l’autre type).

Compteurs hiérarchiques

Si Γ = {γ1, . . . , γk}, on définit un un sous-ensemble Ch ⊆ C : les actions
hiérarchiques. Une action est hiérarchique si elle respecte la contrainte suivante
sur les compteurs : lorsqu’un compteur i est manipulé (par une action différente
de ε), tous les compteurs de numéro plus grand que lui doivent être remis à zéro.

Ainsi, ν est une action de CH si pour tout i ∈ [1, k] tel que ν(γi) 6= ε, alors
pour tout j > i, ν(γj) = r. Cela signifie que si ν ∈ Ch, il y a au plus un compteur
sur lequel ν n’effectue ni ε, ni r. Il suffit de décrire l’action de ν sur ce compteur
pour la spécifier complètement.
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Notons que cette contrainte mélange les compteurs des deux types, et Γ est
totalement ordonné : une action sur un B-compteur peut forcer une remise à
zéro d’un S-compteurs.

Par exemple si k = 4, on notera ic2 pour l’action (ε, ic, r, r), et cr3 pour
l’action (ε, ε, cr, r), en supposant que γ2 est un B-compteur et γ3 est un S-
compteur.

12.1.2 BS-automates alternants sur arbres infinis
Un BS-NBA est un tuple A = 〈Q,A, In, FB , FS ,ΓB ,ΓS ,∆〉.
Il y a maintenant deux ensembles d’états de Büchi : FB et FS . En effet, on

considèrera maintenant que l’automate définit plusieurs sémantiques, relatives
aux différents types de compteurs.

L’ensemble de transitions ∆ est un sous-ensemble de Q × A × (C × Q)2,
comme dans le cas des B-NBA et S-NBA sur abres infinis.

Une exécution de A sur un arbre t ∈ TA est définie comme précédemment :
c’est un étiquetage de t par C×Q, compatible avec les lettres de π et la fonction
de transition δ.

On dira qu’une telle exécution est B-acceptante (resp. S-acceptante), si
toutes ses branches sont acceptantes, avec FB (resp. FS) comme états de Büchi.

Si Γ = ΓB ] ΓS = {γ1, . . . , γk} est totalement ordonné, et que toutes les
actions de A sont dans Ch (défini dans la section précédente), on dit que A est
un BS-automate hiérarchique, noté hBS-NBA.

12.1.3 Sémantiques des BS-NBA
Soit A = 〈Q,A, In, FB , FS ,ΓB ,ΓS ,∆〉 un BS-NBA sur arbres infinis.
L’objectif à atteindre pour l’automate est plus difficile à définir ici : il faut

optimiser deux valeurs différentes (B et S) au lieu d’une seule comme dans tous
les modèles précédents.

Une exécution de A est un étiquetage de l’arbre d’entrée t par C × Q,
compatible avec les lettres de t et la fonction de transition ∆ (la racine étant
étiquetée par un état initial).

On dira qu’une telle exécution est B-acceptante (resp. S-acceptante), si elle
contient une inifinité d’états de FB (resp. FS) sur toutes les branches. La B-valeur
valB et S-valeur valS d’une exécution sont définies comme précédemment.

En ignorant ΓS et FS , et en considérant A comme un B-NBA, on peut définir
[[A]]B : on tente de minimiser la B-valeur de l’exécution, tout en garantissant
qu’elle est B-acceptante.

[[A]]B(t) = sup valB(σ) : σ stratégie pour Eve dans (A, t)
Cependant, on veut s’intéresser aussi aux S-valeurs, mais pas de manière

indépendante, pour rendre compte des exécutions qui offrent un bon compromis
entre les deux sémantiques.

L’idée est de considérer la S-sémantique de l’automate A, mais lorsque celui-ci
est restreint aux exécutions dont la B-valeur n’excède pas une certaine borne m.
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Ceci fixe donc une S-sémantique pour chaque borne m sur la B-sémantique, au
lieu d’une unique S-sémantique pour tout l’automate.

On définit donc une nouvelle sémantique [[A]]BS , qui est maintenant une
fonction N→ Aω → N∞ : on doit spécifier la borne m pour obtenir la fonction
Aω → N∞ attendue.

Pour tout m ∈ N et u ∈ Cω, on définit

valmS (u) =
{

valS(u) si valB(u) ≤ m
0 sinon

Cela reflète le fait que si l’on dépasse le seuil m fixé, l’exécution est un échec,
ce qui correspond à une S-valeur nulle.

On pose finalement

[[A]]BS (m)(t) := sup {valmS (R) : Rexécution de A sur t} .

Remarque 12.1.1 Si m ≤ m′, alors [[A]]BS (m) ≤ [[A]]BS (m′). En effet, en aug-
mentant la borne m, on remplace la valeur 0 associée à certaines exécutions par
leur véritable S-valeur, ce qui peut faire augmenter la S-sémantique.

12.1.4 Equivalence de BS-automates
On veut maintenant donner une notion d’équivalence entre deux BS-NBA A

et A′.
Si α est une fonction de correction, on dira que A et A′ sont α-équivalents,

noté A uα A′,si
– [[A]]B ≈α [[A′]]B ,
– pour tout m ∈ N, il existe βm tel que

– [[A]]BS (m) 4βm [[A′]]BS (α(m)), et
– [[A′]]BS (m) 4βm [[A]]BS (α(m)).

On dira que A et A′ sont BS-équivalents, noté A u A′, s’il existe α tel que
A uα A′.

L’idée est que l’on veut préserver la B-sémantique entre A et A′, et l’on
veut en plus garantir qu’une fois une borne fixée pour les B-compteurs, la
S-sémantique est aussi préservée.

Toutes ces définitions sont identiques pour les BS-automates sur abres infinis.
Leur sémantique [[A]]BS est une fonction N→ TA → N∞.

12.1.5 Exemple
Description de deux BS-NBA A et A′

Soit A := {a, b, c}. On décrit dans cette section deux BS-NBA A et A′ sur TA.
Ces deux automates ont chacun un B-compteur et un S-compteur. De plus leurs
états B-acceptants FB et S-acceptants FS sont confondus, et sont représentés
par des doubles cercles.

Pour simplifier l’exemple, on considèrera ici que les automates ne lisent que
la branche gauche de l’arbre t donnée en entrée.
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On écrit a : (d, d′) pour décrire une transition étiquetée a, avec action d (resp.
d′) sur le B- (resp. S-) compteur. Des boucles c : (ε, ε) sont présentes sur tous
les états, on omet ces boucles sur le schéma.

p0 p1

A :

a : (ε, i)
b : (ic, ε)

a, b : (ε, cr)

a : (ε, r)
b : (ic, r)

q0 q1

A′ :

a : (ε, i)
b : (ic, r)

a, b : (ε, cr)

a : (ε, r)
b : (ic, r)

La seule différence entre A et A′ est l’action de b sur l’état initial : (ic, ε)
pour A et (ic, r) pour A′.

On peut remarquer que les actions de A′ sont hiérarchiques : elles sont toutes
de la forme (ε, ν) ou (ν, r). A′ est donc un hBS-NBA.

Sémantiques de A et A′

On peut d’abord remarquer qu’en ignorant les S-compteurs, on obtient
[[A]]B = [[A′]]B = | · |b : le B-compteur compte simplement le nombre de b dans
les deux automates, et ce peu importe les choix de transitions effectués par
l’automate.

De plus, en ignorant le B-compteur de A, on obtient [[A]]S = | · |a. En effet,
si le nombre de a est fini, la meilleure exécution pour A est d’attendre le dernier
a pour passer dans l’état p1, enregistrant ainsi le nombre de a vus dans le mot.
Si le nombre de a est infini, pour chaque n il existe une exécution S-acceptante
de valeur n. La S-sémantique étant définie comme le supremum de toutes ces
exécutions, [[A]]S(u) =∞ si |u|a =∞.

Cependant, dans A′, chaque b lu dans q0 provoque une remise à zéro du
S-compteur qui compte le nombre de a. Il n’y a a priori pas de borne sur le
nombre de b en tout, donc [[A′]]S 6≈ [[A]]S . Mais si l’on fixe le nombre de b, et
donc la B-valeur de A et A′, alors on peut mettre en relation [[A]]S et [[A]]S . Plus
précisément, si u ∈ Aω est tel que [[A]]B(u) ≤ m, alors [[A]]S(u) ≈βm [[A′]]S(u),
avec βm(n) = (m + 1)n. Ce fait est facile à constater : tout d’abord on a
toujours [[A]]S(u) ≥ [[A′]]S(u). Ensuite, si l’on remet à zéro au plus m fois le
S-compteur dans A′, alors [[A]]S(u) ≤ (m+ 1) ∗ [[cA′]](u). Ceci montre que pour
tout m, [[A]]BS (m) ≈βm [[A′]]BS (m), ce qui est un cas particulier de la relation de
BS-équivalence, avec α = id.

On a donc montré A uid A′.

12.2 Transducteurs de BS-actions sur mots infi-
nis

12.2.1 Définition
On définit dans cette section un autre type de BS-automates : les BS-

transducteurs non-déterministes sur mots infinis d’actions, notés BS-T.
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On se fixe un alphabet d’entrées de BS-actions : C = CKBB × CKSS , avec
KB ,KS ∈ N.

L’objectif d’un BS-T avec compteurs ΓB , ΓS est de lire un mot de Cω, et de
renvoyer un mot de (C′)ω, où C′ = C|ΓB |B × C|ΓS |S .

Un BS-T est donc tuple A = 〈Q,A, q0,ΓB ,ΓS ,∆〉.
Puisqu’on considère seulement les BS-T non-déterministes, on peut exprimer

la fonction de transition sous la forme d’un ensemble ∆ ⊆ Q × A × C × Q.
Remarquons que A ne possède pas de conditions d’acceptation. On les évite
volontairement car on ne s’en servira pas ici, mais on pourrait ajouter des états
de Büchi FB et FS comme précédemment. Remarquons cependant que ∆ n’est
pas supposé complet : l’automate peut se retrouver bloqué dans un état q en
lisant une lettre a, si ∆∩ {q} × {a} ×C×Q = ∅. Ceci correspond à un échec de
l’exécution. On considère donc seulement les exécutions de longueur ω dans la
suite.

On dira que A est hiérarchique si toutes ses transitions sont étiquetés par
des actions hiérarchiques de C′. On notera hBS-T pour désigner un BS-T
hiérarchique.

Une exécution ρ de A sur un mot u ∈ Cω est une séquence de ∆ω compatible
avec u, utilisant q0 comme état initial, et respectant la correspondance entre les
états de départ et d’arrivée de chaque transition.

On écrira valB(ρ) (resp. valS(ρ)) la B-valeur (resp. S-valeur) du mot de C′ω
induit par ρ.

Si m ∈ N, on dira que ρ est une m-exécution si valB(ρ) ≤ m

12.2.2 Fidélité
Soit A un BS-T de C vers C′.
Comme précédemment, on veut définir [[A]]BS : N→ Aω → N∞, en imposant

une borne sur la B-valeur. Cependant, dans ce cas, le mot lu en entrée possède
également une B-valeur, et il est plus simple de considérer celle-ci, pour éviter
d’avoir à prendre en compte l’approximation effectuée par A entre les B-valeurs
d’entrée et de sortie.

Pour tout m ∈ N, on définit Lm = {u ∈ Cω : valB(u) ≤ m}.
On peut maintenant définir [[A]]BS (m) comme la restriction de [[A]]S à Lm :

pour tout u ∈ Cω, on pose

[[A]]BS (m)(u) =
{

[[A]]S(u) si valB(u) ≤ m
∞ sinon

Pour tout m ∈ N et u ∈ Cω, on définit également

valmS (u) =
{

valS(u) si valB(u) ≤ m
∞ sinon

Soit α une fonction de correction. On dit que A est α-fidèle si pour tout mot
u ∈ Cω,

– Toute exécution ρ de A sur u vérifie valB(ρ) ≈α valB(u)
– Pour tout m ∈ N, il existe βm tel que [[A]]BS (m) ≈βm valmS
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On dira que A est fidèle s’il existe α tel que A est α-fidèle.
Notons encore une fois que contrairement à la section précédente, cette

sémantique utilise la B-valeur du mot d’entrée comme borne. Ceci évite de
prendre en considération l’α-approximation introduite par le transducteur, et
simplifie la définition de la sémantique.

La notion de fidélité est plus forte que la notion de BS-équivalence. En
effet, Eve ne jouant aucun rôle, on empêche Adam d’influer sur la B-valeur de
l’exécution en imposant le fait que toutes les exécutions de l’automate aient
des B-valeurs équivalentes. Ainsi le seul objectif d’Adam est de maximiser la
S-valeur, sans prêter attention à la B-valeur, puisque celle-ci ne dépend pas de
ses choix.

12.3 Déterminisme en histoire
On va maintenant s’intéresser à une propriété appelée déterminisme en

histoire. Cette notion a été introduite par Colcombet dans [Col09] pour les
B-automates et les S-automates, et on la généralise ici aux BS-T.

Cette notion est un affaiblissement de la notion de déterminisme, qui permet
de conserver quelques propriétés désirables, comme la possibilité de composer un
automate avec un jeu. Cette propriété est donc désirable pour un transducteur
fidèle que l’on souhaite composer avec un BS-NBA, tout en conservant sa
sémantique.

On commence par définir cette notion sur les automates de coûts possédant
un seul type de compteurs, telle qu’elle est introduite dans [Col09].

12.3.1 B- et S-automates déterministes en histoire
Rappelons que les automates de coûts, même sur mots finis, ne peuvent pas

toujours être déterminisés. En revanche, la notion plus faible de « déterminisme
en histoire » (hd) permet d’obtenir certaines propriétés de composition des
automates de coût.

Pour choisir la transition à emprunter, un automate déterministe n’a besoin
de connaitre que l’état courant q, et la lettre a ∈ A lue en entrée. Les informations
nécessaires pour déterminer la prochaine transition d’un automate déterministe
en histoire sont :

– la configuration (q, a) comme pour l’automate déterministe,
– une valeur n fixée, que l’on utilise comme une borne pour l’exécution,
– l’historique de l’exécution.

En pratique, l’historique de l’exécution sera utilisé seulement pour connaître la
valeur courante des compteurs.

On donne maintenant une définition plus formelle. Soit A un B-automate ou
S-automate non-déterministe, avec table de transitions ∆ ⊆ Q× A× C×Q, et
un seul état initial q0

Une stratégie de lecture pour A est une fonction δ : A∗ × Q × A → C × Q
telle que pour tout u ∈ A∗ et (q, a) ∈ Q× A, δ(u, q, a) ∈ ∆(q, a).
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Une exécution R de A est dirigée par δ si, étant dans la configuration (q, a)
après avoir lu un mot u, la prochaine transition de R est δ(u, q, a). Puisqu’il n’y
a qu’un seul état initial dans A, la donnée de u et δ fixe une seule exécution de
A sur u dirigée par δ.

Si A est un B-automate (resp. S-automate), on dit que A est déterministe
en histoire (hd) s’il existe une famille de stratégies de lecture δ = (δn)n∈N∞ telle
que pour tous n ∈ N et u ∈ Aω, si Rn est l’exécution de A sur u dirigée par
δn, alors valB(Rn) ≤ n (resp. valS(Rn) > n). De plus, si Aδ est l’automate A
restreint aux exécution Rn, on a Aδ ≈ A.

La principale raison de s’intéresser aux automates hd est leur capacité à
être composé avec des jeux, et donc des automates alternants. On peut en
particulier considérer un automate B lisant ce qui est produit par un autre
automate alternant A (actions de compteurs, états de Büchi,. . . ), et produisant
ses propres actions en réponse. Si un tel automate A est hd, la composition des
deux se passera de la manière attendue, et on pourra utiliser B pour évaluer les
actions de A. Cette construction ne fonctionne pas si B est non-déterministe, car
B pourrait avoir besoin de connaître l’avenir du mot pour produire les actions
demandées. Si Adam joue un rôle dans A, alors il peut modifier les actions
produites pour fausser les décisions prises par B dans la manière de les lire.

Exemple 12.3.1 Soit A le B-ABA suivant sur A = {a, b}, entièrement contrôlé
par Adam :

p0 p1

A :

a : ic
b : ε

a, b : ic

a : ic
b : ε

Cet automate compte les a, et permet à Adam de faire un ic supplémentaire à
n’importe quel moment du mot. La fonction calculée est donc [[A]]B(u) = |u|a + 1.

On veut maintenant analyser le mot d’actions produit par cet automate, au
moyen de l’automate non-déterministe B suivant , sur l’alphabet {ic, ε} :

q0 q1

B :

ic : ic
ε : ε

ε : ε

ε : ε

Cet automate doit deviner un moment où le dernier incrément est passé,
pour passer dans l’état acceptant q1. Si la B-valeur d’un mot u ∈ {ic, ε}ω est
finie, un tel moment existe toujours, et on a donc [[B]]B = valB.

Cependant, si l’on regarde le B-ABA C obtenu en composant A et B, on
s’aperçoit que sa sémantique n’est pas la composition de celles de A et B.

En effet, Adam a accès à l’état courant dans l’automate C, et peut donc
atteindre que B soit passé dans q1 pour ajouter un incrément artificiel, induisant
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ainsi un échec de l’exécution de B. On a donc [[C]] = ∞, alors qu’on voudrait
[[C]] ≈ [[A]], puisque [[B]] = valB.

Ceci provient du fait que B n’est clairement pas hd : il doit deviner une
information sur le futur pour décider quelle transition prendre.

12.3.2 BS-T déterministes en histoire
On définira ici la notion de déterminisme en histoire seulement pour les BS-T

fidèles. Cette notion n’a pas forcément de sens sur les BS-T en général, car leur
sémantique n’est pas clairement définie.

On dira qu’un BS-T fidèle A de C vers C′ est déterministe en histoire (hd) si
– il existe une famille de stratégies δ = (δn)n∈N∞ telle que pour tous n ∈ N et
u ∈ Cω, si Rn est l’exécution de A sur u dirigée par δn, alors valS(Rn) = n
ou Rn est finie (auquel cas l’exécution de A se bloque, et valS(Rn) = 0).

– Si Aδ est l’automate A restreint aux exécutions Rn, on a pour tout m ∈ N,
il existe βm tel que [[A]]BS (m) 4βm [[Aδ]]BS (m).

– la famille δ est monotone, c’est-à-dire que pour tout u, si Rn est infinie,
alors pour tout k < n, Rk est aussi infinie. De plus, R0 est toujours infinie.

La deuxième condition ne nécessite qu’une inégalité, car l’inégalité inverse
est toujours vérifiée. En effet, Aδ dispose de moins d’exécutions que A, donc
pour tout m ∈ N on a [[Aδ]]BS (m) ≤ [[A]]BS (m).

Lemme 12.3.2 Si A est un BS-T hd, en reprenant les notations de la définition,
on a pour tout m, k ∈ N et u ∈ Lm (c’est-à-dire valB(u) ≤ m), si βm(k) ≤
[[A]]S(u), alors Rk est infinie (et donc acceptante).

Démonstration Soit n = [[A]]BS (m). On sait que [[A]]BS (m) 4βm [[Aδ]]BS (m),
donc il existe une exécution Rk de Aδ sur u telle que βm(valS(Rk)) ≥ [[A]]S(u).

Or, valS(Rk) = k donc il existe k telle que βm(k) ≥ [[A]]S(u) et Rk acceptante.
Par monotonie de δ, tout k tel que βm(k) ≤ [[A]]S(u) vérifie Rk acceptante. �

12.3.3 Composition d’un BS-NBA et d’un BS-T
Soit A = 〈QA,A, InA, FB , FS ,ΓB ,ΓS ,∆A〉 un BS-NBA sur TA. Soit C =

C|ΓB |B × C|ΓS |S l’alphabet des actions effectuées par A.
On a donc ∆A ⊆ QA × A× (C×QA)2

Soit H = 〈QH,C, q0,Γ′B ,Γ′S ,∆H〉 un BS-T sur C avec actions dans C′ =
C|Γ

′
B |

B × C|Γ
′
S |

S . On a ∆H ⊆ QH × C× C′ ×QH.
On définit A ◦H = 〈Q′,A, In′, F ′B , F ′S ,Γ′B ,Γ′S ,∆′〉 en posant :
– Q′ = QA ×QH,
– In′ = InA × {q0},
– F ′B = FB ×QH, F ′S = FS ×QH,

– ∆′ = {((p, q), a, (ν1, (p1, q1)), (ν2, (p2, q2))) : il existe c1, c2 ∈ C tels que
(p, a, (c1, p1), (c2, p2)) ∈ ∆A, (p, a, c1, q1) ∈ ∆H, (p, a, c2, q2) ∈ ∆H}

.
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Le Lemme suivant permet de composer un BS-T fidèle déterministe en
histoire avec un BS-NBA, en préservant la sémantique de ce dernier.

Théorème 12.3.3 Soit A un BS-NBA sut TA produisant des actions sur C, et
H un BS-T sur C, α-fidèle et déterministe en histoire. Alors l’automate C = H◦A
obtenu en composant ces deux automates est un BS-NBA tel que C uα A. De
plus, si Hδ est le BS-T H restreint aux stratégies hd, alors C u Hδ ◦ A u A.

Démonstration On reprend tous les objets définis par l’énoncé, et on cherche
à montrer C uα A.

Il faut d’abord montrer [[C]]B ≈α [[A]]B .
Soit t ∈ TA un arbre infini. Soit m = [[C]]B(t), témoigné par une exécution

RC de C sur t telle que valB(RC) ≤ m.
Par définition de C = H◦A, RC induit en particulier une exécution RA de A

sur t. On montre que cette exécution convient. Soit π une branche de RA, et τ
la branche correspondante de RC . τ correspond donc à une exécution de H sur
π, et par définition de RC, valB(τ) ≤ m et valS(τ) ≥ n. Par fidélité de H, on
obtient valB(τ) ≈α valB(π), et donc en particulier valB(π) ≤ α(m). C’est vrai
pour toute branche π, donc valB(RA) ≤ α(m), ce qui entraîne [[A]]B(t) ≤ α(m).
On a montré [[A]]B 4α [[C]]B .

Réciproquement, soit t ∈ TA un arbre infini, et m = [[A]]B(t), témoigné par
une exécution RA de A sur t telle que valB(RA) ≤ m. On définit une exécution
RC de C sur t en combinant RA avec la stratégie δ0 pour l’automate H. Par
définition du déterminisme en histoire, RC est bien définie et toutes ses branches
sont infinies. Par fidélité de H, valB(RC) ≤ α(m). Il s’ensuit [[C]]B 4α [[A]]B .

On peut donc conclure [[C]]B ≈α [[A]]B .
Il reste à montrer la deuxième partie de la BS-équivalence : pour tout m ∈ N,

il existe βm tel que
– [[C]]BS (m) 4βm [[A]]BS (α(m)) (1)
– [[A]]BS (m) 4βm [[C]]BS (α(m)) (2)
Soit δ la stratégie déterministe en histoire de H. On considère les fonctions

de corrections βhdm données par la définition du déterminisme en histoire de H.
On utilisera également les fonctions βfm données par la fidélité de H.

On commence par montrer la partie (1). Soit t ∈ TA un arbre infini, et m ∈ N.
Soit n = [[C]]BS (m)(t). On veut montrer qu’il existe une exécution de A sur t
témoignant [[A]]BS (α(m)) ≥β1

m
n, pour un certain β1

m.
Soit RC une exécution de C sur t témoignant n = [[C]]BS (m)(t). Cela signifie

que valB(RC) ≤ m et valS(RC) ≥ n.
De même que précédemment, RC induit une exécution RA de A sur t, telle que

valB(RA) ≤ α(m), par fidélité de H. On montre que cette exécution convient.
Soit π une branche de RA, et τ la branche correspondante de RC .
La fidélité de H nous garantit que [[H]]BS (α(m)) ≈βf

α(m)
valα(m)

S . En particulier

valα(m)
S (π) ≥βf

α(m)
[[H]]BS (α(m))(π) ≥ valS(τ) ≥ n.

164



Puisque valB(π) ≤ α(m), on a montré valS(π) ≥βf
α(m)

n. C’est vrai pour
toute branche π de RA, donc on obtient valB(RA) ≤ α(m) et valS(RA) ≥βf

α(m)

n = [[C]]BS (m)(t).
L’exécution RA témoigne donc bien de l’inégalité (1) : [[A]]BS (α(m)) 4βm

[[C]]BS (m)(t), avec β1
m = βfα(m).

On montre maintenant la réciproque : l’inégalité (2).
Soit t ∈ TA un arbre infini, et m ∈ N. Soit n = [[A]]BS (m)(t) et RA une

exécution témoin. On veut montrer qu’il existe une exécution RC de C sur t
témoignant [[C]]BS (α(m))(t) ≥β2

m
n, pour un certain β2

m.
Pour construire une telle exécution RC, on va combiner RA avec l’une des

stratégies hd qui permettent de diriger les exécutions de H.
Soit k maximal tel que βfm(βhdm (k)) ≤ n. On définit RC en utilisant RA pour

les transitions de A, et δk pour les transitions de H.
Il faut montrer que RC convient. Soit τ une branche de RC , on veut montrer

valS(τ) ≥β2
m
n, pour une certaine fonction β2

m.
L’exécution τ est en fait le résultat de l’exécution Rk de H pilotée par δk,

sur la branche π correspondante de RA.
Par définition de RA, valB(π) ≤ m et valS(π) ≥ n. Par fidélité de H, on a

donc valB(τ) ≤ α(m). Il nous reste donc à vérifier que le transducteur H guidé
par la stratégie δk fonctionne correctement sur le mot π, avec valB(π) ≤ m et
valS(π) ≥ n.

En utilisant la fidélité de H, mais pour la S-sémantique cette fois, on obtient
[[H]]S(π) ≥βfm n, puisque valS(π) ≤ m.

Par définition de k, on a βfm(βhdm (k)) ≤ n ≤ βfm([[H]]S(π)). Puisque βfm est
choisie croissante, ceci nous permet d’obtenir βhdm (k) ≤ [[H]]S(π), et donc par le
Lemme 12.3.2, Rk est acceptante sur π. La branche résultante τ est donc bien
infinie, et puisque la S-valeur de Rk est k, on obtient valS(τ) = k.

Par définition de k (incluant sa maximalité), on a βfm(βhdm (k + 1)) ≥ n. Cela
signifie qu’en posant β2

m(x) = βfm(βhdm (x+ 1), on obtient β2
m(valS(τ)) ≥ n.

Ceci achève la preuve que RC est bien un témoin de [[C]]BS (α(m))(t) ≥β2
m
n,

pour la fonction de correction β2
m décrite ci-dessus.

On peut finalement choisir βm = max(β1
m, β

2
m) pour conclure la démonstra-

tion du théorème.
La deuxième partie de l’énoncé est déduite du fait que dans toute la preuve,

on a pu se limiter aux stratégies hd de H. �

12.4 Transducteurs et hiérarchisation
Le but de cette section est de montrer que tout BS-NBA A peut être

transformé en un hBS-NBA A′, en composant A avec un hBS-T.
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12.4.1 Hiérarchisation des B- et S-automates
On commence par montrer ce résultat sur les B- et S-automates.
On sait depuis [Col11] que les automates hiérarchiques suffisent dans les

automates de coût. Dans [CL10], un transducteur hd qui transforme un mot
u ∈ C = (CΓ

B) en u ∈ Ch de valeur équivalente est donné explicitement. Composer
ce transducteur avec un B-NBA A nous permet donc d’obtenir un B-NBA A′
hiérarchique, tel que [[A]]B ≈ [[A′]]B .

Le même résultat pour les S-automates était déjà connu par Colcombet
et Löding, une construction explicite d’un tel transducteur hd est donnée par
Vanden Boom dans [KV11].

On pourra donc supposer par la suite que les B-actions d’une part, et les
S-actions d’autre part, sont hiérarchiques. Dans le contexte des BS-automates,
ceci siginifie que l’on a un ordre de hiérarchie sur les B-compteurs ΓB, et un
ordre sur les S-compteurs ΓS , mais pas d’ordre global sur Γ = ΓB ] ΓS .

12.4.2 Hiérarchisation des BS-automates
On veut maintenant obtenir une hiérarchisation globale sur les BS-T, c’est-

à-dire que l’on veut montrer le théorème suivant :

Théorème 12.4.1 Pour tous ensembles ΓB ,ΓS de compteurs, il existe un hBS-
T H(ΓB ,ΓS) fidèle et déterministe en histoire sur l’aphabet C = C|ΓB |B × C|ΓS |S .

On peut supposer que les actions sont B-hiérarchiques et S-hiérarchiques, en
composant au besoin avec les transducteurs décrits dans la Section 12.4.1.

Puisque seuls comptent le nombre de B-compteurs et de S-compteurs, on
écrira HKSKB au lieu de H(ΓB ,ΓS) pour le hBS-T que l’on cherche à construire.

On commence par décrire les idées principales qui interviennent dans la
construction de HKSKB . Cet automate possèdera KB B-compteurs et (KB + 1)KS

S-compteurs. Le principe de cet automate est de découper le mot donné en
entrée en séquences de S-actions de {i, ε}∗, qui se produisent entre deux remises
à zéro d’un B-compteur.

On utilisera deux S-compteurs de sortie pour chaque S-compteur d’origine :
une pour compter le nombre d’incréments dans chaque séquence, et une autre
pour compter le nombre de séquences qui contiennent au moins un incrément.

De cette manière, si la S-valeur était grande comparée à la B-valeur (que
l’on bornera explicitement), l’une de ces copies atteindra forcément une grande
valeur.

Cette intuition est déjà présente dans [BC06], mais elle est utilisée d’un point
de vue booléen : on sépare juste le cas borné du cas non borné. On étend ici
cette idée de manière à prendre en compte des propriétés quantitatives.

Par ailleurs, notre transducteur va copier presque exactement les B-actions
données en entrée. La seule modification possible sera d’ajouter un r dans chaque
intervalle séparé par deux r, ce qui change la B-valeur par un facteur 2 au
maximum. Ces remarques permettront de conclure que le transducteur est fidèle.
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On montrera ensuite que le transducteur HKSKB ainsi construit est déterministe
en histoire.

Cela signifie qu’en composant ce transducteur avec un automate alternant,
on pourra obtenir un automate hiérarchique équivalent.

Construction de H1
1.

On commence par traiter le cas KB = KS = 1. On veut donc construire
un transducteur lisant un mot infini sur C = CB × CS , et renvoyant un mot
d’actions hiérarchiques, tout en garantissant la BS-équivalence entre l’entrée et
la sortie. On représente ci-dessous l’automate H1

1. Les transitions étiquetées par
CB × {r, cr} sont représentées en gras pour plus de lisibilité.

Cet automate possède 3 compteurs hiérarchiques S1, B2, S3. Les actions
hiérarchiques sur ces compteurs sont notées de manière abrégée : par exempe
ic2 représente l’action (ε, ic, r) qui laisse S1, inchangé, effectue ic sur B2, et
remet S3 à zéro. On note a une action quelconque de CB. Pour tout état s, il
y a une boucle s (ε,ε):ε1−→ s non représentée sur le schéma. De plus tous les états
sont acceptants.

q0 q1

p q2

(a, r) : a2
(ic, i), (ic, ε) : ic2

(ε, i) : i3

(r, i), (r, ε) : r2

(ε, i)
: cr3

(r, i) : i1
(a, ε) : a2

(a, r) : r3

(ε, i) : ε2
(ic, i) : ic2

(a, i) : cr1

(a, i), (a, ε) : a2

(a, r)
(a, cr) : a2

(ic, i), (ic, ε) : ic2
(ε, i) : i3

(ε, i) : cr3
(a, i) : cr1

(r, i)
(r, ε) : i1

(a, r) : r3

On commence par remarquer que H1
1 peut être vu comme un automate

soit sur mots finis, soit sur mots infinis, car la seule manière de refuser un
mot est de se retrouver sans transition à emprunter. On peut donc utili-
ser le fait que pour tout w ∈ Cω, et toute exécution ρ de H1

1 sur w, on a
valB(ρ) = sup {valB(ρ′) : ρ′ préfixe de ρ}, et pour tout m ∈ N, on a également
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[[H1
1]]BS (m)(w) = inf

{
[[H1

1]]BS (m)(u) : u préfixe de w
}
. La correction de H1

1 sur
mots finis implique donc sa correction sur mots infinis.

On décrit maintenant le principe de cet automate. On appellera B-intervalle
une séquence d’actions encadrée par deux B-resets, sans B-reset à l’intérieur.
Sur une séquence de S-actions de {i, ε}, le compteur γ1 compte le nombre de
B-intervalles contenant au moins un i un entrée, tandis que γ3 compte le nombre
de i à l’intérieur durant chaque ε-séquence du B-compteur d’entrée. Le fait
que la valeur de ce B-compteur soit bornée nous garantit la correction de la
BS-sémantique.

Théorème 12.4.2 H1
1 est fidèle.

Démonstration Il faut d’abord montrer que pour tout u ∈ Cω toute exécution
ρ de H1

1 sur u vérifie valB(ρ) ≈α valB(u).
Les seules transitions de H1

1 qui ne reproduisent pas l’action du B-compteur
d’entrée sont les transitions en gras étiquetées (a, r) : r3, ainsi que celles dirigées
vers p étiquetées (a, i) : cr1. Toutes ces transitions effectuent un r sur le B-
compteur γ2, au lieu de l’action a lue en entrée.

Cependant, pour atteindre ces transitions depuis q0, il faut être passé dans
q1, et donc avoir lu en entrée un reset pour le B-compteur. De plus, pour revoir
une telle transition, il faut obligatoirement repasser par q0. Cela signifie que l’on
peut ajouter au plus un reset sur B2 entre deux resets lu en entrée, possiblement
en remplaçant un ic.

Si ρ est une exécution sur un mot u ∈ Cω, on obtient donc valB(ρ) ≤
valB(u) ≤ 2 ∗ valB(ρ) + 1, ce qui suffit à conclure valB(ρ) ≈α valB(u), avec
α(m) = 2m+ 1.

On montre maintenant la deuxième condition pour l’α-fidélité de H1
1.

Soit m ∈ N fixé, on veut montrer qu’il existe βm tel que [[H1
1]]BS (m) ≈βm valmS .

On doit donc montrer les deux inégalités suivantes
– [[H1

1]]BS (m) 4βm valmS (1)
– valmS 4βm [[H1

1]]BS (m) (2)
Pour la partie (1), on peut remarquer que nos S-compteurs S1 et S3 sont

incrémentés seulement lorsqu’un incrément est lu dans le mot d’entrée u. De plus,
il faut avoir atteint l’état p pour être autorisé à lire un cr en entrée. Cependant,
le seul moyen d’atteindre cet état est d’effectuer un cr en sortie. Cela implique
que tout cr de u peut être mis en relation avec un cr effectué en sortie un peu
plus tôt, sur S1 ou S3. Une fois dans p, les S-incréments sont ignorés jusqu’au
prochain S-reset, qui nous ramène dans q0. Toutes les valeurs enregistrées en
sortie sont donc inférieures à celles enregistrées en entrée.

On obtient [[H1
1]]BS (m) ≤ valmS .

Pour la partie (2), on suppose pour la contradiction qu’il existe un ensemble U
de mots sur C tels que

{
[[H1

1]]BS (m)(u) : u ∈ U
}
est borné par un certain N ∈ N,

mais {valmS (u) : u ∈ U} n’est pas borné.
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Le fait que le premier ensemble soit borné force U ⊆ Lm : en effet, si
valB(u) > m, alors [[H1

1]]BS (m)(u) = ∞. On sait donc que pour tout u ∈ U ,
valB(u) ≤ m.

Soit u ∈ U tel que valS(u) > ((N + 1)m+ 1)N .
On écrit u = (uB , uS), et on factorise uS en u1b1u2b2 . . . ukbkuk+1 de manière

à ce que pour tout j, bj ∈ {r, cr} et uj ∈ {i, ε}∗. Ceci induit une factorisation
uB = v1a1v2a2 . . . vkakvk+1 en faisant correspondre les positions des aj et des
bj .

Remarquons qu’une exécution ρ de H1
1 sur u peut s’écrire ρ1 . . . ρkρ

′ avec
pour tout j, ρj est la portion de ρ effectuée sur (vjaj , ujbj). Par définition des
transitions représentées en gras dans H1

1, pour tout j,ρj commence et finit en q0.
De plus, soit n = [[H1

1]]S(u) ≤ N , il existe une exécution optimale ρ de
H1

1sur u avec valS(ρ) = n. Ici « optimale » signifie que pour tout j, valS(ρj) est
maximal : il n’existe aucune exécution partielle ρ′j sur (vjaj , ujbj), partant de
q0, et telle que valS(ρ′j) > valS(ρj). On peut toujours choisir ρ optimale car ses
portions ρj sont indépendantes les unes des autres.

Soit J l’ensemble d’indices j tels que bj = cr. Pour tout j ∈ J , on a
valS(ujcr) ≥ valS(u) = valmS (u) > ((N + 1)m + 1)N . Soit j ∈ J tel que

valS(ρj) = n, qui existe parce que valS(ρ) = n. On a q0
(vj ,uj)
−→∗ p (bj ,cr)−→ q0.

Soit vj = w0rw1r . . . rws avec wl ∈ {ic, ε}∗ pour tout l, et soit uj =
x0d0x1 . . . ds−1xs la factorisation correspondante de uj , c’est-à-dire que pour
tout l, |xl| = |wl| et |dl| = 1.

Si s = 0, alors la transition de q0 à q1 n’est pas prise dans ρj . Mais quand la
transition vers p est prise, on effectue l’action cr3. Cela signifie que le compteur
S3 doit avoir une valeur au moins n, et donc que l’on a vu au moins n lettres
(ε, i) consécutives. Supposons qu’il y a au plus n lettres (ε, i) consécutives dans
(vj , uj). On sait que |vj |ic ≤ m donc on obtient |uj |i ≤ (n+ 1)m. Or, on a dans
ce cas valS(ujcr) > ((N + 1)m + 1)(α(m) + 1) > (n + 1)m, c’est absurde. Il
y a donc strictement plus que n lettres (ε, i) consécutives dans (vj , uj), ce qui
contredit l’optimalité de ρ, puique l’on peut alors construire ρ′j sur (vjaj , ujbj)
telle que valS(ρ′j) > n = valS(ρj), en attendant un peu plus longtemps avant
d’aller dans l’état p.

Il reste à traiter le cas s ≥ 1. Comme précédemment, le fait que ρ soit
optimal implique supi(|xi|i) ≤ (n+ 1)m. par conséquent, pour tout i, |xidi|i) ≤
(n+ 1)m+ 1. On peut remarquer que la valeur de S1 après la lecture de (wi, xi)
est égale à la taille de Ji = {l ≤ i, |xldl|i > 0}. On doit donc avoir |Js| ≤ n par
optimalité de ρ : si ce n’était pas le cas on pourrait construire une exécution de
S-valeur supérieure à celle de ρj , en choisissant une transition vers p étiquetée
cr3 à la fin de (wj , xj).

Finalement, |uj |i ≤ (|xjdj |i)|Js| ≤ ((n+ 1)m+ 1)n ≤ ((N + 1)m+ 1)N . On
a donc valS(ujcr) ≤ ((N + 1)m + 1)N . Ceci est vrai pour tout j, valS(u) ≤
((N + 1)m+ 1)N , on obtient donc une contradiction avec la supposition initiale
valS(u) > ((N + 1)m+ 1)N .

On peut en conclure qu’un tel ensemble U n’existe pas, et valmS 4βm [[H1
1]]S ,

pour βm(n) = ((n+ 1)m+ 1)n. �
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Théorème 12.4.3 H1
1 est déterministe en histoire.

Démonstration On a déjà montré que la B-valeur d’un mot est indépendante
de l’exécution choisie, à α près, avec α(m) = 2m+ 1.

On peut remarquer de plus que le seul choix non-déterministe dans H1
1 se

produit lorsque l’on lit une S-action i en entrée : on a alors le choix entre rester
dans l’état courant et aller dans l’état p, si l’on ne s’y trouve pas déjà.

On définit la stratégie δn comme faisant le choix d’aller dans p avec une
transition étiquetée cri si la valeur n est atteinte sur le S-compteur Si (la valeur
des compteurs ne dépend que de l’historique de l’éxécution). Cette stratégie définit
pour tout mot u ∈ Cω une unique exécution ρn de H1

1, telle que valS(ρn) ≥ n.
En effet, chaque action cr est effectuée sur un compteur qui a atteint la valeur
n.

De plus, s’il existe une exécution infinie ρ de H1
1 sur u telle que valS(ρ) ≥ n,

alors l’exécution dirigée par δn est également infinie : elle correspond juste à
prendre les transitions vers p plus tôt que dans ρ.

Ceci conclut le preuve que H1
1 est déterministe en histoire. �

Extension de H1
1 à plusieurs compteurs.

Soit KB ,KS > 0, on définit CKSKB ⊂ (CB)KB × (CS)KS l’alphabet des ac-
tions qui sont B-hiérarchiques sur KB B-compteurs et S-hiérarchiques sur
KS S-compteurs. Autrement dit, les lettres de CKSKB sont toutes de la forme
((r, . . . , r, a, ε, . . . , ε), (r, . . . , r, b, ε, . . . , ε)) avec (a, b) ∈ CB × CS .

Pour tous KB ,KS > 0, on veut construire HKSKB qui généralise H1
1 à l’alphabet

CKSKB . Comme précédément, le but est d’obtenir HKSKB hiérarchique, fidèle, et
déterministe en histoire. On commence par définir par récurrence les automates
H1
KB

pour KB > 0.

Construction de H1
KB

pour tout KB > 0.

On va partir de H1
1 = 〈C1

1, Q
1,
{
q1
0
}
,Γ1

B ,Γ1
S ,∆1〉, que l’on a prouvé correct

pour tous les critères que l’on s’est fixés.
Supposons maintenant que H1

KB
= 〈C1

KB
, QKB ,

{
qKB0

}
,ΓKBB ,ΓKBS ,∆KB 〉

est construit et correct. On veut construire H1
KB+1. On utilisera un BS-T

auxiliaire C = 〈{ic, ε} × {i, ε} , QC , {s0} , {γB} , {γS} ,∆C〉, à deux compteurs
hiérarchiques γB > γS , défini par ce schéma :

s0 s1

(ic, i), (ic, ε) : ic1
(ε, i) : i2
(ε, ε) : ε2

(ε, i) : cr2

(a, i), (a, ε) : a1
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Soit H1
KB+1 = 〈C1

KB+1, Q
KB+1,

{
qKB+1
0

}
,ΓKB+1
B ,ΓKB+1

S ,∆KB+1〉, que l’on
va définir à l’aide deH1

KB
et C. On prendQKB+1 = QKB×QC , qKB+1

0 = (qKB0 , s0).
On définit également ΓKB+1

B = ΓKBB ∪ {γB} et ΓKB+1
S = ΓKBS ∪ {γS}, ordonnés

par γ > γB > γS pour tout γ ∈ ΓKBB ∪ ΓKBS . La hiérarchie des compteurs est
héritée de H1

KB
et C, et toute action sur les compteurs provenant de H1

KB
effectue

un reset sur tous les compteurs de C.
Finalement, la table de transitions ∆KB+1 est définie comme suit :
(C) pour tout s (a,b):σ−→ s′ dans ∆C avec a ∈ CB et b ∈ CS , et tout q ∈ QKB ,

on ajoute une transition (q, s)
(εKBa,b):σ−→ (q, s′) dans ∆KB+1.

(Hx) pour tout q (a,b):σ−→ q′ dans ∆KB avec a ∈ CKBB et b ∈ C1
S , et tout s ∈ QC ,

on ajoute une transition (q, s) (ar,b):σ−→ (q′, s0) dans ∆KB+1.
(s1) pour tout q ∈ QKB , et a ∈ CKB+1

B , on ajoute une transition (q, s1) (a,cr):a−→
(qKB0 , s0) dans ∆KB+1.

Ici εKBa est une notation pour (ε, . . . , ε, a), où a ∈ CB. L’action σ utilisée
est effectuée sur les mêmes compteurs qu’à l’origine, c’est-à-dire {γ −B, γS}
dans le cas (C), et ΓKBB ∪ ΓKSS dans le cas (Hx).

On montre maintenant que H1
KB+1 est fidèle.

Par induction, on peut montrer en observant l’automate ainsi construit que
comme dans le cas de H1

1, pour chaque B-compteur, on peut ajouter au plus
un nouveau r entre deux r du mot d’entrée, et ce sont les seules modifications
effectuées sur les B-actions.

On obtient donc le premier résultat voulu : si ρ est une exécution de H1
KB+1

sur u, alors valB(ρ) ≈α valB(u).
On doit maintenant montrer que pour tout m, il existe βm tel que :
– [[H1

KB+1]]BS (m) 4βm valmS (1)
– valmS 4βm [[H1

KB+1]]BS (m) (2)
La partie (1) est similaire à celle de la section précédente : les incréments de

sortie correspondent toujours à des incréments en entrée, et chaque cr en entrée
induit un cr en sortie, effectué après autant ou moins d’incréments.

Il reste à prouver la partie (2). Soit m ∈ N. Soit u = (uB , uS) ∈ (CKB+1
B ×

{i, ε})∗(CKB+1
B × {cr}) tel que valmS (u) > N et [[H1

KB+1]]BS (m)(u) ≤ n. On
restreint u à ce langage, car comme dans le cas de H1

1, l’automate revient
dans son état initial quand il lit un cr, et les exécutions sur ces facteurs sont
indépendantes les unes des autres. Remettre à zéro le S-compteur au moyen d’un
r correspond à ignorer u : l’automate peut alors éviter les transitions effectuant
un cr, et revenir à l’état p après avoir lu u.

On écrit uB = u1v1u2 . . . ukvka où pour tout i ≤ k, ui ∈ (CKBB × {r})∗ et
vi ∈ ({ε}KB × {ic, ε})∗. Pour l’unicité de la factorisation, seulement u1 et vk
peuvent valoir ε. a est juste la dernière lettre de uB . On effectue la factorisation
correspondante uS = u′1v

′
1u
′
2 . . . u

′
kv
′
kcr.

Soit ρ une exécution de H1
KB+1 sur u. On peut écrire ρ = ρ1τ1ρ2 . . . τk−1ρk

où ρKB = ρ1 . . . ρk est une exécution de H1
KB

sur u1 . . . uk, et pour tout i < k,
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τi est une exécution de C sur vi.
Par hypothèse de récurrence, il existe une fonction de correction βmKB tel que

|u1 . . . uk|i ≤ βmKB (valS(ρKB )). Soit val ′S la fonction qui à une exécution associe
la valeur maximale atteinte par un S-compteur, non nécessairement checkée
Pour βmC (n) = (m+ 1)n, on a pour tout i < k, |ui|i ≤βmC val ′S(τi).

On obtient valS(u) ≤βm
KB+1

valS(ρ), pour βmKB+1 = max(βmKB , β
m
C ), ce qui

nous donne le résultat voulu.
On a donc construit par récurrence, pour tout KB > 0, un hBS-T H1

KB
fidèle.

Le déterminisme en histoire de H1
KB

est obtenu par une extension canonique des
stratégies décrites plus haut : on prend les transitions étiquetée cr dès que la
valeur n est atteinte sur le S-compteur correspondant.

Par récurrence, pour tout KB > 0, l’automate H1
KB

a 2KB+1 états et 2KB+1
compteurs.

Construction de HKSKB pour tout KB > 0 et KS > 0.

On fixe des valeurs KB et KS , et on décrit l’automate HKSKB .
Soit H1

KB
tel que défini dans la section précédente. Ces compteurs sont

SKB+1BKBSKB . . . B1S1.
HKSKB a les mêmes B-compteurs que H1

KB
, c’est-à-dire (γi)i∈[1,KB ]. Ces S-

compteurs sont (γji )i∈[1,KB+1],j∈[1,KS ].
On définit l’ordre hiérarchique γji < γj

′

i′ par l’ordre lexicographique sur (i, j),
et de plus pour tous i, j, γi > γji . Finalement, pour tout j, γjKB+1 > γi.

Soit γi un B-compteur de HKSKB .
Le principe de H1

KB
est de compter le nombre d’incréments de S-compteurs

inférieurs, durant les séquences de ε de γi, et d’effectuer un cr quand cette valeur
devient assez grande (se dirigeant ainsi vers un état où la lecture d’un cr est
autorisée). Le S-compteur le plus haut dans la hiérarchie compte le nombre de
séquences de {ic, ε} de γKB , précédées d’un r pour γKB , et qui contiennent un
i pour le S-compteur.

On a dupliqué ici chaque S-compteur γ′i en KS compteurs γji qui jouent le
même rôle, mais relativement au compteur d’origine γj .

LesKS S-compteurs d’entrée sont hiérarchiques, ce qui induit que la condition
hiérarchique globale est respectée par HKSKB .

On décrit par exemple ici l’automate C2 qui joue le rôle de C dans le cas
KS = 2. Cet automate est défini sur l’alphabet {ic, ε} × {i1, i2, ε2}, et possède
deux S-compteurs γ1 et γ2, et un B-compteur γB , ordonnés par γB > γ1 > γ2.
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s0 s1

s2 s3

(ic, b) : icB
(ε, b) : b

(ε, i1) : cr1

(ε, i2) : cr2

(a, b1) : aB
(ε, b2) : b2

(ε, i2) : cr2

(a, b2) : aB

(a, b2) : aB

(a, b2) : aB

(a, b1) : aB

L’automate est autorisé à lire un cr pour γ2 dans les états s2 et s3, et un cr
pour γ1 dans s1 et s3.

On peut montrer que HKSKB est un hBS-T fidèle et déterministe en histoire,
en combinant les idées vues dans dans les preuves précédentes. L’automate HKSKB
possède KB B-compteurs, et (KB + 1)KS S-compteurs.

12.5 Conclusion
En combinant les résultats précédents, on obtient le théorème suivant :

Théorème 12.5.1 Soit A un BS-NBA. On peut construire un hBS-NBA A′ =
H ◦ A tel que A′ u A, où H est un BS-T hd fidèle.

Démonstration Soit ΓB, ΓS les ensembles de compteurs de A. Soit H =
H(ΓB ,ΓS) le hBS-T obtenu par le Théorème 12.4.1.

Par le Théorème 12.3.3, le BS-NBA A′ = H ◦ A est BS-équivalent à A. De
plus, H est hiérarchique donc A′ l’est également : les actions effectuées par A′
sont données par H. �
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Chapitre 13

Théorème de
caractérisation de Rabin

13.1 Version classique
13.1.1 Introduction du problème

Le but de cette section est de présenter l’équivalence classique suivante :

Théorème 13.1.1 ([Rab70, KV99]) Soit L un langage d’arbres infinis. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) L est reconnu par une formule de WMSO,
(2) L est reconnu par un automate faible alternant,
(3) L et son complément sont tous deux reconnus par des automates de Büchi
non-déterministes.

Ce théorème a d’abord été montré par Rabin sans l’équivalence (2) [Rab70].
Kupferman et Vardi [KV99] ont ensuite démontré une construction purement
automates pour la direction (3)⇒ (2), induisant une augmentation seulement
quadratique du nombre d’états.

Tous les automates classiques mentionnés ici peuvent être vus comme des
automates de coût sans compteurs, on ne les redéfinira donc pas. De tels auto-
mates définissent toujours des fonctions de la forme χL, où L est le langage
reconnu par l’automate vu comme un automate classique. On identifiera toujours
L et χL pour plus de commodité.

On va résumer les idées de la preuve de [KV99], que l’on désire étendre
aux fonctions de coût. Il est nécessaire de bien comprendre cette preuve pour
appréhender l’extension que l’on en fera, car on réutilise les mêmes idées de base,
mais en y ajoutant tout une machinerie propre aux automates de coût.

On notera NBA pour « automate de Büchi non-déterministe », et WAA pour
« automate faible alternant ».
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On se donne donc deux NBA U = 〈Q,A, In, F,∆〉 et U ′ = 〈Q′,A, In′, F ′,∆′〉,
tels que [[U ′]] = [[U ′]]. Soit L = [[U ]], on cherche à construire un WAA W tel que
[[W ]] = L.

13.1.2 Pièges
Afin d’analyser deux exécutions simultanées de U et U ′, on va définir la

notion de piège pour deux NBA. Soit m = |Q| · |Q′|. Une frontière E est un
ensemble de noeuds de T tel que pour chaque branche π de T , E ∩ π est un
singleton. Par exemple pour tout n ∈ N, {0, 1}n est une frontière. Si Ei est une
frontière et π est une branche, on notera eπi le seul noeud dans E ∩ π.

Un piège pour U et U ′ est une séquence de frontières E0 = {ε} , E1, . . . , Em
telle qu’il existe un arbre t ∈ TA, et des exécutions R et R′ de U et U ′ sur t
satisfaisant la propriété suivante : pour tout i ∈ [0,m[ et toute branche π de t, il
existe x, x′ ∈ [eπi , eπi+1[ tels que R(x) ∈ F et R′(x′) ∈ F ′. Chaque ensemble de
positions [eπi , eπi+1[ sera appelé bloc. La condition stipule que chaque bloc doit
contenir au moins un état acceptant de U et au moins un état acceptant de U ′.

Lemme 13.1.2 ([Rab70]) S’il existe un piège pour deux NBA U et U ′, alors
[[U ]] ∩ [[U ′]] 6= ∅.

Ce lemme peut être montré par un argument de pompage : en réitérant à
l’infini certains blocs, on peut construire un arbre accepté par les deux automates
U et U ′.

13.1.3 Construction du WAA W

Kupferman et Vardi utilisent cette notion de piège pour construire directement
un WAA W reconnaissant L. On donne ici les idées de la construction, voir
[KV99] pour les définitions formelles.

L’automate W est le produit des automates U et U ′, ainsi qu’un automate
qui permet de reconnaître les blocs, et de les compter jusqu’à m. Le contrôle des
transitions de U est donné à Eve, tandis que celui de U ′ est donné à Adam. Les
blocs sont mis ensuite à jour de manière déterministe : l’automate W incrémente
son compteur à chaque fois qu’un bloc valide (i.e. contenant des états de F et
de F ′) a été vu. Plus précisément, à chaque nouveau bloc, W va passer par les
états suivants :

– ⊥ : Attente d’un état de F , état refusant
– > : Attente d’un état de F ′, état acceptant

Lorsque l’on voit un état de F ′ dans >, le compteur de bloc incrémente, et l’on
repasse à ⊥. Lorsque l’on termine le bloc numéro m, le compteur n’incrémente
plus, et la transition mène vers true : Eve a gagné l’exécution et l’arbre est
accepté.

De plus, Adam possède le contrôle du branchement, comme c’est déjà le cas
dans un automate non-déterministe.
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L’automate W est bien un B-WAA car on peut partitionner les états par
rapport à la valeur du compteur dans [0,m] ainsi que par la valeur ⊥ ou >.
On obtient ainsi 2(m + 1) partitions, chacune étant purement acceptante ou
refusante, et telles que tout cycle de transitions est interne à une partition.

13.1.4 Correction de W

On analyse maintenant le comportement de W , et on montre que [[W ]] = L.
On montre d’abord L ⊆ [[W ]]. Soit t ∈ L, et soit R une exécution acceptante
de U sur t. Alors jouer R dans W est une stratégie gagnante pour Eve : peu
importe les choix d’Adampour les transitions de U ′ et la branche π de t, il y
aura une infinité d’états de F sur π, et l’automate W ne peut donc pas stabiliser
dans l’état ⊥, qui correspond à attendre un état de F . On a donc bien t ∈ [[W ]],
puisque Eve a une stratégie pour accepter t. On peut remarquer qu’on a pas
utilisé l’hypothèse [[U ]] = [[U ′]], et que la propriété [[U ]] ⊆ [[W ]] est en fait vérifiée
même si W est défini à partir d’un automate U ′ quelconque.

Réciproquement, on veut montrer [[W ]] ⊆ L. Soit t /∈ L, alors t est accepté
par U ′. Soit R′ une exécution acceptante de U ′ sur t. Supposons maintenant que
t ∈ [[W ]], et qu’il existe donc une stratégie gagnante σ pour Eve dans W qui
permettrait d’accepter t. Cette stratégie induit une exécution R de U sur t.

Le fait que R′ soit acceptante montre que sur toutes les branches, la seule
manière de gagner est de dépasser les m blocs, puisqu’on ne peut pas stabiliser
dans l’état ⊥. On en conclut que les exécutions R et R′ témoignent de l’existence
d’un piège pour U et U ′. Le Lemme 13.1.2 nous donne alors une contradiction
avec [[U ]] ∩ [[U ′]] = ∅. On a donc t /∈ [[W ]]. On a montré L ⊆ [[W ]], ce qui est
équivalent à [[W ]] ⊆ L.

Finalement, l’automate W reconnait bien L. Son ensemble d’états QW est
Q×Q′ × [0,m]× {⊥,>}, on a donc |QW | = Θ(m2), avec m = |Q| × |Q′|.

13.2 Extension du Théorème de Rabin aux fonc-
tions de coût

On souhaite maintenant étendre ce résultat sur les langages d’arbres infinis
aux fonctions de coût sur les arbres infinis.

13.2.1 Quelles extensions choisir ?
Premièrement, la notation de complémentation n’a plus de sens pour les fonc-

tions de coût. Cependant, on a vu que changer entre les sémantiques B et S peut
être vu comme une complémentation, et reflète exactement la complémentation
sur les fonctions de coût χL.

On remplace donc la condition « L et L sont reconnus par des NBA » par
« f est reconnu par un B-NBA et par un S-NBA ».

On doit ensuite trouver la bonne extension pour les WAA. La première
tentative, encouragée par les Théorèmes 11.3.1 et 11.3.3, a été d’utiliser les B-
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WAA. Cependant, il s’avère que le résultat correspondant est faux : l’extension
des WAA qui généralise le Théorème de Rabin est le modèle des B-QWAA.

On veut donc montrer le théorème suivant :

Théorème 13.2.1 Soit f une fonction de coût sur abres infinis. On suppose
qu’il existe un B-NBA U et un S-NBA U ′ tels que [[U ]]B ≈ [[U ′]]S ≈ f . Alors il
existe un B-QWAA W tel que [[W ]] ≈ f .

Notons que ce Théorème est la réciproque du Théorème 11.3.4. La réunion
de ces deux théorèmes nous donne donc bien une caractérisation de la classe des
fonctions de coût reconnues par un B-QWAA.

13.2.2 Pièges de coût
On commence par étendre la notion de piège, de façon à les définir sur

les automates de coût. Soit U = 〈QU ,A, qU0 , FUB ,ΓUB ,∆U 〉 un B-NBA, et U ′ =
〈QU ′ ,A, qU

′

0 , FU
′

S ,ΓU ′S ,∆U ′〉 un S-NBA.
On veut définir la notion de « piège de coût » pour U et U ′. Un tel piège doit

être incompatible avec [[U ]]B ≈ [[U ′]]S . Plus spécifiquement, ce piège va être le
témoin d’une famille d’arbres possédant une B-valeur bornée pour U mais une
S-valeur non bornée pour U ′. C’est donc un témoin de [[U ′]]S 64 [[U ]]B .

Or, définir de tels blocs est très difficile si les B-actions et S-actions de U et
U ′ sont effectuées indépendamment. En effet, les multiples intéractions possibles
des B- et S-actions seraient alors incontrôlables.

Soit U × U ′ le BS-NBA obtenu en faisant le produit de U et U ′.
Plus précisément, U×U ′ = 〈QU×QU ′ ,A, (qU0 , qU

′

0 ), FUB , FU
′

S ,ΓUB ,ΓU
′

S ,∆U×U ′〉.
Afin d’obtenir des BS-actions hiérarchiques, on va utiliser le Théorème

12.5.1 pour obtenir un hBS-NBA A = 〈QA,A, qA0 , FB , FS ,ΓB ,ΓS ,∆A〉 tel que
A u U × U ′.

On rappelle que A est obtenu en composant U ×U ′ avec un BS-T H. De plus,
on rappelle que A étant un automate d’arbres non-déterministe, une exécution
de A est un arbre étiqueté par C×QA (sauf la racine étiquetée seulement par
q0
A), où C = CγBB × CΓS

S .
On utilisera A au lieu de U × U ′ pour définir le piège de coût, en raison de

sa structure simplifiée de BS-actions.
Un bloc de A est une portion de branche d’exécution qui contient des états

de FB et de FS (correspondant aux états acceptants de U et U ′ dans le piège
classique), mais un bloc ne peut pas contenir un incrément d’un B-compteur
γ ∈ ΓB s’il ne contient pas de reset pour γ. Cette seconde condition permet
d’itérer un bloc sans provoquer d’inflation de la B-valeur.

Le nombre de blocs consécutifs requis est défini par m := (|QA|+ 2)|ΓS |+1.
Un piège de coût pour A = H ◦ (U × U ′) consiste en une frontière Em, et

pour toute branche π une séquence de noeuds e0 = {ε} , eπ1 , . . . , eπm ∈ Em sur π,
ainsi qu’un arbre t et une exécution R de A sur t, vérifiant

– valS(R) > |QA|
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– pour tout 0 ≤ i < m et pour toute branche π de R, le segment [eπi , eπi+1)
est un bloc.

– si des branches π1 et π2 ont un préfixe en commun jusqu’à la position y,
et x < y est la première position telle que eπ1

i = x et eπ2
i 6= x pour un

certain i, alors eπ2
i > y. Cette condition permet d’itérer des blocs de π2

sans endommager π1.

Lemme 13.2.2 Soit U un B-NBA et U ′ un S-NBA. Soit A un hBS-NBA tel
que A u U × U ′. S’il existe un piège de coût pour A, alors [[U ′]] 64 [[U ]].

Démonstration
Soit U un B-NBA et U ′ un S-NBA. Soit A = 〈QA,A, q0, FB , FS ,ΓB ,ΓS , δ〉

un hBS-NBA tel que A u U ×U ′. On suppose qu’il existe un piège de coût pour
A, et on veut montrer [[U ′]] 64 [[U ]].

Soit m := (|QA|+2)|ΓS |+1. La définition du piège de coût pour A nous donne
l’existence d’une frontière Em, un ensemble de positions eπ0 , . . . , emπ pour chaque
branche π, un arbre t ∈ TA et enfin une exécution R de A sur t.

Par définition des pièges de coût, on a valS(R) > |QA|, et pour toute branche
π, eπ0 < · · · < eπm ∈ Em sont des positions sur π telles que pour tout 0 ≤ i < m,
la portion de R correspondant au segement [eπi , eπi+1) est un bloc. On rappelle
qu’un bloc est une portion d’exécution contenant des état de FB et de FS , et
que pour tout compteur γ ∈ ΓB , si γ est incrémenté dans cette portion alors il
est aussi remis à zéro.

De plus, si des branches π1 et π2se séparent en position y et x < y est la
première position telle qu’il existe i avec eπ1

i = x et eπ2
i 6= x, alors eπ2

i > y (on
appellera ceci la condition d’imbrication). Dans ce cas, on dirait que π1 <imb π2
et que y est un noeud d’imbrication. Si π1 et π2 partagent les ei sur leur préfixe
commun, on notera π1 ≈imb π2. L’idée derrière ces définitions est la suivante : si
π1 <imb π2, alors itérer des blocs de π2 n’endommagera pas les blocs de π1.

x

π1 π2

y

La permière étape consiste à construire un arbre t′ tel qu’il existe n ∈ N
avec [[A]]B(t′) ≤ n < ∞, et [[A]]BS (n)(t′) > |QA| (on rappelle que [[A]]BS est une
fonction N→ TA → N∞).
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Soit tEm l’arbre fini obtenu à partir de t en supprimant tous les noeuds après
la frontière Em.

L’arbre t′ sera obtenu à partir de tEm par une itération appropriée de certains
blocs sur toutes les branches.

Soit A l’ensemble des branches de tEm . A est un ensemble fini, partiellement
ordonné par <imb. On construit par récurrence des ensembles (Aj)j∈N de la
manière suivante : A0 = ∅ et pour tout j > 0, Aj est l’ensemble des branches
de tEm maximales pour <imb dans A \ (

⋃
j′<j Aj′). Soit p ∈ N tel que Ap 6= ∅ et

pour tout j > p, Aj = ∅. Alors A1, . . . , Ap forme une partition de A, et pour tout
j ∈ [1, p], pour tout π1, π2 ∈ Aj , on a π1 ≈imb π2. remarquons que pour tout
j ∈ [1, p] et tout i ∈ [1,m], l’ensemble {eπi : π ∈ Aj} est une frontière partielle
de tEm (plus précisément, c’est l’intersection d’une frontière de tEm avec Aj).

On peut maintenant adapater la technique utilisée par Rabin dans [Rab70], en
commençant par se restreindre à A1. Soit N := |QA|. Dans la suite, les S-valeurs
seront approchées en remplaçant toute valeur supérieure à N par la valeur N + 1.
On veut ici faire attention à ce que le pompage de [Rab70] ne réduise pas la
S-valeur en-dessous de N . Une valuation de ΓS est un élément de [0, N + 1]ΓS ,
qui fixe une valeur pour chaque S-compteur, modulo l’approximation ci-dessus.

On peut voir une exécution sur un arbre te comme un étiquetage de te par
QA × [0, N + 1]ΓS : chaque noeud est étiqueté par l’état courant, ainsi que par
la valeur courante des compteurs. Un élément (p, η) de QA × [0, N + 1]ΓS est
donc appelé une configuration de l’automate.

On définit les ensembles de configurations Hm, . . . ,H0 par récurrence des-
cendante : on pose Hm := QA × [0, N + 1]ΓS , et (q, η) ∈ Hi−1 si (q, η) ∈ Hi et
s’il existe un arbre fini tf contenu dans tEm , ainsi qu’une exécution partielle Rf
de A sur tf partant d’une configuration (q, η) telle que

– toute branche de Rf est un bloc,
– sur toute feuille x de tf , la configuration (q′, η′) décrite par R sur x est un

élément de Hi.
Remarquons que certains noeuds de tf peuvent avoir une arité 1 (ce sont les

noeuds d’imbrication de tEm). Intuitivement, on veut être capable d’atteindre
une frontière de configurations de Hi uniquement par des branches formant des
blocs, en partant d’une configuration de Hi−1 (qui est également dans Hi).

Hi−1

tf

Hi
· · · Hi

FB

FS

On a H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hm, et de plus l’exécution R sur les branches membres
de A1 est un témoin du fait que pour toute branche π ∈ A1, pour tout i ∈ [0,m],
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la configuration (q, η) de A prise dans R en position eπi appartient toujours à Hi.
De plus, il existe un arbre fini t0 tel que A possède une exécution sur t0 partant
de (q0, 0) et terminant dans une configuration de H0 sur toute feuille (t0 est un
sous-arbre de tEm).

L’approximation effectuée sur les S-valeurs est cohérente, puisque les seules
changements de valeur possibles sont l’incrément et la remise à zéro. Ainsi les
valeurs inférieures à N sont toujours exactes, et les valeurs supérieures à N + 1
sont toujours envoyées sur la valeur N + 1. De plus, aucun bloc de R ne peut
checker une S-valeur inférieur à N , puisque valS(R) > N . La valeur N + 1 peut
donc être interprétée comme « le check est autorisé sur cette valeur ».

On a |Hm| = N (̇N+2)|ΓS | ≤ m, donc il existe i ∈ [0,m−1] tel queHi = Hi+1.
Cela signifie que pour toute configuration (p, η) de Hi, il existe un arbre fini
tf contenu dans tEm , et une exécution partielle de A sur tf (contenue dans R)
dont toute branche est un bloc, et dont toutes les feuilles sont étiquetées par
une configuration de Hi. Ceci va nous permettre de créer par pompage un arbre
infini, sur lequel A possède une exécution comportant une infinité de frontière
de configurations de Hi. On veut conserver la B-valeur d’une telle exécution
basse, ce qui explique la contrainte sur les B-compteurs dans la définition des
blocs : pour tout B-coumpteur γ ∈ ΓB , si un bloc incrément γ, alors il doit aussi
le remettre à zéro. Concaténer plusieurs blocs de B-valeur bornée résulte en une
augmentation bornée de la B-valeur : le pire cas possible est la concaténation
d’un bloc de la forme ricn1 avec un autre de la forme icn2r.

On définit nblocs := max {valB(uv) : u, v dont des blocs de R de Hi à Hi},
la B-valeur maximale obtenue en concaténant deux blocs de Hi. On peut remar-
quer que grâce à la définition des blocs, la concaténation de plus de deux blocs
ne permet pas de dépasser cette B-valeur. On définit également npref comme la
B-valeur de l’exécution partielle qui attient la première frontière de Hi, à partir
de la racine en configuration (q0, 0), dans l’exécution R. Finalement, on pose
n1 := nblocs + npref.

On construit ainsi un arbre infini (mais pas encore binaire complet : seules
les branches de A1 sont infinies) t1, et une exécution partielle R1 de A sur t1,
en utilisant R pour atteindre une frontière de Hi (les noeuds eπi pour π ∈ A1),
puis en répétant infiniment des arbres finis qui témoignent d’exécution partielles
de positions de Hi vers des frontières de Hi.

La construction garantit que toute branche infinie π de R1 est B-acceptante,
avec valB(π) ≤ n1, et S-acceptante avec valS(π) > N , car aucune S-valeur
inférieure à N n’est checkée pendant R.

L’arbre t1 peut contenir une infinité de positions d’arité 1, ainsi qu’un
nombre fini de feuilles (sur la frontière Em). Ces positions d’arité 1 proviennent
de duplications de noeuds d’imbrications entre les branches de A1 et celles de
A2, . . . , Ap. Soit A′2 l’ensemble des branches finies das t1 qui sont copiés de
préfixes de branches de A2.

La condition d’imbrication garantit que le pompage des blocs de A1 n’a pas
endommagé les blocs des autres Aj : aucun bloc n’est coupé autrement que par
un noeud d’imbrication. On peut donc définir les ensemble Hm, . . . ,H0 comme
précédemment, et pomper les branches de A′2 simultanément. On construit ainsi

180



un arbre t2 satisfaisant les mêmes propriétés que t1, mais possédant « plus »
de branches infinies : les branches manquantes sont maintenant des préfixes de
A3, . . . , Ap.

En répétant ce processus p fois, on obtient finalement un arbre binaire complet
infini t′ := tp, ainsi qu’un nombre n := n1 + n2 + · · ·+ np (qui dépend seulement
de l’ensembles fini des blocs définis par R sur tEm) tel qu’il existe une exécution
R′ de A sur t′, témoignant à la fois [[A]]B(t′) ≤ n et [[A]]BS (n)(t′) > N .

On va maintenant partir de t′ pour construire une suite infinie d’arbres
(t′d)d∈N, tels que d ∈ N, [[A]]B(t′d) ≤ n, et [[A]]BS (n)(t′d) > N + d.

Pour ce faire, considérer les S-actions effectuées par R′ sur t′. Puisque
valS(R′) > N , chaque action crγ pour γ ∈ ΓS dans R′ doit être effectuée dans
une configuration où la valeur de γ est au moins N + 1. Ceci signifie que le crγ
est précédé par une séquence contenant N + 1 incréments de γ et aucun rγ ou
crγ .

Par choix de N , une telle séquence doit contenir un chemin uγ d’un certain
q ∈ QA au même état q, commençant par iγ et aucun reset pour γ.

On rappelle que les BS-actions de A sont hiérarchiques.Observons les diffé-
rents comportements possibles d’un autre compteur γ′ ∈ ΓB ∪ γS sur le chemin
uγ .

– Si γ′ > γ alors le modifier provoque un rγ , donc γ′ est laissé inchangé sur
tout le chemin uγ : la seule action autorisée pour γ′ sur uγ est ε.

– Si γ′ < γ, alors uγ commence par une action rγ′ , induit par l’action iγ .
Dans tous les cas, la répétition de uγ plusieurs fois n’affecte pas la valeur des

autres compteurs.
De plus, deux tels chemins uγ et vγ′ ne peuvent pas s’intersecter si γ 6= γ′.

Soit t′d l’arbre infini obtenu à partir de t′ ainsi : pour tout γ ∈ ΓS , pour toute
position x étiquetée crγ dans R′, le chemin uγ relatif à cette position x est
répété d fois. Pour tout d ∈ N, l’exécution R′ induit une exécution R′d de A sur
t′d. Cette exécution est toujours B- et S-acceptante avec B-valeur au plus n,
mais vérifie valS(Rd) > N + d. En effet, d incréments supplémentaires ont été
effectué avant chaque action cr.

On peut maintenant tirer la conclusion voulue sur U et U ′. Soit α et (βi)i∈N
les fonctions de corrections témoignant A u U × U ′. En particulier [[A]]B ≈α
[[U ×U ′]]B = [[U ]]B (U ′ ne joue aucun rôle dans la B-semantique de U ×U ′). Ceci
implique que pour tout d ∈ N, [[U ]]B(t′d) ≤ α(n).

Or, on a aussi [[A]]BS (n) 4βn [[U ×U ′]]BS (α(n)). Soit d ∈ N, on a en particulierr,
N + d ≤ βn([[U × U ′]]BS (α(n))(t′d)).

Or, [[U × U ′]]BS (α(n))(t′d) est défini comme le supremum de valS(R′′), où R′′
est une exécution S-acceptante de U × U ′ sur t′d telle que valB(R′′) ≤ α(n).
Puisque l’on sait que [[U ×U ′]]B(t′d) ≤ α(n), il existe une exécution S-acceptante
R′′ de U × U ′ sur t′d témoignant βn([[U × U ′]]BS (t′d) ≥ N + d. Cela signifie que
βn(valS(R′′)) ≥ N + d. mais R′′ induit une exécution S-acceptante RU ′ de U ′
sur t′d avec βn(valS(RU ′)) ≥ N + d.
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Pour tout d ∈ N, on obtient βn([[U ′]]S(t′d) ≥ N+d, donc [[U ′]]S n’est pas borné
sur l’ensemble {t′d : d ∈ N} alors que [[U ]]B est borné sur le même ensemble.

Un piège de coût pour A implique donc bien [[U ′]]S 64 [[U ]]B . �

13.2.3 Construction du B-QWAA B
On veut maintenant généraliser la construction de la Section 13.1.3 de manière

à l’adapter aux automates de coût. Soient U = 〈QU ,A, qU0 , FUB ,ΓU ,∆U 〉 un B-
NBA et U ′ = 〈QU ′ ,A, qU

′

0 , FU
′

S ,ΓU ′ ,∆U ′〉 un S-NBA tels que [[U ]]B ≈ [[U ′]]S . On
a supposé ici que U et U ′ ont un seul état initial, il est facile de se ramener à ce
cas. On veut construire un B-QWAA B équivalent à U et U ′.

Soit H = 〈QH,C, qH0 ,ΓB ,ΓS , FB , FS ,∆H〉 le hBS-T H(ΓU ,ΓU ′) donné par
le Théorème 12.4.1.

L’automate B possède les même compteurs que U : son ensemble de compteur
est ΓU .

On définit l’ensemble d’états de B par :

Q := QU ×QU ′ ×QH × (([1,m]× {ε,⊥,>} × {ε, ic, r})[0,|ΓB |] ∪ {q>})

avec état initial (qU0 , qU
′

0 , qH0 , {(1, ε, ε)}
[0,|ΓHB |]).

En fait, les seuls états utiles seront ceux de Qutile ⊂ Q : un élément
(q1, q2, q3, (i, j, z)) est dans Qutile si pour tous k, k′ ∈ [0, |ΓHB |], k < k′ implique
i(k) ≤ i(k′) et j(k) ≤ j(k′), pour l’ordre ε < ⊥ < >. De plus, tout (q1, q2, q3, q>)
est dans Qutile.

Considérons B agissant sur un arbre t ∈ TA. L’idée est qu’Eve choisit une
exécution de U sur t et Adam choisit une exécution de U ′ sur t (techniquement,
les joueurs choisissent les transitions à tour de rôle). De plus, Adam va choisir
une unique branche, et contrôler le transducteur H sur les actions de U et U ′
sur cette branche. Les actions renvoyées par B sont celles renvoyées par H.

Ainsi, une exécution de B sur t décrit une branche π de t, une exécution
partielle u de U et u′ de U ′ sur cette branche, ainsi qu’une exécution de H sur
(u, u′).

Il est cohérent de donner à Adam le contrôle de H puisque les objectifs de
U ′ et H sont analogues : maximiser la S-valeur, sans contrôle significatif sur la
B-valeur.

Une portion π d’exécution de B est appelée bloc si les conditions suivantes
sont vérifiées :

– π contient un état de FUB et un état de FU ′S ,
– pour tout compteur γ ∈ ΓHB , si π contient un icγ , alors π contient un rγ .
Soit K = |ΓHB |, on note ΓHB = {γ1, . . . , γK}. Si k ∈ [1, k], on notera ick, rk, εk

les actions effectuées sur γk.
Si A ⊆ CB est un ensemble d’actions atomiques, on appellera A-séquence

pour γ une portion d’exécution qui n’effectue que des actions de A sur γ.
On appelle bloc de niveau k un bloc contenu dans une {ε, r}-séquence de

γk+1 (un bloc de niveau K est juste un bloc normal).

182



On donne maintenant une interprétation intuitive de l’ensemble Q. Etant
donné un état (qU , qU ′ , qH, (i, j, z)) ∈ Q, et k ∈ [0,K], i(k) ∈ [1,m] est le numéro
du bloc courant de niveau k. La composante j(k) est ε si aucun état de FU ′S n’a
été vu dans le bloc, ⊥ si FU ′S a été vu mais pas pas encore suivi de FUB , et > si
FUB a été vu après FU ′S . Finalement, z(k) = ε si aucun incrément ou reset pour
γk n’a été vu dans le bloc courant, ic s’il y a eu un incrément sans reset, et r si
un rk a été vu dans le bloc.

L’état (qU , qU ′ , qH, (i, j, z)) est acceptant si la dernière composante vérifie
pour tout k, j(k) 6= ⊥, ou si c’est q>.

En accord avec la définition des blocs, un bloc de niveau k peut être fermé si
j(k) = > et z(k) ∈ {ε, r}.

Pour tout k ∈ [0,K], l’automate commence en i(k) = 1.
Une fois que les transitions de U et U ′ sont fixées, on définit comment B met

à jour ses composantes i, j, z de manière déterministe.
L’automate B va donc compter les blocs, de manière à chercher à construire

un piège de coût. Les actions effectuées par B sont les B-actions effectuées par
U .

On dira qu’on redémarrre un niveau k pour signifier que pour tout k′ ≤ k,
i(k′) est remis à 1, j(k) à ε, et z(k) à r. On rappelle que les actions des compteurs
de B proviennent du hBS-T H, et sont donc hiérarchiques.

(1) Si un état de FU ′S est vu, tous les j(k) = ε sont mis à ⊥.
(2) Si un état de FUB est vu, tous les j(k) = ⊥ sont mis à >.
(3) Si une action rk est vue (avec εk′ pour k′ > k et rk′ pour k′ ≤ k), alors
z(k) est mis à r pour tout k′ ≤ k.

(4) Si une action ick est vue (avec εk′ pour k′ > k et rk′ pour k′ < k), alors
l’automate redémarre le niveau k − 1. De plus, pour tout k′ ≥ k tel que
z(k′) = ε, z(k′) est mis à ic.

(5) Après les mises à jour (1) à (4), s’il existe k tel que j(k) = > et z(k) ∈
{ε, r}, alors i(k) est incrémenté, j(k) est mis à ε et z(k) à ε.

(6) Si un certain i(k) doit incrémenter d’après (5) mais vaut déjà m, alors
on passe dans la composante q>, et on continue à simuler U et U ′. On ne
peut pas sortir de la composante q> donc l’exécution est acceptante.

Il est facile de vérifier qu’en respectant ces règles, les seuls états accessibles
par B sont dans Qutile.

Cette description informelle de B devrait permettre de reconstituer la fonction
de transition δ : Q× A→ B+({0, 1} × CΓU

B ×Q), dont la définition formelle est
très lourde.

13.2.4 Quasi-faiblesse de B
On montre dans cette section que B est bien un B-QWAA.
Soit π une n-exécution de B (c’est-à-dire de B-valeur au plus n). On définit

une configuration C = (iC , vC , jC , zC) de B comme état un élément de En =
([1,m]× [0, n]× {ε,⊥,>} × {ε, ic, r})K+1 ∪ {q>}.

Le nouvel élément vC stocke la valeur du compteur k dans vC(k) pour tout
k ∈ [1,K]. Puisque le niveau 0 ne correspond à aucun compteur, on fixe toujours
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la valeur de vC(0) à 0. Pour les autres composantes, l’ensemble [0, n] suffit car π
est une n-exécution, donc les B-compteurs ne dépassent jamais la valeur n.

On analyse maintenant l’évolution de la configuration de B le long du chemin
π, en accord avec les règles (1) à (6).

Une alternation est un changement entre état acceptant et non-acceptant de
l’automate.

On va montrer que si une portion de π commence et finit dans la même
configuration C, alors elle ne comporte pas d’alternation. Une telle portion est
appelée un cycle.

Soit C un cycle commençant et finissant dans une configuration C. Si aucun
i(k) n’est modifié durant C, alors les autres éléments ne peuvent qu’augmenter
pour les ordres ε < ⊥ < > et ε < ic < r, d’après les règles (1) à (6). Le
cycle C contient donc une seule configuration, et par conséquent ne contient pas
d’alternation.

Autrement, soit k maximal tel que i(k) est modifié dans C. Pour pouvoir
retourner à C, le cycle doit contenir un reset pour i(k). Remarquons que la règle
(4) est la seule à pouvoir effectuer un reset de i(k), et cela arrive quand un ick′
est vu, avec k′ > k. Soit k′ tel que ick′ est vu sur C. D’après les règles (1) et (2),
j(k′) ne peut qu’incrémenter durant C, puisque le niveau k′ n’est pas redémarré
(par maximalité de k). Puisque C est un cycle, j(k′) est constant durant C.

On considère les différents cas possibles pour la valeur constante de j(k′).
Si c’est ⊥, alors C est entièrement non-acceptant, et ne contient donc pas
d’alternation.

On sait que v(k′) est incrémenté à un moment par l’action ick′ , donc le
compteur k′ doit être remis à zéro durant C. Si la valeur de j(k′) est >, cela
signifie qu’on a z(k′) = r et j(k′) = > à la fin du cycle. Or la règle (5) force
alors un incrément de i(k′), ce qui contredit la maximalité dans le choix de k.

Le seul cas non encore traité est celui où j(k′) = ε durant tout le cycle C.
Par définition de Qutile, pour tout k′′ ≤ k′, j(k′′) = ε sur C. De plus, pour tout
k′′ > k′, j(k′′) ne peut qu’incrémenter sur C (par choix de k′), et ne peut donc
pas changer durant le cycle C. Les états acceptants étant déterminés seulement
par la composante j, le cycle C est aussi sans alternation dans ce cas.

Tout cycle est sans alternation, donc le nombre d’alternations dans une
n-exécution est borné par le nombre d’éléments de En, qui est inférieur à
α(n) = ((m+ 1)(n+ 1)9)K+1 + 1. Puisque K et m sont fixés par U et U ′ et ne
dépendent pas de l’arbre d’entrée t, B est bien un B-automate quasi-faible.

De plus, on n’ pas utilisé la supposition selon laquelle U et U ′ sont équivalents
jusqu’à maintenant. Cela signifie que B ainsi construit sera toujours un B-QWAA,
sans condition les sémantiques de U et U ′. Ce fait sera utilisé dans la Section
13.3.3.
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13.2.5 Correction du B-QWAA B
Preuve de [[B]]B 4 [[U ]]B

On va en fait montrer [[B]]B ≤ [[U ]]B, et ce sans utiliser l’hypothèse [[U ]]B ≈
[[U ′]]S .

Soit t ∈ TA un arbre infini et M ∈ Ntel que [[U ]]B(t) = M < ∞. On veut
montrer [[B]]B(t) ≤M . Soit R une exécution B-acceptante de U sur t, de valeur
M .

Soit σ la stratégie pour Eve dans (B, t) consistant à jouer l’exécution R.
Puisque les B-actions de B sont directement copiées de U , on a valB(σ) =
valB(R) = M (en ignorant la condition d’acceptation).

Il reste à montrer que σ est gagnante, c’est-à-dire que toute exécution de
B compatible avec σ est acceptante. Supposons pour la contradiction qu’il
existe une exécution π de B compatible avec σ, qui se stabilise dans des états
non-acceptants.

Par définitions des états non-acceptants de B, il existe k ∈ [0,m] avec
j(k) = ⊥ dans tout état de π à partir d’un certain point. Soit k maximal tel que
j(k) = ⊥ infiniment souvent dans π.

On montre qu’à partir d’un certain point, j(k) vaut toujours ⊥. Si k est le
compteur maximal, alors le niveau k n’est jamais redémarré, et j(k) se stabilise
bien en ⊥. Sinon, supposons que j(k) ne se stabilise pas en ⊥. Il y a donc une
infinité de mises à jour de j(k) de ε à ⊥, et une infinité de redémarrages du
niveau k. Soit k′ > k. Par choix de k, j(k′) doit se stabiliser sur ε ou > (sinon,
j(k′) vaut ⊥ infiniment souvent). Si j(k′) se stabilise en ε, toute mise à jour
de j(k) de ε à ⊥ est effectuée simultanément sur j(k′), c’est donc absurde. Si
j(k′) se stabilise en ⊥, tout redémarrage du niveau k est soit accompagné d’un
redémarrage pour le niveau k′, soit causé par une action r sur le compteur k′.
Dans les deux cas on a une absurdité, puisque j(k′) = > et z(k′) = r provoque
un incrément de i et met à jour j(k′) à ε (ou alors m est atteint et l’automate
passe dans la composante q>).

Ceci montre que j(k′) se stabilise en ⊥ dans π.
Or, R est acceptante donc il y a une infinité d’états acceptants FUB de U sur

π. Par l’opération (2) de B, j(k) ne peut donc pas se stabiliser en ⊥ sur π.
On a donc atteint une absurdité, ce qui montre bien que σ est acceptante, et

[[B]](t) ≤ [[U ]](t).
C’est vrai pour tout t donc [[B]]B ≤ [[U ]]B . De plus, on n’a pas utilisé l’hypo-

thèse [[U ]]B ≈ [[U ′]]S , cette inégalité est donc vraie pour tous U et U ′.

Preuve de [[U ]]B 4 [[B]]B
On suppose pour la contradiction que [[U ]]B 64 [[B]]B , c’est-à-dire qu’il existe

une suite d’arbres infinis (tn)n∈N telle que {[[B]]B(tn), n ∈ N} est borné par un
certainM ∈ N, mais {[[U ]]B(tn), n ∈ N} n’est pas borné. On rappelle que puisque
[[U ]]B ≈ [[U ′]]S , l’ensemble {[[U ′]]S(tn), n ∈ N} est également non borné. On va
obtenir une contradiction en construisant un piège de coût pour A u U × U ′.

Soit A le BS-NBA H ◦ (U × U ′). C’est-à-dire,
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– QA := QU ×QU ′ ×QH et qA0 := (qU0 , qU
′

0 , qH0 ),
– ΓAB := ΓHB et ΓAS := ΓHS ,
– FAB := FUB et FAS := FU

′

S ,
– ∆A = ∆H ◦ (∆U ×∆U ′).
Rappelons que par le Théorème 12.5.1, A est un hBS-NBA tel que A u U×U ′.
On rappelle queH est un BS-T fidèle et hd. Soit G le BS-NBA sur C qui copie

simplement l’action lue en entrée. Alors par le Théorème 12.4.1, G u H ◦ G = H.
Soit δ = (δn)n∈N une famille de stratégies monotones témoignant du détermi-

nisme en histoire de H. Si Hδ est le BS-T H restreint à ces stratégies, alors par
le Théorème 12.4.1, Hδ ◦ G u G. Soit α et (βm)m∈N des fonctions de correction
témoins de cette dernière équivalence.

Soit N := βM (|QA| + 1), et n ∈ N tel que [[U ′]]S(tn) > N . Soit R′ une
exécution acceptante de U ′ sur t := tn telle que valS(R′) > N .

Soit σ une M -stratégie gagnante pour Evedans le jeu (B, t) (donc avec
valB(σ) ≤ M). On considère en particulier l’ensemble P des exécutions de B
compatibles avec σ où Adam joue l’exécution R′et utilise la stratégie δ|QA|+1
pour diriger H, c’est-à-dire que l’on fixe toutes les décisions d’Adam sauf le
choix d’une branche de t. La seule marge de manoeuvre dans P étant le choix
d’une branche, P décrit un arbre d’exécutions possibles, qui ne dépendent pas à
l’avance de la branche choisie.

Pour obtenir valB(σ) ≤ M , Eve doit jouer une exécution R de U telle que
valB(R) ≤M sur toute branche de P . Soit π une branche de l’arbre P .

On commence par montrer que la stratégie δ|QA|+1 permet à H d’accepter
le mot v = (outB(R, π), outS(R′, π)) où outB(R, π) (resp. outS(R′, π)) sont les
mots infinis décrivant les actions de R (resp. R′) sur la branche π. Puisque
Hδ uα G, il existe une exécution RH de H sur v dirigée par une stratégie δp
avec valB(RH) ≤ α(M) et βM (valS(RH)) ≥ N = βM (|QA|+ 1). Par conséquent,
soit p = valS(RH) ≥ |QA| + 1, soit valS(RH) = ∞. Dans les deux cas, par
monotonicité de δ, tl’exécution de H sur v dirigée par δ|QA|+1 est acceptante.

Cela signifie que toute branche de P représente une exécution acceptante de
H surle mot v correspondant, et renvoie de plus des BS-actions hiérarchiques
de S-valeur au moins N et B-valeur au plus M .

On montre maintenant que toute exécution de P doit contenir m blocs de
coûts correctement agencés, prouvant ainsi que P décrit un piège de coût pour
A.

Soit π une branche de P .
Si l’automate B atteint l’état q> sur π, alors pour un certain niveau k, m

blocs de niveau k ont été vus.
Sinon, soit k minimal tel que i(k) ne change qu’un nombre fini de fois dans

π, et se stabilise donc sur une certaine valeur. (c’est toujours le cas pour i(K),
qui ne peut qu’augmenter).

On sait que j(k) se stabilise en ε ou >, car π est acceptante. Mais ε est
impossible, car R′ étant acceptant, il y a une infinité d’états de FU ′S sur π, qui
changeraient j(k) = ε en ⊥ par la règle (1). On peut donc affirmer que j(k) se
stabilise en >. Il y a donc un nombre fini de remises à zéro du compteur k, sans
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quoi i(k) serait incrémenté à nouveau par la règle (5). Puisque π a une B-valeur
bornée, on peut conclure que le nombre d’incréments de tout compteur k′ ≥ k
sur π est également fini. Mais i(k − 1) est supposé changé infiniment souvent, ce
qui ne peut arriver qu’en incrémentant infiniment souvent un compteur k′ ≥ k,
par la règle (4). C’est absurde, donc π se stabilise en q>, et contient donc m
blocs consécutifs.

On construit maintenant un piège de coût pour le hBS-NBA A u U × U ′.
Soit RA l’exécution de A correspondant à l’arbre P défini plus tôt, en ignorant
simplement les composantes de B qui n’apparaissent pas dans A (ce sont celles
qui permettent de compter les blocs). On a valB(RA) ≤M et valS(RA) > |QA|.

On a montré que sur toute branche π de RA, l’état q> est atteint, et donc m
blocs consécutifs de même niveau sont présents sur cette branche.

Pour toute branche π de RA, pour tout i ∈ [0,m], on choisit pour eπi la
dernière position π où un compteur i(k) a valeur i.

Par définition ddes transitions de B (règles (1) à (6)), la portion d’exécution
[eπi , eπi+1) est toujours un bloc.

Il reste à montrer que la condition d’imbrication dans la définition des pièges
de coût est respectée. Soit π1, π2 deux branches de RA, se séparant sur la position
y, et soit x < y la première position où leurs blocs diffèrent : eπ1

i = x mais
eπ2
i > x.

Par définition des eπi , x est la dernière position sur π1 où un compteur i(k) a
valeur i. Supposons eπ2

i ≤ y, alors eπ2
i se trouve également sur π1, or l’un des

compteurs i(k) a valeur i à cet endroit, ce qui est absurde puisque eπ2
i > x. On

peut en conclure que eπ2
i > y : la condition d’imbrication est vérifiée.

On a achevé la preuve que RA témoigne bien de l’existence d’un piège de
coût pour A. Par la proposition 13.2.2, ceci implique [[U ′]]S 64 [[U ]]B, ce qui est
absurde ici.

La supposition initiale est donc fausse, on en conclut [[U ]]B 4 [[B]]B

13.3 Application à un problème de décision
13.3.1 Définitions

Soit i ≤ j deux entiers, avec i ∈ {0, 1}. Un automate à parité de rang [i, j]
est un automate muni d’une fonction col : Q→ [i, j] qui associe une couleur de
[i, j] à chaque état. Cette fonction est utilisée dans la condition d’acceptation :
une suite d’états p0p1 . . . est acceptante si la plus grande couleur apparaissant
infiniment souvent dans la suite est paire.

Cette condition d’acceptation permet de définir les automates à parité non-
déterministes, alternant, ainsi que les B- et S-automates à parité.

En particulier, un automate de Büchi est un automate à parité de rang [1, 2] :
les états de Büchi possèdent la couleur 2, et les autres états la couleur 1.

On s’intéressera principalement aux automates non-déterministes dans cette
section. Excepté pour les automates faibles alternant, tous les automates considé-
rés seront non-déterministes. Dans la suite, on dira qu’un langage d’arbres infinis
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est [i, j]-reconnaissable (resp. Büchi) s’il peut être reconnu par un automate de
rang [i, j] (resp. de Büchi) non-déterministe.

13.3.2 Etat de l’art
La hiérarchie de langages induite par les rangs [i, j] d’automates non déter-

ministes, dite hiérarchie non-déterministe de Mostowski, est stricte [Niw86].

[0, 0]

[1, 1]

[0, 1]

[1, 2]

[0, 2]

[1, 3]

[0, 3]

[1, 4]

La question de la décidabilité de cette hiérarchie est un problème ouvert
majeur de la théorie des langages réguliers d’arbres infinis. Ce problème peut
se formuler ainsi : étant donné un langage régulier L d’arbres infinis et un rang
[i, j], peut-on décider si L est [i, j]-reconnaissable ?

Plusieurs progrès ont été faits sur cette question, en particulier Walukiewicz et
Niwinski [NW05] ont montré que ce problème est décidable lorsque L est donné
via un automate déterministe. Cependant, comme il n’est pas toujours possible
de déterminiser un automate d’arbres infinis, cela ne suffit pas à répondre à la
question générale.

Plus récemment, Colcombet et Löding [CL08] ont réduit ce problème à celui
de l’existence d’une borne pour les B-automates à parité :

Théorème 13.3.1 ([CL08]) Soit L un langage régulier d’arbres infinis, et [i, j]
un rang. On peut construire un B-automate U non-déterministe de rang [i, j]
tel que [[U ]] ≈ χL si et seulement si L est [i, j]-reconnaissable. Ceci permet de
construire un B-automate V non-déterministe de rang [i, j] tel que [[V ]] ≈ 0 si et
seulement si L est [i, j]-reconnaissable.

Décider si un B-automate à parité est borné permettrait donc de décider
l’indice de Mostowski d’un langage régulier. Malheureusement, ce problème est
toujours ouvert, même pour le cas Büchi, correspondant au rang [1, 2].

On peut cependant utiliser le nouvel outil des B-QWAA pour apporter ici une
contribution : si L est donné par un automate de Büchi, alors on peut décider si
son complément est également Büchi. En d’autres termes, on peut décider si un
langage Büchi est faible, par le Théorème de caractérisation de Rabin [Rab70].
Pour ce faire, on va utiliser la construction de [CL08] pour le rang [1, 2], ainsi
que la construction de la Section 13.2.

13.3.3 Décider si un langage Büchi est faible.
Soit A un automate de Büchi non-déterministe reconnaissant un langage

L. Soit U ′ l’automate A vu comme un S-NBA sans compteur. On a alors
[[U ′]]S = χL.
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Soit A′ un automate non-déterministe, complément de A, donc reconnaissant
L. On sait construire A′, mais ce sera a priori un automate à parité, et non un
automate de Büchi. On peut maintenant utiliser le Théorème 13.3.1 sur A′ pour
construire un B-NBA U tel que [[U ]]B ≈ χL si et seulement si L est Büchi.

Appliquons maintenant l’algorithme de la section 13.2 sur le B-NBA U et le
S-NBA U ′, afin de construire un B-QWAA B. On rappelle que si [[U ]]B ≈ [[U ′]]S ,
alors [[B]] ≈ [[U ]]B ≈ [[U ′]]S = χL.

Lemme 13.3.2 [[B]]B ≈ χL si et seulement si L est Büchi.

Démonstration Si L est Büchi alors par définition de U , [[U ]]B ≈ χL. On a
alors [[U ]]B ≈ [[U ′]]S , et donc [[B]] ≈ χL par construction de B.

Réciproquement, supposons [[B]] ≈ χL. Par le Théorème de Simulation 11.3.4,
on peut construire un B-NBA U ′′ = 〈Q,A, In, F,Γ,∆〉 tel que [[U ′′]] ≈ [[B]] ≈ χL.
Cela signifie qu’il existe M ∈ N tel que [[U ′′]](t) ≤M si t ∈ L, et [[U ′′]](t) =∞ si
t ∈ L.

Soit A′′ = 〈Q× [0,M ]Γ,A, In × {0}Γ , F × [0,M ]Γ,∆′〉 l’automate de Büchi
obtenu à partir de U ′, en comptant exactement les valeurs des compteurs jusqu’à
M , et en refusant l’entrée si l’un des compteurs dépasse M (par absence de
transition par exemple).

Si c ∈ [0,M ]Γ est un vecteur de valeurs pour les compteurs de Γ, et ν ∈ CΓ
B

est une action sur ces compteurs, on note ν(c) le vecteur résultant de l’action ν
sur les valeurs c.

Formellement, les transitions de A′′ sont définies par

∆′ =
{

((p, c), a, (q, ν(c))) : (p, a, ν, q) ∈ ∆ et c, ν(c) ∈ [0,M ]Γ
}
.

Il est alors facile de montrer que A′′ est un automate de Büchi reconnaissant
L. On en conclut que L est bien Büchi.

�

Lemme 13.3.3 Si B est un B-QWAA et L est un langage régulier, on peut
décider si [[B]]B ≈ χL.

Démonstration Soit A un automate non-déterministe à parité pour L, et A′
un automate non-déterministe à parité pour L. Alors [[A]]S = χL = [[A′]]B . On a
donc [[B]]B ≈ χL si et seulement si [[A]]S 4 [[B]]B 4 [[A′]]B .

Or, d’après le Théorème 11.3.4, il existe un B-NBA U et un S-NBA U ′
tels que [[U ]]B ≈ [[B]]B ≈ [[U ′]]S . On est donc ramené à décider [[A]]S 4 [[U ]]B et
[[U ′]]S 4 [[A′]]B .

Ces deux propriétés sont décidables, car elles se ramènent à trouver une
exécution vérifiant certaines propriétés dans les automates produits correspon-
dants. De manière générale, toute propriété de type f 4 g est décidable si f est
donnée par un S-automate non-déterministe et g est donnée par un B-automate
non-deterministe. Des détails à ce sujet peuvent être trouvés dans [Col11].

Ceci achève la preuve du lemme. �
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En réunissant ces deux lemmes, on obtient le théorème suivant :

Théorème 13.3.4 Etant donné un automate de Büchi non-déterministe recon-
naissant un langage L, la question de savoir si L est faible (c’est-à-dire L Büchi)
est décidable.

De plus, en utilisant le fait que l’on peut obtenir un automate non-déterministe
Büchi à partir d’un alternant Büchi [MS95], et que le complémentaire d’un
alternant co-Büchi est un alternant Büchi, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 13.3.5 Etant donné un automate alternant Büchi ou co-Büchi re-
connaissant un langage L, on peut décider si L est faible.

On a cependant utilisé une construction complexe, celle de la Section 13.2,
conçue pour être appliquée sur un B-NBA et un S-NBA. Ici, l’un des deux
automates ne possède en fait pas de compteurs. On peut tirer parti de ce fait
pour construire de manière « ad hoc » un B-QWAA possédant les propriétés
voulues, en réutilisant les idées de [CL08] et de [KV99]. On ne détaillera pas
cette construction ici.

13.4 Conclusion
Les résultats de ce chapitre sont résumés sur le schéma suivant. Toutes les

inclusions représentées ici sont strictes. Celles que l’on n’a pas montrées se
déduisent du cas des langages classiques : la classe des langages Büchi n’est pas
close par complément [Rab70].

B-WAA
WCMSO

B-NBA S-NBA

B-QWAA

La classe des fonctions de coût quasi-faible présente une nouveauté par rapport
au cadre des langages d’arbres infinis. En effet, une telle classe intermédiaire
entre les langages faibles et les langages Büchi n’existe pas dans le cadre booléen,
et constitue donc un saut qualitatif spécifique à la théorie des fonctions de coût.
Il est intéressant de constater que malgré son caractère spécifique aux fonctions
de coût, cette nouvelle classe nous permet d’obtenir un résultat de décidabilité
sur les langages classiques : étant donné un automate de Büchi, on peut décider
si le langage qu’il reconnaît est faible. Ce résultat est une contribution de la
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thèse, et sa démonstration semble difficile à reformuler de manière à ne pas faire
appel à la théorie des fonctions de coût. On peut donc espérer qu’en tant que
nouvel outil, cette théorie permettra de répondre à des questions encore ouvertes.

On rappelle cependant que dans le cas des arbres infinis, beaucoup de travail
reste à faire pour étayer la théorie des fonctions de coût. En particulier, la
notion de fonction de coût régulière n’a pas encore de sens dans ce cadre,
puisque l’équivalence entre B- et S-automates non-déterministes à parité n’a
pas été montrée. La logique CMSO sur arbres infinis n’a donc pour l’instant pas
d’équivalent en termes d’automates, et sa décidabilité est un problème ouvert.
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Chapitre 14

Conclusion et perspectives

On a montré de nombreux résultats sur le pouvoir expressif de divers forma-
lismes de reconnaissance de fonctions de coût. Ces résultats peuvent se classer
en trois catégories. Premièrement, il y a les généralisations des résultats sur
les langages classiques, qui montrent une certaine robustesse de la classe des
fonctions de coût. Les résultats de ce type sont ceux obtenus sur mots finis et
infinis, caractérisant les fonctions de coût définissables par CLTL et Prompt-LTL,
ainsi que le résultat d’équivalence entre CMSO et WCMSO. Il y a ensuite des
résultats spécifiques aux fonctions de coût : par exemple ceux obtenus durant
l’étude de la classe temporelle, ou les résultats de formes normales d’automate de
coût en termes d’actions de compteurs. En effet, ces notions n’ont pas d’analogue
si on les projette dans la théorie des langages. Finalement, certains résultats
peuvent être considérés comme « hybrides » : ils généralisent d’une certaine
manière des résultats classiques, mais la spécificité des fonctions de coût se
manifeste fortement. On peut citer parmi ceux-ci la congruence syntactique issue
des ω]-expression, ainsi que la caractérisation de la classe des fonctions de coût
quasi-faibles généralisant le théorème de Rabin.

Ces travaux peuvent être poursuivis dans de nombreuses directions, on en
esquisse certaines ici. L’un des objectifs de la thèse était d’obtenir une meilleure
compréhension des fonctions de coût régulières, et de définir plusieurs critères de
classification, notamment en termes de nombres de compteurs nécessaires aux
automates. En particulier on conjecture que le nombre de compteurs dans un
automate déterministe en histoire (sur mots finis pour commencer) était identique
dans le cas B et S. L’étude du déterminisme en histoire a pour but la description
d’une forme normale d’automate de coût, qui serait auto-duale : le passage de
B à S (et vice-versa) se ferait de manière syntaxique, de manière analogue à
la complémentation d’un automate déterministe classique. Ce problème peut
également être examiné dans un cadre classique, sans parler de compteurs, et
pose déjà des difficultés dans ce cadre. On peut montrer que sur mots finis, un
automate déterministe en histoire contient en réalité un automate déterministe,
et qu’il suffit de retirer des transitions pour l’obtenir. Sur mots infinis et avec
les automates de Büchi, ceci n’est plus vrai [Orna Kupferman et Udi Boker,
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communication personnelle], mais en revanche, le pouvoir expressif des automates
de Büchi déterministes en histoire est le même que celui des automates de Büchi
déterministes. La question suivante est donc naturelle :

Problème ouvert : Soit A un automate de Büchi déterministe en histoire.
Quelle est la complexité en nombre d’états de la déterminisation de A dans la
classe des automates de Büchi ? Est-ce linéaire, polynomial, ou exponentiel dans
le cas général ?

Le point de vue algébrique des fonctions de coût a été développé ici, mais
beaucoup de choses restent à creuser. Il y a par exemple un travail à faire pour
relier précisément ce travail avec le point de vue des mots profinis introduit dans
[Tor11]. Du point de vue des mots infinis, on n’a pas développé ici la théorie
algébrique comme on l’a fait sur les mots finis, une première complétion de ce
travail consisterait donc par exemple à étendre aux mots infinis la congruence
syntactique, ainsi que la caractérisation algébrique de la classe des fonctions de
coût reconnues par CFO.

Le principal problème ouvert de la théorie des fonctions de coût reste la
décidabilité de l’existence de borne pour les B-automates à parité sur arbres
infinis. On a vu que d’après [CL08], résoudre ce problème permettrait de résoudre
du même coup celui de l’indice de Mostowski non-déterministe, qui constitue un
problème ouvert célèbre en théorie des langages.

On a ici complètement laissé de côté les arbres finis. Ce choix s’explique
plus par des concours de circonstances au long de la thèse que par une décision
réfléchie. Il est à noter que contrairement aux arbres infinis, l’équivalence entre B-
et S-automates a été obtenue sur les arbres finis [CL10], et on peut donc parler
de fonctions de coût régulières dans ce contexte. La généralisation des résultats
de la thèse des mots finis aux arbres finis offre une piste de recherche à explorer.
En particulier ceci permettrait de mesurer la dépendance des résultats aux outils
spécifiques aux mots finis. Par exemple est-il toujours possible de décider si une
fonction de coût régulière sur arbres finis est temporelle si l’on ne dispose pas de
la notion de semigroupe de stabilisation, difficilement généralisable aux arbres ?

On peut ensuite aller plus loin, en examinant la notion de fonction de coût
algébrique, possiblement définie par des formes généralisées d’automates à pile ou
de grammaires. On sait par exemple qu’il est possible de décider si un S-automate
à pile est borné, en réduisant ce problème à celui de l’existence d’une borne pour
les automates de coût sur arbres finis, résolu dans [CL10].

Le point de vue adopté dans cette thèse sur la théorie des fonctions de
coût est volontairement théorique. Une prolongation naturelle de ce travail est
l’étude du versant plus pratique, à commencer par une étude de complexité
des algorithmes décrits dans les preuves de décidabilité et de conversion entre
les différents formalismes. On a déjà entamé ce processus, avec la description
d’un algorithme polynomial en espace qui permet de décider si une formule de
CLTL définit une fonction de coût bornée. On pourrait enfin implémenter ces
algorithmes, et explorer les champs d’application éventuels de la théorie des
fonctions de coût régulières.
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