L3 — Intégration 2 2012-2013

TD 1 : Théoréme de Fubini

Exercice 1.— tribu produit

Montrer que la tribu borélienne complétée sur R? (par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R?) contient strictement le produit des tribus boréliennes complétées sur R (chacune
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R).

On pourra penser & introduire une partie de R? de la forme A x B, ou A est une partie
négligeable de R et B une partie non mesurable.

Exercice 2.— Soient p et v deux mesures o—finies sur la tribu borélienne de R

1. Montrer que {x € R : u({z}) > 0} est fini ou dénombrable.
2. Soit A :={(z,z),z € R} la diagonale de R*. Montrer que

= > u({z}r({z}).

Exercice 3.— calculs d’intégrales

1. Soit f:[0,1]* — R la fonction définie par

f($,y) = { O$2_y2 S% (l‘,y) = (0,0)

m S1non.

Calculer fol dx fol dyf(z,y) et fol dy fol dzf(z,y). Cela contredit-il le théoréme de
Fubini?

2. En introduisant la fonction (z,y) — 1/(1 + y)(1 + 2%y) définie sur R2, calculer
too
o 2°—1

Exercice 4.— Soit (E,.Z, u) un espace mesuré o—fini et f: (E, %, u) - (R4, B(Ry))

une fonction mesurable. Soit encore g R, — R, croissante de classe C! telle que g(0) = 0.

Montrer que [y go fdu= ["g ({f > t})dt.
Application : Pour f fonction pos1t1ve on a

[ fn= [ uts = e

I'intégrale par rapport a p s’exprime donc encore comme intégrale par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R, .



Exercice 5.— Soit .% une tribu sur R et x4 une mesure de probabilité sur (R, .#). Soient

f et g deux fonctions monotones de méme sens dans L}(R,.Z, i), telles que fg est aussi
dans L'(R, .#, ). Montrer I'inégalité suivante :

/fgdu > /fdu/gdu-

On pourra penser & introduire la fonction F(x,y) = (f(z) — f(y))(g(x) — g(y)).

Exercice 6.— Soit f :]0,1[>— R* une fonction continue et intégrable par rapport a la

mesure de Lebesgue bidimensionnelle. La fonction x — [ f(z,y)dy peut-elle prendre des
valeurs infinies 7 Si oui, donner un exemple, et si non, le démontrer.



