L3 — Intégration 2 2012-2013

TD 2 : Convolution

Exercice 1.— Densité dans L”

1. Soit f une fonction localement intégrable sur R (c¢’est-a-dire intégrable sur tout com-
pact de R) et ¢ une fonction de classe C* a support compact. Montrer que la fonction
f * ¢ est bien définie sur R et est de classe C*.
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2. Soit ¢ : x — exp(—
support compact.

)1{z|<1}- Montrer que cette fonction est de classe C* et a

3. En déduire que pour tout p € [1,+o0[, I'ensemble des fonctions de classe C* sur R
est dense dans LP.

Exercice 2.— Convolution LP — [.¢
Soient f € LP(R) et g € LY(R), ot p > 1 et g est I'exposant conjugué de p.
1. Montrer que si p > 1 alors
lim fxg(z)=0.

|z|—00

2. Est-ce encore vrai si p = 1 et ¢ = +00? Et si 'on suppose que g(z) — 0 quand
|z| = 00 ?

Exercice 3.— L’algébre de Banach L!

On rappelle qu'une algebre de Banach (A, || - ||) est une algébre A, qui est un espace de
Banach pour la norme || - || , et qui vérifie

[z - yll < l[z[l[lyll, v,y € A.

Montrer que le produit de convolution sur L! en fait une algébre de Banach commutative.
Montrer que cette algébre ne posséde pas d’unité.
Indication : On pourra utiliser la convolution par la fonction 1.

Exercice 4.— convolution L! — .7

Soient f € LY(R) et g € LP(R), ot p €]1,00[. Montrer que la fonction f * g est définie
presque partout sur R, et que
I1F* glly < 1 1llgllp

Indication : On pourra écrire |f(z — y)g(z)| = |f(x — v)|[Y|f(z — y)|"?|g(y)|, ot ¢ est
I’exposant conjugué de p.



Exercice 5.— Le Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

Le Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov fournit un critére effectif pour déterminer si
un ensemble de fonctions dans L est relativement compact dans L”. C’est donc I'analogue
dans le cadre L? du Théoréme d’Ascoli rappelé ci-dessous :

Théoréme (Ascoli). Soient X,Y deux espaces métriques compacts. Soit C(X,Y) 'espace
des fonctions continues f : X — Y, muni de la toplogie de la convergence uniforme. Alors
une partie bornée A C C(X,Y) est d’adhérence compacte si elle est uniformément équi-
continue :

Ve > 0,30 > 0, (dx(x,2') <d=Vf e Ady(f(z), f(z') <e).

Voici le théoréme que nous allons montrer. La notation w CC €2 signifie que w est un ouvert
dont I'adhérence W est compacte et contenue dans €.

Théoréme (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit © un ouvert de R, et soit F une partie
bornée de LP(€2), avec p € [1, 00[. On suppose que :
(i) Les fonctions de F ne se concentrent pas sur le bord de (2 :

Ve > 0,3w CC Q, tq sup || fllrow) < e
feF

(ii) F est équi-continue au sens L? :

Ve > 0,Vw CC Q,36 €]0,d(w, Q)[, tq |h| <0 = sup||mnf — fllirw) <e.
feF

Alors F est d’adhérence compacte dans LP().

Comme pour le théoréme d’Ascoli, la preuve de ce théoréme repose sur le critére de com-
pacité bien connu suivant :

Proposition. Soit (E,d) un espace métrique complet. Une partie A C E est d’adhérence
compacte si et seulement si elle est pré-compacte : pour tout € > 0, il existe un recouvrement
fini de A par des parties de diameétre < e.

1. Fixons ¢ > 0 et w CC Q. Soit (p,)n>1 une approximation de I'unité telle que chaque

1 1

pn est de classe C*°, et de support inclus dans [—, ~]. Pour f € F, on note f la

fonction f prolongée a tout R par 0. Montrer & I'aide du théoréme d’Ascoli, que pour
tout n > 1, la famille F,, = {(f * pn)w, f € F} est d’adhérence compacte dans LP(w).

2. Montrer que pour n assez grand,

sup 1 # pu = Fllisw) < <.
feF

3. En déduire que I'ensemble F|, est pré-compact.
4. Conclure la preuve du théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov.
Pour terminer, voici une application (de la question 3) :
Soit F un sous-ensemble borné de LP(R) et g € L'(R). Pour w ouvert borné de R, on
définit
Go ={(f %9 f € F}.

Montrer que G,, est d’adhérence compacte dans LP(w).



