M1 — Probabilités avancées 2013-2014

TD 3 : Théoréme de Perron-Frobenius

Le but de cette feuille sera de prouver le théoréme de Perron-Frobenius, dont nous donnons
un énonce.

Théoréme de Perron-Frobenius : Soit n > 1 et @ € My(R,) une matrice stochastique.
On notera Q" = (q§3))(i7j)€{1’,,,7d}2. On suppose @ irréductible, a savoir, pour tout ¢, 7, il
existe n tel que qi(z.) # 0. Alors la période au point 7, a savoir p; = pged{n > 0, qi(g-) > 0},
ne dépend pas de i. On la note p et on 'appelle la période de Q.

- Le rayon spectral de @) est 1. Les valeurs propres de () de module 1 sont exactement les
racines p-émes de 1'unité, et sont valeurs propres simples.

- Le spectre de @) est invariant par rotation d’angle 27 /p.

- Sip > 1, il existe une matrice de permutation S telle que ’on puisse écrire

0 Qo 0 .- 0

0 0 Q23 - 0
SilQS = - i : ,

0 e Qpe1yp

Q 0 0

ou les blocs diagonaux sont des matrices carrées (nulles).

0. Préliminaires

On admet (vu en cours) l'existence d’une mesure de probabilité invariante u, écrite sous
forme d’un vecteur ligne (p({1}), ..., p({d})).

1. Montrer que pour tout 4, on a u({i}) > 0.

2. Soit D la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont u({1}), u({2}), ..., u({d}),
qui est donc inversible. Montrer que D~! QD est une matrice stochastique.

I. L’espace propre associé a la valeur propre 1

On note 1 le vecteur colonne ne contenant que des 1. On rappelle que 1 est un vecteur
propre de () associé a la valeur propre 1.

1. Montrer que le rayon spectral de @ (la plus grande norme des valeurs propres com-
plexes de @) est 1.

2. Si X = (z;) et Y = (y;) sont des vecteurs colonnes a coefficients réels, on note X > Y
si pour tout 1 < i < d, on a x; > y,;. Soit X un vecteur positif (X > 0) vérifiant
QX > X. Montrer que QX = X, puis montrer que toutes les composantes de X sont
non-nulles.

On pourra penser a utiliser [irréductibilité de Q).



3. Si Z = (z;) est un vecteur propre (complexe) associé a une valeur propre de module
1, montrer que |Z| = (|z;]) est un vecteur propre positif associé a la valeur propre 1.
Puis, montrer que ’espace propre associé a la valeur propre 1 est la droite engendrée
par 1.

II. Simplicité de la valeur propre 1

On note P la transposée de la comatrice de I; — Q).
1. Montrer que la dérivée du polyndéme caractéristique de @) en 1 est la trace de P.
2. Montrer que chaque colonne de P est un multiple de 1.

3. Montrer que chaque ligne de P est un multiple de u. (indice : penser aux prélimi-
naires...)

4. Montrer que P n’est pas la matrice nulle, et en déduire que tous ses termes sont
non-nuls et de méme signe.

5. En déduire que 1 est valeur propre simple de Q).

III. Les autres valeurs propres de module 1.

Soit Z = (z;) un vecteur propre complexe associé a une valeur propre A de norme 1.

1. Vérifier que |z]| est indépendant de i, et en déduire que, quitte & multiplier Z par
une constante non nulle, on peut supposer z; = 1.

2. Montrer que si g;; > 0, alors z; = Az;.

3. En déduire que A est une racine p-éme de I'unité.
Réciproquement, soit A une racine p-éme de 1'unité. On définit le vecteur Z3N = (ZZW) par

2N =1et 2N = Ak si q§’f2 # 0.

4. Justifier que le vecteur Z®W est bien défini, et est un vecteur propre associé a la valeur
propre A.
)

5. Soit A la matrice diagonale de coefficients diagonaux z;”’. Montrer que 'on a

ATIQA = \Q.

En déduire que les valeurs propres associées aux racines p-éme de 'unité sont toutes
simples, et que de plus le spectre de @) est invariant par rotation d’angle 27 /p.

6. Achever la preuve du théoréme, en explicitant la matrice S.

Remarque : Le théoréme de Perron-Frobenius dans sa forme générale considére une matrice
qui n’est pas nécessairement stochastique, la somme des éléments sur chaque ligne n’est pas
forcément égale a 1. Dans ce cas le rayon spectral p n’est pas forcément 1, et 1 n’est plus
nécessairement vecteur propre. Mais on peut montrer que p est encore valeur propre, et que
lui est associé un vecteur propre a coefficients réels strictement positifs. On peut alors se
ramener a une matrice stochastique par la méme méthode que dans les préliminaires pour
la matrice 'Q).



