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L3 - Intégrations et Probabilités

Corrigé du partiel — Vendredi 4 mars 2022, 10h15-12h15

Les notes de cours ou autres documents sont interdits.
1l est attendu que les réponses soient justifiées avec le plus grand soin.

On rappelle que la loi exponentielle de paramétre § > 0 est la loi absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R, et de densité fp(z) donnée par

fo(z) = 0exp(—02)1 (>0}

Exercice 1. On considére (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes réelles
positives ou nulles. Pour n > 1, on pose S, = Xj + ...+ X, ainsi que Sy, = >, X}, a valeurs
dans R} U {+00}. On s’intéresse a I’événement S,, < +00.

(1)

Montrer que cet événement a probabilité 0 ou 1.

L’événement S, < 400 est dans la tribu asymptotique associée aux tribus engendrées
par les variables aléatoires Xj,. Or ces tribus sont indépendantes puisque les variables
aléatoires Xy, le sont, et la loi du 0-1 de Kolmogorov nous dit alors que la tribu asymp-
totique est grossiére, et que donc P(S,, < +o0) € {0,1}.

Montrer que sous I'hypothése ), E[X}] < 400, on a presque-sirement S, < +00.

1l suffit d’écrire, par le théoreme de convergence monotone,

E[Sw] = > E[X] < +o0.
La va Sy, a valeurs dans [0,400], est d’espérance finie. Elle est donc finie ps.

On suppose dans cette question que les variables aléatoires X} sont des variables expo-
nentielles, et que ), E[X}] = +00. Montrer que S., = +00 presque-siirement.
Indication : On pourra calculer E[e=%=].

Commencer par rappeler que la transformée de Laplace d’une va X exponentielle de
parametre 0, prend en 1 la valeur

0 1/0
Ele ¥ = —— =1-— .
=157 1+1/6
Rappelons également que l'on a alors E[X| = 1/6. Notons 0,, la parametre de la loi

exponentielle de X,,. Alors,

=E[[[e ™= H Ele**]

:kHll T1+1/6, 0P (Zlog 1+1/9k))

-5 -5

La suite e=”™ converge simplement vers e
convergence dominée nous donne alors

-

Par ailleurs, U'hypothése Y E[Xy] = 400 nous donne Y 1/, = +oo. Il reste alors a

observer que cela entraine que la somme des log vaut —
1

>~ et est dominée par 1, et le théoreme de



(4) On suppose dans cette question que X} /ax suit une loi de Bernoulli de paramétre py,

avec

(a)

(b)

les ay, strictement positifs et les py dans [0, 1].

Sous I’hypothése supplémentaire » | pp < oo, montrer que S, est fini ps, déterminer
son espérance, et observer que celle-ci peut étre infinie.

Les événements { Xy = ay} ont probabilité py, qui forment une série sommable.
Par le lemme de Borel-Cantelli, presque-stirement, seul un nombre fini de ces évé-
nements est réalisé, et alors la suite S, stagne a partir d’un certain, et en particulier
converge vers Sy, fini.

Par ailleurs, on a encore E[So| = Y E[Xk| = > arp, et Uon peut bien-sir avoir
> axpr = +oo, par exemple si ay = 1/pg. Dans ce cas S est finie ps mais d’espé-
rance infinie.

Dans le cas général, montrer que S, est fini ps si et seulement si on a

Zpk min(1, a;) < +o0.
k

Déterminons la fonction génératrice de S, par un calcul similaire & celui des
variables exponentielles. Ici, pour r € (0,1), on a

E[r5=] = JTElF*) = T] (1 — pr(1 - r™)) = exp (Z log(1 — pi(1 — r“’“))) .

()

Exercice 2.

La va Sy est infinie ps si et seulement si, pour unr fizé dans (0,1), on a E[rS=] =0,
ce qui équivaut encore a

Zpk(l — %) = +00.

Fizons donc un tel r. On alors Sy finie ps ssi Y pp(1l—7%) < 400, ce qui équivaut
encore & la finitude de la somme proposée.
Dans ce cas, retrouver 'espérance de S, a partir de sa fonction génératrice.
Notons g(r) la fonction génératrice de S, et h, celle de X,. On a log(ge) =
> log h,,, d’ou en dérivant
J0) 5~ Ilr) g ™!
g0~ 2= halr) ha()
ou ['on a utilisé le théoréme de dérivation sous le signe somme, ou [’hypothése de
domination des dérivées h!, /h, est obtenue en majorant h!, par a,p, et en minorant
hy, sur un compact de la forme [ro, 1] par hy,(ro), qui est uniformement minoré par

une constante strictement positive puisque la somme > log(h,(ro)) est finie. En
prenant v = 1, on obtient alors, en utilisant h,(1) =1 = g(1),

]E[SOO] = g/(l) = Zanpn-

Bien-sir, cela représente ici beaucoup de travail pour un résultat simple déja men-
tionné a la question 4.a...

Soit @ un nombre réel strictement positif, et X, Y deux variables aléatoires indé-

pendantes et de méme loi exponentielle de paramétre . Montrer que

X

¢ X4y
x+v ° +

sont indépendantes et déterminer leurs lois.



Pour une fonction test f mesurable positive, on a

X x
E[f(——, X +Y)] = 4 )00 dd

= / f(r, 2)0%e % zdrdz,
(0,1)xR%

en utilisant le changement de variable (z,y) = ®(r,z) = (rz, (1 — r)z), avec ® qui est un C*-
X

difféomorphisme de (0,1) x R% dans (R%)?, de jacobien égal & z. On en déduit que R = v
est indépendant de Z = X +Y, avec R uniforme sur (0,1) et Z va a densité, de densité
2 02ze7 %1 ,-.

1l s’agit d’une lot Gamma.

Exercice 3. On se place sur R, muni de la mesure de Lebesgue \y. Soit également p € [1, +o0|
fixé. Pour x = (1,...,74) € R% on rappelle que la norme p est définie par

d 1/p
lzlly = (Z Imkl”>
k=1

Pour r > 0 on considére la boule de rayon r centrée en 0
B, = {z € R, |z, < }.
On considére également I'hypercube C' = [—1,1]%.
(1) Soit X une variable aléatoire uniforme sur C'. Montrer que 'on a
M(C 1 B,) = 20 B(|X ], < 7).
On aP(| X, <r)=Px({z € C,||z| <r}) =Px(CNB,). Il suffit alors d’observer
que la loi de X est Px(dz) = 27 o (z)Ng(dz).

(2) Dans cette question d n’est plus fixé, mais 'on n’écrit pas explicitement la dépendance
de C et de B, en la dimension. Pour a € R, montrer que I'on a

M(COByus) | 1sia> g,
2d d—++oo | Osia<

(p+1)!/7

Observons que la loi de X est une loi produit, et que les coordonnées X, ..., Xy sont
donc des va iid, uniformes sur [—1,1]. Par ailleurs,

Lo I io 1
8||XHp: 8Z|Xk| :
k=1

Par un calcul de second moment ou par la loi faible L? des grands nombres, lorsque d tend

vers linfini, cette variable converge dans L? donc en probabilités vers E[| X |P] = ]ﬁ.

Ainsi, sous I’hypothése a > W et donc a? > 1/(p+1), on a
“ =P -||X]P <a’ L.
5 SIXlp<a” | —
Sous l’hypothese a < W et donc a? < 1/(p+ 1), on a au contraire

X(C' N Byyis) 1o
ad?) (= < a” .
2d ¥ dHX”p =4 djoc 0
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Exercice 4. Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose qu’il existe une constante ¢ €
10, oo telle que, si Y est indépendante de X et de méme loi, alors les variables aléatoires X +Y
et ¢X ont méme loi. On suppose par ailleurs que 02 := VarX € |0, +o0].

(1)

(4)

Déterminer la valeur de ¢, puis montrer que E[X] = 0.
Comme X et'Y sont indépendantes et de méme loi, on a

Var(X +Y) = VarX + VarY = 2VarX = 20°.

Par ailleurs, on a ausst
Var(cX) = c®o?.

Or X +Y et cX ont méme loi et 0% > 0, dot ¢ = 2 puis ¢ = V2 en utilisant la
positivité de c. Ensuite, on a également

2E[X] = E[X + Y] = E[V2X] = V2E[X],
d’oi E[X] = 0.

Montrer que, si ¢ est la fonction caractéristique de X, on a le développement limité
suivant lorsque £ tend vers 0 :

P() = 1= 58+ o(&).

La variable aléatoire X est de carré intégrable, et on rappelle qu’alors sa fonction
caractéristique ¢ est de classe C%, avec

e(0) =1
¢'(0) =iE[X] =0,
#'(0) = -E[X?] = —VarX = —¢*

La formule de Taylor-Young nous donne alors directement le développement limité de-
mandé.

Montrer que ¢ satisfait ’équation fonctionnelle

p(€)? = p(ct),
et en déduire la loi de X.
Le fait que X +Y et v/2X aient méme loi implique que

6(€)* = 6(V26),
et en térant
#(6)*" = 9(2"%¢)
ce pour tout £ € R et n € N. On réécrit cela
2

B(E) = 0E/2)" = (1= 05+ o1 /2"

qui converge vers eXp(—02£2/2). On reconnait la fonction caractéristique associée a une
variable gaussienne centrée de variance o*. La fonction caractéristique caractérisant la
loi, on en conclut que X est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance o>.
Par ailleurs, on a raisonné jusqu’ici par condition nécessaire, mais on peut également
facilement vérifier que réciproquement, si X ~ N(0,0?) alors ¢ est solution de I’équation

fonctionnelle proposée, et X satisfait les conditions imposées dans I’énoncé.

Que se passe-t-il si, toutes choses égales par ailleurs, on suppose maintenant que X +Y
a la méme loi que ¢X + b, pour deux constantes ¢ €]0,00[ et b € R?

Si X +Y et cX +b ont méme loi, alors on a toujours ¢ = v/2 par le méme argument,
mais cette fois 2E[X] = 2E[X] + b, soit E[X] = b/(2 — v/2). Clairement, si X etY
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ont méme loi, alors il en est de méme de X + a et Y + a pour toute constante a fixée.
On a donc
b
(X —E[X]) + (Y —E[Y]) = V2(X + Nl V2E[X])
et on simplifie le membre de droite en \/2(X —E[X]). Comme X —E[X] et Y —E[Y] sont
indépendantes, on déduit que X —E[X] satisfait les conditions des questions précédentes.
On en déduit que X — E[X] est gaussienne centrée de variance o2, et donc que X est

gaussienne de moyenne b/(2 — \/2) et de variance o>.



