ENS de Lyon 27d semestre 2022-2023
L3 - Intégrations et Probabilités

Partiel — Jeudi 9 mars 2023, 10h15-12h15

Le sujet est composé de quatre exercices indépendants. Le quatrieme est un exercice “bonus”
a ne traiter qu’apres avoir éventuellement terminé de traiter les trois premiers. Les notes de
cours sont interdites. Il est attendu que les réponses soient justifiées avec le plus grand soin.

Notations et rappels. Toutes les variables aléatoires sont implicitement définies sur un espace
de probabilité (2, F,P).
On dit que X suit une loi géométrique de parameétre p €]0, 1], ou X ~ Geom(p) si
VkeN*, P(X =k)=(1-p)"'p

On dit que X suit une loi exponentielle de parameétre A > 0, ou X ~ Exp()), si la loi de X
est & densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et de densité

fx(z) = )\e_’\””]l}o7+oo[(x).

On dit que X suit une loi normale centrée réduite si X est a valeurs réelles et de fonction
caractéristique
52
2

px(§) =€
Exercice 1. [Moments de la loi gaussienne|
Soit N une variable aléatoire réelle de loi normale centrée réduite.

(1) Justifier que pour tout z € C et tout k € N, les variables aléatoires e*¥ et N* sont
intégrables, avec

k
zN1 Z k
E[e] =) BN,
keN
ainsi[| que E[e”V] = e7°/2.
(2) En déduire la valeur des moments E[N*] pour tout & > 0.

Exercice 2. [Somme aléatoire]

Soit (Xj)k>0 une suite de variables aléatoires iid de méme loi que X, a valeurs dans R, et
N a valeurs dans N* indépendante de la suite (Xj). Pour n > 1, on note S, = >, _, Xj, et on
pose Z = Sy.

(1) On note Ly la transformée de Laplace de X. Pour n > 1, déterminer la transformée de
Laplace de S,, en fonction de Lx.

(2) Justifier proprement que S, et N sont deux variables aléatoires indépendantes. Justifier
proprement que Z est une variable aléatoire.

(3) Montrer que la transformée de Laplace de Z est donnée par
Lz(l) = gn(Lx(1)), 120,
ou Lx est la transformée de Laplace de X, et gy la fonction génératrice de N.
(4) On suppose désormais que N ~ Geom(p), avec p € (0,1), et X ~ Exp(A), avec A > 0.

Calculer gy, Lx et Lz, et en déduire que Z suit une loi usuelle que I'on explicitera.

1. Pour cette question, la réponse “c’est du cours!” n’est pas acceptée!
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Exercice 3. |Non-surjectivité de la transformée de Fourier|

Dans cet exercice, on considére la transformée de Fourier, application linéaire continue de
L'(R) dans I'ensemble des fonctions continues de limite nulle & I'infini Cy(R). L’objectif de cet
exercice est de prouver que cette application n’est pas surjective. Autrement dit, il existe des
fonctions continues, de limite nulle a I'infini, qui ne sont pas la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable.

(1) On introduit la fonction ¢ définie sur | [ par
smt
= lim
Yy—00

Montrer que la fonction ¢ est bien deﬁnle, et continue bornée.

(2) Soit f € L'(R) une fonction impaire. Vérifier que sa transformée de Fourier est donnée

par
A +Oo

f(&) =—2i f(z)sin(§x)dz

0
(3) Montrer que pour tout R > 1, on a

/IR %g)df = —2i 0+OO f(x) (/me ydt) dz.

(4) Montrer que flR @dé a une limite finie quand R tend vers +oo.

(5) Montrer que si une fonction impaire g € Cy(R) est la transformée de Fourier d'une
fonction intégrable, alors cette fonction intégrable coincide presque partout avec une
fonction impaire.

(6) Construire une fonction g € Cy(R) qui n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction
intégrable.

Exercice 4. (bonus) [Absence de mémoire de la loi exponentielle...|

(1) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs réelles, avec X ~ Exp(\)
et P(Y > 0) > 0. Montrer que l'on a, pour tout ¢t > 0,

PX>Y +tX>Y >0)=P(X >1t).
(2) Soit (Xj)k>o une suite de va iid de loi Exp(}), (S,) définie par S, = > ,_, Xy, soit
teR,, et N:=inf{n >0,S, > t}. Déterminer la loi de Sy — .
On pourra admettre que N est fini presque-sirement.

(3) (%) Montrer que t — Sy_1 est indépendant de (Sy — t), et déterminer sa loi. Calculer
E[Xy]. Commenter.
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