ENS de Lyon 27d semestre 2022-2023
L3 - Intégrations et Probabilités

CORRIGE du partiel du Jeudi 9 mars 2023

Exercice 1. |[Moments de la loi gaussienne|
Soit N une variable aléatoire réelle de loi normale centrée réduite.

(1) Justifier que pour tout z € C et tout k € N, les variables aléatoires e* et N* sont
intégrables, avec

ainsi que E[e?N] = /2,

Pour toute fonction g mesurable,

Elg(V) = [

R

1 _a?
o) fu(a)de = —= [ gla)e Far

des que cette intégrable a un sens, donc dés que gfy € Li(R), et on en déduit aisément
que les variables aléatoires e*™ et N* sont intégrables, ainsi que eVl Par ailleurs,
pour tout z € C, on a eV =3, %Nk, et

|2|*
ZF\NVC

keN

E = E[eM] < 400,

donc (k,w) — 'Z—I?N (w)* est intégrable sur N x ©, muni du produit de la mesure de
comptage sur N et de IP sur 2. On peut alors intervertir ’ordre d’intégration par Fubini
pour obtenir

On reconnait alors qu’on a une série entiére en z, définie sur tout C, et donc holomorphe
sur C. Pour montrer qu’elle coincide avec e/ 2 qui est aussi une série entiére et une
fonction holomorphe sur C, il suffit de montrer que les deux fonctions coincident sur
les imaginaires purs ¢R. Mais cela découle du fait que la fonction caractéristique de N
est

on(€) = B[] = e /2.

(2) En déduire la valeur des moments E[N*] pour tout k > 0.

Par la question précédente, on a pour tout z € C :

) E[N¥]
z2/2 __ § : k
€ = —k' Z .
keN

2 22/{3
e /2 _ Z Qk_k'
keN
En identifiant les coeflicients de cette série entiére, on obtient que les moments impairs
de N sont nuls (ce qu’on pouvait aussi voir en observant que N est un v.a. symétrique
au sens ou elle a la méme loi que —N), et que les moments pairs sont donnés par
(2k)!

E[N%*] = S FEN

Par ailleurs, on a également
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Exercice 2. [Somme aléatoire]

Soit (Xj)k>0 une suite de variables aléatoires iid de méme loi que X, a valeurs dans R, et
N a valeurs dans N* indépendante de la suite (Xj). Pour n > 1, on note S, = >, _, Xj, et on
pose Z = Sy.

(1) On note Ly la transformée de Laplace de X. Pour n > 1, déterminer la transformée de
Laplace de S,, en fonction de Lx.

Pour n > 1, la transformée de Laplace de .S,, est donnée par

n

He‘“‘“] = [T Ele ™) =[] £x(0) = Lx ()",
k=1 k=1

k=1

Ele ™" =E

pour [ > 0. La 2e égalité provient de I'indépendance des Xy, la 3e du fait que les (Xj)
ont la méme loi, i.e. celle de X.

(2) Justifier proprement que S, et N sont deux variables aléatoires indépendantes. Justifier
proprement que Z est une variable aléatoire.

La va N est indépendante de la suite (X}), donc par le lemme de regroupement par
paquets, la tribu o(N) est indépendante de la tribu \/}_, o(Xy). Or S, est mesurable
pour cette tribu, et on a donc o(S,) C \/},_, 0(X}). Ainsi les tribus o(N) et o(S,)
sont indépendantes, autrement dit les va N et S, sont indépendantes.

Par ailleurs, S, = >_;_; X}, est une va comme somme de va (ici indépendantes), puis
7 = Z,J;'Ol Sl y— est a son tour une v.a somme de v.a. (et Z est a valeurs dans R ).

(3) Montrer que la transformée de Laplace de Z est donnée par

Lz(l) = gn(Lx (1)), >0,

ou Lx est la transformée de Laplace de X, et gy la fonction génératrice de N.

La transformée de Laplace de Z est donnée, pour [ > 0, par

—+00
E eilSk]lN:k
k=1

+oo
= ZE [e_lsk]lN:k}
k=1

Ly() =E[e™?]=E

= ZE [e_lsk] E[]IN:k]

(4) On suppose désormais que N ~ Geom(p), avec p € (0,1), et X ~ Exp(A), avec A > 0.
Calculer gy, Lx et Lz, et en déduire que Z suit une loi usuelle que I'on explicitera.



On a déja, pour t € (0,1],
—+o00 “+oo

_ pt
gn(t) = (L—p)*'pt* =pt Y (t(1—p))f = —F—.
1—1t(1—p)
k=1 k=0
Ensuite, pour [ > 0,
A
Lx(l)= | e he™Mdt = —.
x() /6 ¢ A+
D’ou par la question précécente,
A
Py pA
Lz(l) = = )
1—25(1—p)  pA+I

On reconnait la transformée de Laplace d’une loi Exp(pA). Comme la transformée de
Laplace caractérise la loi, on en déduit donc que Z suit la loi Exp(p)).

Exercice 3. [Non-surjectivité de la transformée de Fourier|

Dans cet exercice, on considére la transformée de Fourier, application linéaire continue de
L*(R) dans I'ensemble des fonctions continues de limite nulle & Pinfini Cy(R). L’objectif de cet
exercice est de prouver que cette application n’est pas surjective. Autrement dit, il existe des
fonctions continues, de limite nulle & I'infini, qui ne sont pas la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable.

(1) On introduit la fonction ¢ définie sur [0, +oo[ par

Y gint
o(r) = lim %dt.

Yy—00 T

Montrer que la fonction ¢ est bien définie, et continue bornée.

Remarquons que la fonction ¢ + sin(t)/t est prolongeable par continuité et donc
localement intégrable sur R,. Montrons que la fonction ¢ : y — foy Sitﬁdt admet une
limite finie ¥ (+00) quand y tend vers I'infini. Alors ¢ sera continue bornée, et 'on
aura également que ¢(x) est bien définie, égale a 1)(4+00) — (), et donc également
continue bornée.

Pour montrer que ¥ admet une limite finie en 400, on peut remarquer qu’il s’agit

d’une intégrale impropre convergente classique. Plus précisément, si I’on note

nw int
a, = / &dt,
(n—1)m t

et s, = Y p_, ax, alors la suite (ag) est alternée, et

T gint
|ak] :/ dt
o t+nm

décroit vers 0 par théoréme de convergence dominée. On en déduit que s, converge.
Ensuite, en notant n = |x/7], on a |[¢(z) — s,| < |a,|, et donc ¥ converge vers la
méme limite (finie).

(2) Soit f € L'(R) une fonction impaire. Vérifier que sa transformée de Fourier est donnée
par
+oo

f(f) = -2 (x) sin(&x)de.

0



&) = /R f@)e ™ da
:/Rf(q:) cos(ﬁx)d:c—i/Rf(SC) sin({x)da

= 0 —2i f(x)sin(éx)de,
R

en utilisant la parité des fonctions intégrées pour obtenir la derniére égalité.

(3) Montrer que pour tout R > 1, on a

R f(f) B ‘ +oo Rx sin t
/1 ng =—2i i f(x) (/x Tdt) dz.

On a

/1R @dg — 9 /1R < O+Oo f(x)Sm(sx)dx) de

_ 9 O+OO (z) (/f @dg) de
Y Om (z) (/meSH;—(t)dQ du,

ou l'on a échangé 'ordre d’intégration pour obtenir la deuxiéme égalité en utilisant que
f(z)sin(&x)/€ est intégrable sur R, x [1, R], et ou l'on a utilisé le simple changement
de variable ¢ = £x pour obtenir la 3e égalité.

(4) Montrer que flR @dg a une limite finie quand R tend vers +o0.

Il suffit de réécerire |, e sin(t)

| edt = o(r) — ¢(Rx). Cette fonction de x converge sim-
plement vers ¢(z) quand x tend vers 400, et est bornée par 2|/¢||o. Ainsi on peut
appliquer le théoréme de convergence dominée (avec domination par 2|f(z)|||¢|e0)

pour obtenir

/lR @df — =21 O+OO f(x)po(r)de.

(5) Montrer que si une fonction impaire g € Cp(R) est la transformée de Fourier d'une
fonction intégrable, alors cette fonction intégrable coincide presque partout avec une
fonction impaire.

Supposons g = f, avec g impaire. Notons h la fonction définie par h(z) = f(—x).
Alors, pour tout £ réel,

(€)= / eI f(—)da = / ¢ f(z)dx = g(—€) = —g(€).

On en déduit ﬁ—\h(f) = 0, d’ou par injectivité de la transformée de Fourier, f + h
coincide presque partout avec la fonction nulle, puis f coincide p.p. avec une fonction
impaire.
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(6) Construire une fonction g € Cy(R) qui n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction
intégrable.

11 suffit de construire une fonction g de Cy(R), impaire, et telle que flR @d& ne tend
pas vers une limite finie quand R tend vers l'infini.

Si une fonction g impaire est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable, alors
elle est aussi la transformée de Fourier d’une fonction intégrable impaire d’aprés la
question précédente, et d’aprés les questions (2) a (4), on a alors que flR %dé’ tend
vers une limite finie quand R tend vers I'infini.

Pour obtenir un contre-exemple, il suffit donc de trouver une fonction g de Cy(R),
impaire, et telle que flR %dg ne tende pas vers une limite finie quand R tend vers
I'infini.

Pour cela, on peut prendre par exemple la fonction

§
(1 + gD n(2 + 1¢])

Cette fonction est bien impaire et dans Cy(R). De plus elle est positive au voisinage

&

de +o0 et équivalente a 1/1In(¢), ce qui suffit & montrer que flR %@dﬁ tend vers 400
quand & tend vers +oo.

Exercice 4. [Absence de mémoire...|

(1) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs réelles, avec X ~ Exp(\)
et P(Y > 0) > 0. Montrer que l'on a, pour tout ¢t > 0,

PX>Y+tX>Y >0)=P(X >1).

Comme les v.a. sont indépendantes, la loi de (X, Y) est Px(dz)Py(dy), ce qui permet
de calculer, pour ¢t > 0 :

PUX >Y +1}n{Y >0}) = / / ooy el ymoe da Py (dy)
R JR

= B_At/e_Ay]ly>0Py(dy).
R

On en déduit
P{X >Y +t}n{Y >0})

P({X > Y} N{Y > 0})

— e M =P(X >t),

d’ou le résultat.

(2) Soit (Xj)k>o une suite de va iid de loi Exp(\), (S,) définie par S, = > ,_; X}, soit
teR,, et N:=inf{n >0,S, > t}. Déterminer la loi de Sy —t.

On admet que N est fini p.s., ce qui est par ailleurs nécessaire pour pouvoir définir
Sy —t. On va montrer que Sy —t suit la loi Exp(A) et est indépendante de N. Pour cela,
il suffit de montrer que pour tout n dans N* et s > 0, on a P(Sy—t > s|N =n) = e .
Mais {N =n} ={S,-1 <t,S, >t} ={X,, >t— 5,1 > 0}, et sur cet événement, on
aSy—t=X,—(t—S,_1). D’aprés la question précédente et 'observation que X,, et
t — S,_1 sont indépendantes, on a

P(Sy —t > s|N =n)=P(X, >s)=e ™,

ce qu’il fallait démontrer.




(3) (x) Montrer que t — Sy_; est indépendant de (Sy — t), et déterminer sa loi. Calculer
E[Xy]. Commenter.

On peut effectuer un calcul similaire & la premiére question, mais avec f et g deux
fonctions tests, mesurables bornées, pour obtenir

B 90 Loyol = ([ rone e ) ([ eMamtzarvian).

En divisant par P(X >Y > 0), on en déduit que sous la probabilité conditionnelle a
I'événement {X > Y > 0}, la va X suit une loi géométrique et est indépendante
de Y.

Ensuite, comme dans la question 2, si 'on conditionne & N = n, alors Sy — t suit
la loi Exp(A) et est indépendante de t — Sy_1. On en déduit alors que Sy — t est
indépendante de N et de t — Sy_;.

Si 'on n’est pas a 'aise avec cet argument d’indépendance, on peut aussi le retrouver
en détaillant le calcul

LSy~ gt~ Sy-] = () = ([ fee ) B[F gl - Swi)tms].

Pour déterminer la loi de t — Sy_1, on pourrait partir du calcul ci-dessus, mais il est
peut-étre plus simple d’observer que :
— On a montré P(Sy —t > s) = e, ot 'événement Sy —t > s est I'événement
d’absence de points de la suite (S,,) dans Uintervalle (¢,t + s]. Ce résultat reste
bien-stiir valable quelle que soit la valeur de t.

— Pour s < t, 'événement t — Sy_1 > s est 'événement d’absence de points de la
suite (S,) dans lintervalle (¢ — s,t]... qui a donc également probabilité e=*.
Ainsi la loi de ¢t — S,,_; est
)\e_“]l]o,t[(s)ds + e Mg,
qui a donc une partie absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et

un atome en ¢. Cest aussi la loi de X At si X ~ Exp(A).
On a alors

E[Xn] =E[Sy —t] + E[t — Sy_1] = ; 4

On peut commenter le fait que :

(1 —e™).

> =

— Laloi de Sy —t est égale a la loi de X, et indépendante de t — Sy _1. Cela évoque
le paradoxe de 'autobus. Si les .5, modélisent des temps de passage de bus a un
arrét, le fait d’arriver juste aprés le passage d’un bus ou au contraire longtemps
apres le passage du bus (ie t — Sy_; petit ou grand) ne change pas que le temps
restant a toujours la méme loi Exp(A).

— En particulier, le temps écoulé entre le bus qu’on prend et le précédent (E[X y])
est en moyenne plus important que le temps moyen de passage entre les bus (1/)).

— Lorsque t “est grand”, la loi de Xy “est” la loi exponentielle biaisée par la taille,
i.e.

Bl = Sl = [ et

Cette loi a pour espérance 2/, le double de I'espérance de la loi exponentielle.




