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Première partie

TRAVAUX DE RECHERCHE





CHAPITRE PREMIER

Contexte et problématique de la
turbulence

Tout d’abord, voici quelques propos très généraux sur le contexte et la problématique de la turbu-
lence :

– le termeturbulenceest attribué à une grande variété de phénomènes physiques dans lesquels un
comportement violent et irrégulier se présente. Ici, nous l’utiliserons en référence au mouvement
d’agitation (tridimensionnel) d’un fluide Newtonien supposé incompressible ;mouvement gou-
verné par les équations mathématiques de Navier-Stokes.

– la turbulence est un système dynamique chaotique avec un très grand nombre de degrés de liberté,
mais son désordre échappe aux descriptions de la mécanique statistique à l’équilibre : la turbulence
est un phénomène fortement hors-équilibre.

– la turbulence est profondément liée à la structure non-linéaire des équations déterministes qui la
gouvernent (les équations de Navier-Stokes) ; la solution de ces équations met en jeu des mouve-
ments tourbillonnants très variés, en interaction permanente et simultanée.

Ces propriétés particulières confèrent au phénomène d’agitation turbulente une complexité difficile
à cerner. Ainsi, depuis la fin du XIXième siècle et les premiers travaux d’Osborne Reynolds, on recherche
l’information objective, qui permettrait l’élaboration d’une théorie descriptive et prédictive des écoule-
ments turbulents. Il s’agit là d’un vaste programme de recherche, en grande partie inachevé, qui motive
toujours de nombreux travaux scientifiques [1] (livre récent sur le sujet).

FIG . 1.1 –Turbulence dans un film de savon (Hamid Kellay, université de Bordeaux1).
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Deux attitudes, différentes dans leur forme mais cohérentes sur le fond, sont généralement adoptées
dans l’appréhension des écoulements turbulents :

– la première consiste à aborder le sujet comme un problème de mécanique des fluides : c’est
l’ attitude du mécanicien. Le mécanicien s’attache à la cinétique de l’écoulement. Il exprime des
bilans de conservation : masse, quantité de mouvement, énergie interne, etc.,tient compte de la
géométrie et des conditions aux bords, pour dégager un comportement global de l’écoulement ;
un comportement à grande échelle. Il s’agit, par exemple, de déterminer la perte de charge dans
une conduite, l’efficacité de la dispersion d’un polluant ou les contraintesmécaniques exercées par
l’écoulement sur un obstacle.

– la seconde attitude consiste à aborder la turbulence comme un problème de physique statistique :
c’est l’attitude du physicien. Le physicien s’intéresse aux processus stochastiques élémentaires de
l’agitation du fluide. Il veut comprendre le comportement du système dans son détail ; à petite
échelle. Il s’agit principalement de mettre en évidence des propriétés statistiques universelles des
fluctuations turbulentes.

La difficulté du problème de la turbulence réside principalement dans le fait qu’il n’y a pas de sépa-
ration entre les grandes et les petites échelles : on ne peut pas traiter le comportement à grande échelle
sans tenir compte explicitement du détail des mécanismes mis en jeu à petite échelle, et inversement. Les
deux attitudes, mécanique et physique, sont donc fortement liées l’une à l’autre. Dans ce mémoire, je
tacherai d’aborder la problématique de la turbulence en mêlant ces deux attitudes : en rappelant que dans
le traitement statistique il s’agit aussi d’un problème de mécanique des fluides, et d’autre part que des
considérations statistiques sont inévitables dans la description de la mécanique mise en jeu.

Ce premier chapitre introduit les principaux concepts inhérents à la description du mouvement tur-
bulent d’un fluide. Il s’agira aussi de poser les questions, de soulever les points qui me paraissent intéres-
sants et surtout motivent les travaux présentés dans les chapitres suivants (deux à six). Dans un premier
temps, nous aborderons la turbulence du point de vue de la mécanique desfluides (section 1.1) puis
nous montrerons qu’un traitement statistique est nécessaire (section 1.2).Dans un second temps, nous
présenterons le problème statistique de la turbulence (section 1.3) et les difficultés rencontrées (section
1.4). Enfin, les travaux présentés dans ce mémoire seront introduits (section 1.5) puis développés dans
les chapitres suivants.

La rédaction de ce chapitre d’introduction a été un exercice laborieux, qui m’a conduit à faire le point
sur mes connaissances et chercher à en présenter une synthèse originale, accessible (je l’espère) au plus
grand nombre.

1.1 Le phénomène physique ; l’attitude du mécanicien

1.1.1 L’écoulement de Poiseuille, en régime laminaire

Considérons l’écoulement permanent d’un liquide visqueux (incompressible) dans un tube fin in-
cliné : il s’agit de l’écoulement de Poiseuille (1841) [2]. Les trajectoires du fluide sont rectilignes et
parallèles à l’axe du tube, de sorte queu(r) est la seule composante non nulle de la vitesse (figure 1.2).
Le mouvement se décompose ainsi en filets de fluide parallèles, glissant les uns sur les autres sans se
mélanger : l’écoulement estlaminaire.
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FIG . 1.2 –Schéma de l’écoulement de Poiseuille dans un tube fin (capillaire) incliné.g désigne l’accé-
lération gravitationnelle.

La force de frottement visqueux (par unité de surface) entre les filets, résultant des mécanismes de
collision entre les particules du fluide, s’écrit

τ(r) = −µ
du(r)

dr
. (1.1)

µ est laviscosité dynamiquedu fluide. Cette notion de viscosité remonte à Newton (1687) qui proposa
l’idée d’une résistance intérieure, proportionnelle à la vitesse relative des éléments de fluide [3].

La quantitéq = p + ρgz, oùp etρ sont respectivement la pression et la masse volumique du fluide,
représente la charge de l’écoulement : c’est une force par unité de surface. Cette force est constante
sur une section du tube et diminue linéairement le long de l’axe du fait de la viscosité du fluide. En
hydraulique, on dit qu’il y aperte de charge[4] (cours de mécanique des fluides). Plus précisément, la
conservation de la quantité de mouvement impose l’équation

τ(r) =
1

2
Gr, (1.2)

où la constanteG ≡ −dq(Z)/dZ > 0 désigne la diminution de la charge par unité de longueur. Les
équations (1.1) et (1.2) conduisent au profil de vitesse parabolique

u(r) =
G

4µ
(R2 − r2) (1.3)

vérifiant la condition de vitesse nulle à la paroi.
Pour le débit volumiqueQ, on obtient

Q ≡
∫ R

0
2πru(r)dr =

πGR4

8µ
. (1.4)

Il s’agit de la loi mise en évidence expérimentalement par Hagen (1839) [5] et Poiseuille (1840) [6].

La puissance dissipée (par unité de masse) par l’écoulement est donnéepar

εdiss. =
GU

ρ
(1.5)

oùU ≡ Q/πR2 est la vitesse moyenne (sur une section). Il en suit ainsi

G =
8µU

R2
puis εdiss. = 8ν

U2

R2
(1.6)
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FIG . 1.3 –Le profil moyen de vitesse est parabolique en régime laminaire. En régime turbulent, ce n’est
plus le cas. La vitesse moyenneu(r) varie rapidement au voisinage de la paroi et est prati-
quement constante au centre du tube. Cette variation rapide de la vitesse définit unecouche
limite, dont l’étude sera abordée au chapitre 6.

en notantν ≡ µ/ρ la viscosité cinématiquedu fluide. Ce taux de dissipation correspond à la puissance
qu’il faut dépenser pour maintenir le régime d’écoulement permanent, c’est à dire pour compenser le tra-
vail des forces visqueuses. Nous obtenons que la puissance dissipéeεdiss. est directement proportionnelle
à la viscosité du fluide et augmente avec le carré de la vitesse moyenne.

En réalité, les calculs précédents ne s’avèrent valables que pour des tubes de très petite section. On
peut s’en rendre compte en calculant la vitesse moyenne dans un tube de rayon1 cm incliné d’une pente
de0,1%. L’eau prend, d’après la loi de Poiseuille, sous l’action de la seule pesanteur (en supposant que
la pression est la même aux deux extrémités du tube), une vitesse de l’ordre de10 cm/s. Dans un tube de
rayon1 m, la loi de Poiseuille donnerait une vitesse de1 km/s. Les vitesses que l’on observe en pratique
sont beaucoup plus petites. D’autre part, le profil moyen de vitesse n’est plus parabolique : la vitesse
varie très rapidement au voisinage des parois et est pratiquement constante au centre du tube (figure 1.3).
Enfin, la perte de charge par unité de longueur n’est plus proportionnelle àU (selon l’équation (1.6)) mais
plutôt àU2. La puissance dissipée, quant à elle, n’est plus proportionnelle àU2 mais à une puissance de
U voisine de 3.

1.1.2 La transition laminaire – turbulent

On a pu expliquer ces différences en remarquant que, dès que les vitesses dépassent certaines va-
leurs critiques, la permanence et la régularité de l’écoulement cessent. Des mouvements irréguliers et
tourbillonnants, dans lesquels les particules de fluide suivent des trajectoires enchevêtrées, prennent
place. Les gradients de vitesse sont alors beaucoup plus importants et par conséquent, les résistances
(visqueuses) très supérieures à celles qui correspondraient à un mouvement régulier de même vitesse
moyenne. On passe du régime d’écoulement laminaire à celui d’écoulement turbulent.

Reynolds (1883) a mis en évidence cette transition en introduisant dans l’écoulement, à l’intérieur
d’un tube de verre, un filet de fluide coloré (figure 1.4). À partir d’unecertaine vitesse, le filet se trouble
et se perd dans le liquide extérieur (figure 1.5 (b) et (c)). Le mouvementlaminaire est stable pour les
faibles vitesses et instable à partir d’une certaine vitesse critique.

1.1.3 Les contraintes turbulentes, ou contraintes de Reynolds

En régime turbulent, la vitesse (tridimensionnelle) du fluide en un point donné de l’espace subit
des fluctuations temporelles rapides et sans période définie (figure 1.6).On est ainsi amené à consi-
dérer chaque composante de la vitesseui(~x,t), au point~x à l’instantt, comme la résultante d’une vi-
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FIG . 1.4 –Gravure de l’expérience d’Osborne Reynolds, extraite de l’article «Anexperimental investi-
gation of the circumstances which determine whether the motion of water shall be direct or
sinuous, and of the law of resistance in parallel channels»,O. REYNOLDS, Phil. Trans. Roy.
Soc. London Ser. A, vol. 174, 1883, p. 935-982.

tesse moyenneui(~x,t) variant lentement en fonction de~x et det, et d’une vitesse d’agitationu′
i(~x,t) ≡

ui(~x,t) − ui(~x,t) variant très rapidement en fonction de~x et det [7].

En théorie, la vitesse moyenne est définie comme la moyenne statistique sur des réalisations indépendantes de
l’écoulement. En pratique, cette estimation est difficile àmettre en oeuvre. Dans le cas d’un écoulement turbulent
(statistiquement) stationnaire, on invoque une propriétéd’ergodicité pour assimiler la moyenne d’ensemble à une
moyenne temporelle [8] :

ui(~x) ≈ 1

T

∫ t+T/2

t−T/2

ui(~x,τ)dτ (1.7)

en choisissant l’intervalle de tempsT très grand devant les périodes temporelles de la vitesse turbulente.

Quoique nulle en moyenne, la vitesse d’agitation intervient dans les lois du mouvement moyen. En
effet, le produituiuj se décompose selon(ui + u′

i)(uj + u′
j) et il en suit

uiuj = ui uj + u′
iu

′
j . (1.8)

Nous voyons donc que

– l’énergie cinétique moyenne de l’unité de volume1
2ρuiui est la somme de l’énergie cinétique de

l’écoulement moyen12ρui ui et de l’énergie cinétique d’agitation turbulente1
2ρu′

iu
′
i.

– le tenseur d’impulsionσij = −ρuiuj est la somme du tenseur correspondant aux vitesses moyennes
−ρui uj et du tenseur−ρu′

iu
′
j correspondant aux vitesses d’agitation turbulente.
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FIG . 1.5 –(a) : régime d’écoulement laminaire – (b) : «The colour band would all at once mix up with
the surrounding water, and fill the rest of the tube with a mass of colouredwater» – (c) : «On
viewing the tube by the light of an electric spark, the mass of colour resolved itself into a
mass of more or less distinct curls, showing eddies»

Par conséquent, pour tenir compte de la turbulence dans l’étude du mouvement moyen, il faut ajou-
ter aux contraintes associées aux vitesses moyennes, les contraintesσ′

ij ≡ −ρu′
iu

′
j liées à l’agitation

turbulente. Ces dernières sont appelées lescontraintes de Reynolds(1895) [9].

1.1.4 La cinétique de l’écoulement moyen

les équations cinétiques :

Historiquement, les équations qui régissent le mouvement d’un fluide visqueux (Newtonien) sont
connues depuis le début du XIXième siècle. Il s’agit deséquations de Navier-Stokes; forme locale du
principe fondamental de la dynamique énonçant la conservation de la quantité de mouvement [12] [4].
Pour chaque composanteui(~x,t) de la vitesse :

Dui

Dt
≡ ∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2ui

∂xj∂xj
. (1.9)

Par ailleurs, nous supposons que la masse volumiqueρ du fluide ne varie pas, c’est à dire que le
fluide estincompressible. La conservation de la masse impose alors la contrainte supplémentaire

∂ui

∂xi
= 0, (1.10)

qui est aussi satisfaite par la vitesse moyenneui et la vitesse d’agitationu′
i.

En moyennant les équations de Navier-Stokes, on obtient pour chaque composanteui(~x,t) de la
vitesse moyenne :

Dui

Dt
≡ ∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= −1

ρ

∂p̄

∂xi
−

∂u′
iu

′
j

∂xj
+ ν

∂2ui

∂xj∂xj
. (1.11)

Ce sont les équations du mouvement moyen.

Pour l’énergie cinétique (par unité de masse)ec ≡ 1
2ui

2 :

Dec

Dt
≡ ∂ec

∂t
+ uj

∂ec

∂xj
=

∂

∂xj

(
−1

ρ
uj p +

(
2νSij − u′

iu
′
j

)
ui

)
−

(
2νSij − u′

iu
′
j

)
Sij . (1.12)
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FIG . 1.6 –On peut enregistrer les fluctuations temporelles de vitesse turbulente en unpoint donné de
l’espace, au moyen d’un anémomètre à fil chaud [10]. Il s’agit ici d’une mesure de vitesse,
loin dans le sillage d’un cylindre vertical (réalisée par Christophe Baudet,Antoine Naert,
Sergio Ciliberto et Gerardo Ruiz-Chavarria au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon, 1995
[11]). Le fluide est l’air.

Sij ≡
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
(1.13)

représente le tenseur des vitesses moyennes de déformation [13] (cours de turbulence).

la transition laminaire-turbulent et le nombre de Reynolds :

La transition laminaire — turbulent est relative à la prépondérance du terme d’agitation turbulente
u′

iu
′
j (transport convectif) vis-à vis du terme de dissipation visqueuse−2νSij (transport diffusif). De

manière heuristique, Reynolds proposa de quantifier l’efficacité relativede ces deux mécanismes (au
sein de l’écoulement) par le nombre sans dimension

Re ≡ UL

ν
: nombre de Reynolds (1.14)

U etL caractérisent la vitesse et la taille de l’écoulement. À partir des équations dynamiques, on retrouve
le nombre de Reynolds en considérant

∫

V
−u′

iu
′
j Sij ∼

U3

L
et

∫

V
‖S‖2 ∼ U2

L2
. (1.15)

∫
V désigne une moyenne sur l’écoulement et∼ signifie «se comporte comme » (à une constante multi-

plicative d’ordre un près).

Le régime turbulent correspond aux grands nombres de Reynolds et marque l’importance des
contraintes liées à l’agitation turbulente par rapport aux contraintes visqueuses. Dans ce cas, la viscosité



10 Chapitre 1. Contexte et problématique de la turbulence

cinématiqueν n’est plus un paramètre pertinent (de l’écoulement moyen) et l’équation bilan de l’énergie
cinétique devient

Dec

Dt
=

∂

∂xj

redistribue l’énergie au sein de l’écoulement moyen︷ ︸︸ ︷(
−1

ρ
uj p − u′

iu
′
j ui

)
+ u′

iu
′
j Sij︸ ︷︷ ︸

transfert vers l’agitation turbulente

. (1.16)

Le termeu′
iu

′
j Sij est important : il représente un transfert d’énergie cinétique vers la turbulence.

Cette énergie cédée par le mouvement moyen sera finalement dissipée en chaleur par l’agitation du
fluide à très petite échelle. La puissance dissipée (par unité de masse) par l’écoulement s’écrit donc∫
V −u′

iu
′
j Sij ∼ U3/L, d’après les estimations (1.15).

Pour illustrer ces propos, revenons à l’écoulement de Poiseuille. En régime turbulent, la perte de
charge par unité de longueur s’exprime sous la formeG(ρ,U,R). Un argument d’analyse dimensionnelle
conduit à

G ∼ ρU2

R
. (1.17)

Cette prédiction est en accord avec les observations expérimentales. Quant à la puissance dissipée, elle
devient

εdiss. =
GU

ρ
∼ U3

R
, (1.18)

ce qui est cohérent avec le raisonnement précédent.

1.1.5 Le problème de fermeture des équations du mouvement moyen

Pour caractériser le tenseur des contraintes turbulentesσ′
ij , il faudrait connaître en chaque point et à

chaque instant les propriétés du mouvement d’agitation. C’est là l’objet denombreux travaux fondés sur
des considérations statistiques, oùu′

i(~x,t) est considérée comme une fonction aléatoire de la position~x
et du tempst.

À partir des équations dynamiques, on serait tenté de calculeru′
iu

′
j en considérant

∂u′
iu

′
j

∂t
= u′

i

∂u′
j

∂t
+ u′

j

∂u′
i

∂t
(1.19)

et en substituant les équations dynamiques pour∂u′
i/∂t et ∂u′

j/∂t. On aboutit de cette manière à une

expression impliquant les corrélations triplesu′
iu

′
ju

′
k. De même, l’équation pour les corrélations triples

implique les corrélations quadruples, et ainsi de suite. Ce problème, dit defermeture statistique, est
inhérent à la non-linéarité des équations de l’hydrodynamique. Ceci signifie qu’une informationsup-
plémentaire, sur la nature de la solution turbulente des équations de Navier-Stokes, est nécessaire pour
décrire les contraintes de Reynolds avec un nombre fini de paramètres (macroscopiques).

1.2 Du concept de viscosité turbulente à celui de cascade d’énergie,ou la
nécessité d’étudier le phénomène d’agitation turbulente dans son
détail spatio-temporel

Comme nous l’avons présentée dans l’introduction, l’attitude du mécanicien consiste à aborder la
cinétique de l’écoulement turbulent dans son ensemble. C’est la démarchesuivie par Osborne Reynolds.
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L’étude du mouvement moyen a du sens car elle permet d’accéder aux caractéristiques importantes de
l’écoulement : perte de charge, force de traînée, coefficient de mélange, etc. Cependant, le problème
de fermeture des équations du mouvement moyen souligne aussi la nécessitéde caractériser la nature
(statistique) de l’agitation turbulente. Nous allons voir que cette nature est complexe et échappe à une
description classique. Il s’avère ainsi nécessaire d’étudier la turbulence dans son détail spatio-temporel :
c’est l’attitude prise par le physicien. De ce point de vue, le problème est souvent idéalisé. Le désordre
turbulent est supposé (localement) statistiquement homogène et isotrope, lavitesse du fluide est décom-
posée en modes de Fourier ou encore en ondelettes [14] (thèse de S. Roux) [15] (livres sur le sujet). Il
s’agit principalement de caractériser les corrélations spatiales et temporelles du mouvement d’agitation
turbulente.

1.2.1 Le concept d’une viscosité turbulente et ses limites

l’approche phénoménologique de la viscosité turbulente :

Supposons que l’écoulement moyen se décompose en filets horizontaux, et que la vitesse moyenne
ux soit croissante suivant la direction verticaley :

– les particules de fluide qui pénètrent dans un filet par le bas (u′
y > 0) ont en moyenne une vitesse

horizontale plus petite que la vitesse moyenne du filet :u′
x < 0.

– les particules qui pénètrent par le haut (u′
y < 0) ont quant à elles une vitesse horizontale plus

grande que la vitesse moyenne du filet :u′
x > 0.

Ainsi, dans les deux situationsσ′
xy ≡ −ρu′

xu′
y > 0.

Le même raisonnement s’applique lorsque la vitesse moyenneux est décroissante suivanty, et
conduit cette fois àσ′

xy ≡ −ρu′
xu′

y < 0.

Cette description phénoménologique suggère l’existence d’un frottement turbulent responsable
d’échanges de quantité de mouvement entre les filets du mouvement moyen : des régions rapides vers les
régions lentes. Ainsi, Boussinesq (1877) proposa d’écrire

σ′
xy = µturb.

dux

dy
(1.20)

où le coefficient de proportionnalitéµturb. > 0 s’interprète comme uneviscosité turbulente.

Il s’agit ici de traiter la turbulence comme un état de la matière en considérantles mouvements
turbulents comme des mouvements moléculaires, mais avec des molécules dont le libre parcours moyen
serait macroscopique et non plus microscopique [16]. Dans le cadre decette approximation, le tenseur
(complet) des contraintes de Reynolds, symétrique et de trace nulle, s’exprime sous la forme

σ′
ij = µturb.Sij −

1

3
ρu′

k
2δij (1.21)

et la viscosité turbulenteµturb.(~x,t) peut a priori dépendre de la position~x et du tempst. Ce concept est
aujourd’hui à la base de très nombreux modèles numériques de la turbulence, utilisés dans l’industrie.
Nous reparlerons de la viscosité turbulente dans les chapitres 3 et 6, lorsque nous aborderons le problème
de la modélisation numérique des grandes échelles de la turbulence.
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l’ordre de grandeur et la modélisation de la viscosité turbulente :

Il est possible d’établir l’ordre de grandeur de la viscosité turbulente enconsidérant la puissance
dissipée localement, c’est à direε = −u′

iu
′
j Sij (par unité de masse). L’hypothèse de viscosité turbulente

conduit à
ε = 2νturb.‖S‖2. (1.22)

En comparant ces deux expressions, on obtient donc

νturb.

ν
∼

−u′
iu

′
j Sij

ν ‖S‖2
. (1.23)

On retrouve ici une estimation (locale) de la prépondérance des effets d’agitation turbulente vis à vis
des effets de dissipation visqueuse (sur l’écoulement moyen). La viscosité moléculaire est ainsi multi-
pliée par un facteur de l’ordre de grandeur du nombre de Reynolds pour donner la viscosité turbulente.
Ce résultat fournit une explication du caractère fortement dissipatif de l’agitation turbulente.

La viscosité cinématique turbulenteνturb est homogène au produit d’une vitesse par une longueur,
suggérant d’écrire en analogie avec la théorie cinétique des gaz :

νturb. = u′`m (1.24)

oùu′ et`m désignent respectivement la vitesse caractéristique et lalongueur de mélangede la turbulence
[17].

On a−u′
iu

′
j Sij ∼ u′2‖S‖ d’où u′ ∼ `m ‖S‖ puisνturb ∼ `2

m ‖S‖ en utilisant les équations (1.22)

et (1.24). Si l’on revient maintenant à la puissance dissipée, on obtientε ∼ `2
m ‖S‖3 ∼ u′3/`m et donc

finalement
`m ∼ L et u′ ∼ U (1.25)

en comparant avec l’estimationU3/L de la puissance dissipée globale (par unité de masse). Ce résultat
indique que la turbulence implique des mouvements dont la taille et l’énergie sontde l’ordre de gran-
deur de celles de l’écoulement moyen. On s’attend ainsi à ce que la turbulence marque profondément la
cinétique globale du système. Par la suite, nous verrons que l’agitation turbulente implique des mouve-
ments, non seulement à l’échelle de l’écoulement, mais sur un continuum d’échelles allant de la taille de
l’écoulement à l’échelle de la dissipation moléculaire.

Au delà de ce modèle de longueur de mélange, une alternative consiste à construire des lois de comportement
de certaines quantités susceptibles de caractériser la viscosité turbulente. Par exemple, on peut chercher à modéliser
la viscosité turbulente selon

νturb = C
k2

ε
, (1.26)

oùk etε représentent respectivement l’énergie cinétique et la puissance dissipée de l’agitation turbulente. Il s’agit
de la classe des célèbres modèles (k-ε) [18] (cours de turbulence), qui nécessitent par ailleurs d’utiliser deux
équations modèles supplémentaires (fermées) satisfaitespar les deux quantitésk etε.

les limites du concept d’une viscosité turbulente :

L’analogie avec les mouvements moléculaires comporte de sévères limitations théoriques. Dans un
gaz dilué de sphères dures, les particules se percutent de façon ponctuelle, aléatoire et indépendante.
Cette interaction est bien décrite en terme de probabilité de transition relative à lacollision entre deux
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particules. D’autre part, le libre parcours moyen des particules est très petit devant l’échelle de varia-
tion spatiale de la vitesse du gaz, c’est à dire la taille du système : on suppose qu’il y a une séparation
d’échelle entre l’agitation moléculaire et le mouvement du gaz. Ces hypothèses conduisent à l’intro-
duction d’un coefficient phénoménologique de diffusion, appelé viscosité (moléculaire). Au contraire,
l’agitation turbulente résulte de l’interaction continue, simultanée, d’une multitudede mouvements tour-
billonnants dont les échelles (spatiales) atteignent la taille du système (figure 1.7). Les hypothèses faites
en cinétique des gaz sont donc profondément mises en défaut. Les énergies cinétiques respectives des
tourbillons en interaction peuvent être significativement différentes. L’agitation turbulente serait l’ana-
logue d’un gaz dont la température changerait d’un ordre de grandeur sur le libre parcours moyen des
particules en interaction. On perçoit dès à présent que le problème de mécanique statistique, relatif aux
échanges d’énergie entre les tourbillons turbulents, ne pourra pas êtretraité de manière habituelle : il
s’agit d’un système thermodynamique dans un état (fortement)hors-équilibre.

1.2.2 Le concept de cascade d’énergie de Richardson

A l’époque où fut introduit le concept de viscosité turbulente, Lewis Richardson (1922) suggéra
l’idée d’unecascade d’énergievers les petites échelles [19] : des mouvements tourbillonnants à l’échelle
de l’écoulement moyen sont générateurs de tourbillons à des échelles un peu plus petites, qui eux-mêmes
gênèrent des mouvements à des échelles plus petites, etc. Ce processus de cascade d’énergie se termine
finalement lorsque les mouvements de très petite taille sont amortis sous l’effet de la viscosité molé-
culaire. Ce concept de cascade fait abstraction de l’écoulement moyen et se focalise sur l’organisation
spatio-temporelle de l’agitation turbulente. En particulier, il ne s’agit pas d’un mouvement localisé à une
échelle de mélange mais d’une hiérarchie de mouvements en interaction permanente, réalisant un trans-
fert d’énergie des grandes vers les petites échelles. De manière phénoménologique, Richardson a ainsi
introduit une première information sur la nature de l’agitation turbulente. Cette information marquera
profondément l’approche du problème de la turbulence.

Une description phénoménologique de la cascade d’énergie, portant sur le temps caractéristique du
transfert d’énergie à travers les échelles, sera proposée au chapitre 3.

1.3 La turbulence comme problème de mécanique statistique ;
l’attitude du physicien

1.3.1 Les équations de Navier-Stokes forcées

les équations cinétiques de l’agitation turbulente :

Le physicien s’intéresse à l’agitation turbulente. À partir des équations de Navier-Stokes, on peut
établir pour chaque composanteu′

i(~x,t) :

∂u′
i

∂t
+

∂

∂xj

(
u′

iu
′
j − u′

iu
′
j

)
+

(
u′

j

∂ui

∂xj
+ uj

∂u′
i

∂xj

)
= −1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν

∂2u′
i

∂xj∂xj
(1.27)

et pour l’énergie cinétique moyennee′c ≡ 1
2u′

k
2 (par unité de masse) :

D

Dt
e′c ≡

∂e′c
∂t

+ uj
∂e′c
∂xj

= − ∂

∂xj

(
1

2
u′

iu
′
iu

′
j +

1

ρ
u′

jp
′ − 2νu′

iS
′
ij

)

︸ ︷︷ ︸
redistribue l’énergie

production︷ ︸︸ ︷
−u′

iu
′
j Sij

dissipation︷ ︸︸ ︷
−2ν‖S′‖2 . (1.28)
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FIG . 1.7 –Dessin de Léonard de Vinci (1508) représentant le mouvement turbulent d’un fluide autour
d’un obstacle (en haut) et dans une chute (en bas).
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FIG . 1.8 –Représentation schématique des échanges moyens d’énergie dans unécoulement pleinement
turbulent, statistiquement stationnaire et homogène [18]. La turbulence est pleinement déve-
loppée lorsque2ν‖S‖2 ¿ −u′

iu
′
j Sij .

S′
ij désigne le tenseur des vitesses turbulentes de déformation

S′
ij ≡

1

2

(
∂u′

j

∂xi
+

∂u′
i

∂xj

)
. (1.29)

On retrouve le terme−u′
iu

′
j Sij de l’équation (1.12), qui représente ici une production d’énergie

(turbulente) ; le terme−2ν‖S′‖2 représente la dissipation moléculaire ; le terme de transport convectif
−∂( )/∂xj redistribue l’énergie (en la conservant) au sein de l’agitation turbulente. En régime station-
naire et homogène, ce bilan d’énergie devient

−u′
iu

′
j Sij = 2ν‖S′‖2. (1.30)

Les différents échanges d’énergie mis en jeu sont représentés sur le schéma de la figure 1.8.

la micro-échelle de l’agitation turbulente et le nombre de Reynolds turbulent :

La description des variations (spatiales) fines de la vitesse suggère l’introduction d’une micro-échelle
turbulente. Il s’agit d’exprimer les gradients de la vitesse turbulente sousla forme‖S′‖2 ∼ (u′/λ)2. Pour
le taux moyen de dissipation locale :

ε = −u′
iu

′
j Sij ∼ ν

(
u′

λ

)2

. (1.31)

L’échelle caractéristiqueλ est lamicro-échelle (turbulente) de Taylor(1938) [20].

En considérant−u′
iu

′
j Sij ∼ u′2‖S‖, on obtient‖S‖ ∼ ν/λ2. Ainsi, la prépondérance locale des

effets turbulents par rapport aux effets visqueux (sur le mouvement moyen) se ré-écrit

−u′
iu

′
j Sij

ν‖S‖2
∼

(
u′λ

ν

)2

. (1.32)

Cette nouvelle estimation conduit à la définition du nombre sans dimension

Rλ ≡ u′λ

ν
: nombre de Reynolds turbulent. (1.33)
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Le régime de turbulence pleinement développée est atteint pour les grandsnombres de Reynolds
turbulents. En utilisant l’équation bilan (1.30), on obtient également que la turbulence est pleinement
développée lorsque

Rλ ∼

√
‖S′‖2

‖S‖
À 1, (1.34)

c’est à dire lorsque les gradients de la vitesse turbulente sont grands (en moyenne quadratique) comparés
à ceux de la vitesse moyenne.

Il est important de préciser que la description de l’agitation turbulente est nécessairement locale (en
espace) car la turbulence est excitée par les gradients de vitesse moyenneSij , qui ne sont pas uniformes
au sein d’un écoulement. Pour l’écoulement dans le tube incliné, on s’attendà ce que les propriétés
statistiques de l’agitation turbulente près de la paroi, où les gradients de vitesse moyenne sont grands,
soient très différentes des propriétés loin de la paroi, où ces gradients sont presque nuls. Le nombre de
Reynolds turbulent et les propriétés de la turbulence dépendent ainsi de la distance à la paroi. On parle
dans ce cas deturbulence inhomogène. Ce point sera abordé au chapitre 6.

Dans la pratique, on préfère définir un nombre de Reynolds local proportionnel àR2
λ [21] (thèse de

Laurent Chevillard). Par abus de langage, on parle fréquemment du nombre de Reynolds en désignant le
nombre de Reynolds local :

Relocal ≡
u′L

ν
∼ R2

λ. (1.35)

L représente la longueur de corrélation de la vitesse turbulente (voir la section suivante).

le lien avec la cascade de Richardson :

La cascade d’énergie vers les petites échelles est assurée par le terme convectif de l’équation (1.28).
Ce terme non-linéaire transmet l’énergie fournie par l’écoulement moyen (àl’échelle des gradients de la
vitesse moyenne) vers les petites échelles où elle sera finalement dissipée enchaleur.

En régime de turbulence développée, on obtient

− ∂

∂xj

(
1

2
u′

iu
′
iu

′
j +

1

ρ
u′

jp
′ − 2νu′

iS
′
ij

)
≈ − ∂

∂xj

(
1

2
u′

iu
′
iu

′
j +

1

ρ
u′

jp
′

)
(1.36)

et l’équation globale de la cascade d’énergie devient

D

Dt
e′c = − ∂

∂xj

(
1

2
u′

iu
′
iu

′
j +

1

ρ
u′

jp
′

)

︸ ︷︷ ︸
cascade d’énergie

production à grande échelle︷ ︸︸ ︷
−u′

iu
′
j Sij

dissipation à petite échelle︷ ︸︸ ︷
−2ν‖S′‖2 . (1.37)

le modèle du physicien :

Le physicien se place dans le référentiel de l’écoulement moyen (l’hypothèse d’homogénéité locale
est sous-entendue) et se concentre sur la dynamique de la cascade turbulente. Il considère pour les com-
posantesu′

i(~x,t) de la vitesse turbulente, les équations de Navier-Stokes forcées :

∂u′
i

∂t
+ u′

j

∂u′
i

∂x′
j

= −1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν

∂2u′
i

∂xj∂xj
+ fi, (1.38)
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où la force extérieurefi(~x,t) rend compte de l’influence de l’écoulement moyen sur l’agitation turbu-
lente. Cette force stochastique assure une production constante d’énergie à grande échelle de sorte que

fiu′
i ≈ −u′

iu
′
j Sij . (1.39)

Dans la suite, nous examinerons les propriétés statistiques de la solution de l’équation (1.38). Pour
simplifier les notations, les primes seront omis pour représenter les fluctuations turbulentes et la densité
volumique du fluide sera prise égale à un :ρ = 1.

1.3.2 La fonction de corrélation de la vitesse ; constructiondes macro et micro-échelles
de la turbulence

L’objet central de la description statistique de l’agitation turbulente (supposée stationnaire) est la
fonction de corrélation spatiale (à deux points) de la vitesse [22] :

Rij(~x,~r,t) ≡ 〈ui(~x,t)uj(~x + ~r,t)〉 (1.40)

où 〈.〉 représente la moyenne d’ensemble (notation du physicien).

Dans le cadre (académique) d’une statistique stationnaire, homogène, isotrope et sans hélicité1, la
fonction de corrélation ne dépend que de l’écheller ≡ |~r|. Il est alors judicieux de considérer séparément
les corrélations longitudinales et transverses [23], en écrivant

R‖(r) =
1

3
〈u2

i 〉f(r) et R⊥(r) =
1

3
〈u2

i 〉g(r). (1.41)

On obtient alors

Rij(r) =
1

3
〈u2

i 〉
(

f(r) − g(r)

r2
rirj + g(r)δij

)
(1.42)

et la condition d’incompressibilité impose la relation supplémentaire

g(r) = f(r) +
r

2

df(r)

dr
. (1.43)

On voit ainsi que l’étude des corrélations de la vitesse turbulente se réduità celle des seules corréla-
tions longitudinales (figure 1.9).

la construction (explicite) des macro et micro-échelles de la turbulence :

– pour une séparation nulle, la fonction de corrélationR‖(0) = 1
3〈u2

i 〉 > 0 : il s’agit d’une mesure
de l’intensité énergétique de l’agitation turbulente.

– pour des séparations suffisamment grandes, on peut considérer queu‖(~x,t) etu‖(~x + ~r,t) ne sont
plus corrélées de sorte queR‖(r) = 0.

Le comportement deR‖(r) permet ainsi de définir une longueur de corrélation spatiale, ou macro-
échelle de la turbulence (figure 1.10). Cette macro-échelle caractérise la taille des plus grands tourbillons
de l’agitation du fluide ; elle est généralement estimée par

L ≡
∫ ∞

0
f(r)dr : échelle intégralede la turbulence. (1.44)
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~u(~x + ~r,t)

~r

u‖(~x,t)

u‖(~x + ~r,t)

~u(~x,t)

FIG . 1.9 –L’outil central de la description statistique de l’agitation turbulente, supposée stationnaire,
homogène, isotrope et sans hélicité, est la fonction de corrélation spatiale longitudinale :
R‖(r) ≡ 〈u‖(~x + ~r,t)u‖(~x,t)〉 ≡ 1

3〈u2
i 〉f(r) .
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  ∫
0
∞ f(r) dr ≈ 0.06 m : échelle intégrale

FIG . 1.10 –Mesure dans le sillage turbulent d’un cylindre vertical (C. Baudet et al.,1995), suffisamment
loin de l’obstacle pour supposer que la statistique turbulente soit homogène, isotrope et
sans hélicité. On retrouve pour l’échelle intégrale une longueur de l’ordre de grandeur du
diamètre du cylindre (D = 0.10 m). On peut néanmoins remarquer que l’échelle intégrale
donnée par l’équation (1.44) sous-estime assez largement la portée des corrélations de la
vitesse.
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FIG . 1.11 –Le spectre (en échelle) de la turbulence pleinement développée est très étendu. On peut
montrer explicitement queL/λ‖ ∼ Rλ (nombre de Reynolds turbulent).

Les mesures expérimentales indiquent que l’échelle intégrale est de l’ordre de grandeur de la taille de
l’écoulement, ce qui signifie encore que l’agitation turbulente est corréléeà l’échelle du système. Cette
observation est cohérente avec le raisonnement mené pour estimer la longueur de mélange turbulent
(section 1.2.1) .

Il est également possible de construire une micro-échelleλ‖ en caractérisant le comportement de
f(r) au voisinage de 0. En effet, la condition d’homogénéité spatiale imposef ′(0) = 0 et

f(r) = 1 −
(

r

λ‖

)2

+ O(r4) avec
1

λ2
‖

= −1

2

d2f

dr2
(0). (1.45)

Si l’on considère l’incrément de vitesse longitudinalδu‖(r) ≡ u‖(~x + ~r,t) − u‖(~x,t), on obtient
d’une part

〈δu‖(r)
2〉

2〈u2
‖〉

≈
(

r

λ‖

)2

pour r → 0 (1.46)

et d’autre part
〈δu‖(r)

2〉
2〈u2

‖〉
≈ 1 pour r & L. (1.47)

La représentation de〈δu‖(r)
2〉/2〈u2

‖〉 en fonction de l’écheller permet ainsi de visualiser la sépa-
ration entre la macro-échelle et la micro-échelle de la turbulence. Cette séparation définit l’étendue en
échelle de l’agitation turbulente (voir la figure 1.11).

Pour le tenseur des vitesses turbulentes de déformation, l’hypothèse d’isotropie conduit à

〈
‖S‖2

〉
∼ lim

r→0

〈
δu‖(r)

2
〉

r2
∼

〈u2
‖〉

λ2
‖

. (1.48)

1. Les corrélations croisées sont nulles, e.g.,〈ux(~x,t)uy(~x + r ~ex,t)〉 = 0.
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λ‖ est donc bien conforme à la définition de micro-échelle turbulente formulée par Taylor (section 1.3.1).
Cependant, on aurait pu construire de la même manière une micro-échelleλ⊥ à partir de la fonction de
corrélation transverse. En pratique, c’est d’ailleursλ⊥ que l’on choisit pour représenter la micro-échelle
turbulenteλ de Taylor. On aλ⊥ = λ‖/

√
2 par l’équation (1.43) d’où

1

λ2
= lim

r→0

〈
δu‖(r)

2
〉

〈u2
‖〉r2

. (1.49)

La puissance dissipée moyenne s’écrit alors

ε = 15ν
u2

rms

λ2
(1.50)

oùurms ≡ 〈u2
‖〉1/2 est l’écart type de chaque composante de la vitesse [23].

La puissance dissipée moyenneε permet d’établir le lien entre la macro-échelle et la micro-échelle
de la turbulence. En régime stationnaire,ε désigne la puissance qu’il faut fournir à grande échelle pour
maintenir la permanence de l’agitation turbulente. Ainsi, par un argument d’analyse dimensionnelle on
peut estimerε ∼ u3

rms/L. On obtient alors

(
L

λ

)
∼ Rλ. (1.51)

L’étendue en échelle de l’agitation turbulente est proportionnelle au nombrede Reynolds turbulent.

à propos de la micro-échelle turbulente de Taylor :

Par construction, la micro-échelle de Taylor représente l’échelle caractéristique des fluctuations spa-
tiales les plus fines de la vitesse. Selon Taylor : «it may be regarded as a measure of the diameters of the
smallest eddies which are responsible for the dissipation of energy».

La relation
〈
‖S‖2

〉
∼ (urms/λ)2 sous-entend l’existence d’un processus d’agitation décorrélé à

l’échelleλ, mais cette hypothèse n’est pas valable carλ ¿ L! Il convient donc de considérer les corré-
lations de la vitesse turbulente à l’échelle des gradients. Ce constat motive l’introduction d’une micro-
échelleη satisfaisant la relation

〈
‖S‖2

〉
∼

〈δu‖(η)2〉
η2

. (1.52)

Dans ce cas, il est nécessaire de décrire le comportement de〈δu‖(r)
2〉 en fonction de l’écheller pour

déterminerη. Il s’agit de l’approche suivie par Kolmogorov (1941).

Nous avons vu que la fonction de corrélationR‖(r) contenait des informations importantes sur la
portée des interactions de la turbulence, et constituait de ce fait un outil essentiel pour la construction
d’une description statistique. La fonction de corrélationR‖(r) détermine aussi le spectre d’énergie (en
nombre d’onde) de la turbulence. À ce jour, il n’y a pas de théorie pour décrireR‖(r). Ainsi, lorsqu’il
est mentionné que la turbulence reste un problème non résolu, cela sous-entend en tout premier lieu que
l’on ne sait pas décrire le comportement deR‖(r) à partir de principes physiques fondamentaux.
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l’hypothèse de turbulence gelée :

Dans le cadre (idéalisé) d’une turbulence homogène, les fluctuations turbulentes sont solutions des équations
de Navier-Stokes dans le référentiel de l’écoulement moyen:

(
∂ui

∂t
+ Uj

∂ui

∂xj

)
+

∂

∂xj
(uiuj) = − ∂p

∂xi
+ ν

∂2ui

∂xj∂xj
. (1.53)

Cela signifie que la turbulence se développe indépendammentdu mouvement d’advection, ou en d’autres termes,
que la turbulence est passivement transportée par l’écoulement moyen. Si la vitesse moyenneU est grande devant
la vitesse caractéristique de l’agitationurms, il est alors légitime de considérer que le profil spatial de vitesse
turbulente est transporté par l’écoulement moyen sans se déformer sur des temps très courts : il s’agit de l’hypothèse
deturbulence gelée[1].

Si l’on introduit le taux de turbulence
T ≡ urms

U
, (1.54)

l’hypothèse de turbulence gelée est valide pour les faiblestaux de turbulence : dans la pratique on considère
T . 10% comme une condition acceptable. Les résultats expérimentaux présentés dans ce mémoire utilisent
cette hypothèse.

1.4 La difficulté du problème statistique

La théorie statistique de la turbulence fait référence aux propriétés statistiques de la solution des
équations de Navier-Stokes. Le besoin d’une description statistique apparaît naturellement du fait de la
complexité intrinsèque de cette solution et de sa sensibilité à de faibles perturbations des conditions aux
bords et initiale. Il semble ainsi judicieux d’examiner un ensemble de réalisations plutôt que chaque
réalisation individuellement, et de vouloir mettre en évidence des lois de probabilité simples [24] (livre
sur la mécanique statistique de la turbulence).

La statistique des fluctuations observées dans les expériences en laboratoire, ou dans les simulations
numériques directes des équations de Navier-Stokes, est complexe. La distribution à un point de la vi-
tesse turbulente est proche d’une distribution Gaussienne mais les distributions conjointes à plusieurs
points(~x,t) s’écartent nettement de la loi Gaussienne : ce comportement est heuristiquement associé à la
concentration de vorticité le long de filaments.

Enfin, mentionnons que le problème statistique de la turbulence est d’un intérêt considérable du point
de vue de la mécanique statistique des systèmes irréversibles [25] (article devulgarisation).

1.4.1 Les équations statistiques de l’écoulement turbulent

Nous allons tout d’abord raisonner de manière très générale.

Pour construire une description statistique du champ de vitesse, considérons un ensemble infini de
réalisations de l’écoulement et établissons des moyennes sur ces réalisations [23]. Pour chacune de ces
réalisations, la vitesse~v(~x,t) s’écrit comme la somme de deux composantes, moyenne et fluctuante :

vi(~x,t) ≡ Ui(~x,t) + ui(~x,t). (1.55)

La statistique de la partie fluctuante nous intéresse plus particulièrement. Elle est décrite par l’en-
semble (infini) des fonctions de corrélation

Uij(~x,t; ~x′,t′) =
〈
ui(~x,t)uj(~x′,t′)

〉
, (1.56)

Uijk(~x,t; ~x′,t′; ~x′′,t′′) =
〈
ui(~x,t)uj(~x′,t′)uk( ~x′′,t′′)

〉
,

etc.
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Le problème statistique est a priori bien posé, si à l’instant initialt0 on donne la vitesse moyenne
Ui(~x,t0) et la fonction de corrélationUij(~x,t0; ~x

′,t′0) et si l’on suppose que la distribution de la vitesse
turbulente~u(~x,t0) est Gaussienne.

Aux tempst > t0, la distribution de~u(~x,t) n’est plus forcément Gaussienne du fait des corrélations
imposées par la dynamique (non-linéaire) des équations de Navier-Stokes. Cette évolution est gouvernée
par l’ensemble (infini) des équations statistiques satisfaites par les fonctionsde corrélation (1.56).

l’équation statistique pour la fonction de corrélation Uij(~x,t; ~x′,t′) :

Ne serait-ce que pour se rendre compte de la faisabilité des calculs!

On considère la vitesse~v(~x,t) du fluide (incompressible) dans un domaineV.

– la première étape consiste à éliminer la pression des équations de Navier-Stokes.
La pression est solution de l’équation de Poisson

∇2p(~x,t) = − ∂2vivj

∂xi∂xj
(~x,t), ~x ∈ V. (1.57)

On peut exprimerp(~x,t) sous la forme

p(~x,t) = −
∫

V
d3yD(~x,~y)

∂2vivj

∂yi∂yj
(~y,t) − ν

∫

∂V
d3yD(~x,~y)ni

∂2vi(~y,t)

∂n(~y)2
(1.58)

avec par convention∂2/∂n2 ≡ njnm∂2/∂xj∂xm. La fonction de Green du LaplacienD(x,y) est
la solution pour~x,~y ∈ V de l’équation

∇2
~xD(~x,~y) = δ3(~x − ~y) avec

∂D(~x,~y)

∂n(~x)
= 0, ~x ∈ ∂V. (1.59)

Le terme de surface de (1.58) est lié à la condition aux bords imposée à la vitesse. On considère
ici que la composante normale à∂V est nulle :ni(~x)vi(~x,t) = 0, ce qui revient encore à poser

∂p(~x,t)

∂n(~x)
= νni(~x)

∂2vi(~x,t)

∂n(~x)2
, ~x ∈ ∂V. (1.60)

– l’étape suivante consiste à ré-injecter l’expression de la pression (1.58) dans les équations de
Navier-Stokes. On obtient alors une équation de la forme

(
∂

∂t
− ν∇2

)
vi(~x,t) = −Lij(∇) vj(~x,t) − 1

2
Pijm(∇) vj(~x,t)vm(~x,t), (1.61)

où les opérateurs intégro-différentielsLij(∇) etPijm(∇) sont définis par

Pijm(∇) ≡ Pij(∇)
∂

∂xm
+ Pim(∇)

∂

∂xj

avec Pij(∇)f(~x) ≡ δijf(~x) − ∂2

∂xi∂xj

∫

V
d3yD(~x,~y)f(~y) (1.62)

et Lij(∇)f(x) ≡ ν
∂

∂xi

∫

∂V
d2yD(~x,~y)nj(~y)

∂2f(~y)

∂n(~y)2
. (1.63)
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Un terme supplémentaire de forçage peut apparaître au membre de droite de l’équation (1.61) si le fluide
est soumis à un champ de force extérieure. Par exemple, pour l’écoulement dans un tube incliné (infiniment
long) il faudrait rajouter un terme−ρg ~ez pour représenter la force de pesanteur s’exerçant sur le fluide.

Si l’on considère maintenantvi = Ui + ui avec〈ui〉 = 0, on établit d’une part
(

∂

∂t
− ν∇2

)
Ui(~x,t) + Lij(∇) Uj(~x,t) = (1.64)

−1

2
Pijk(∇) Uj(~x,t)Uk(~x,t) − 1

2
Pijk(∇) Ujk(~x,t; ~x,t)

et d’autre part
(

∂

∂t
− ν∇2

~x

)
Uil(~x,t; ~x′,t′) + Lij(∇~x) Ujl(~x,t; ~x′,t′) = (1.65)

−Pijk(∇~x) Uj(~x,t)Ukl(~x,t; ~x′,t′) − 1

2
Pijk(∇~x) Ujkl(~x,t; ~x,t; ~x′,t′).

On observe que la corrélation tripleUjkl intervient dans l’équation statistique deUil, ce qui signifie
qu’il est nécessaire de considérer l’équation statistique pourUjkl. De la même manière, on peut montrer
que les corrélations triples s’expriment en fonction des corrélations quadruples, et ainsi de suite. Cette
situation, que l’on avait déjà rencontrée dans l’étude du mouvement moyen,constitue une difficulté
majeure [26]. Une condition de fermeture statistique sera proposée au chapitre 2, sur la base d’arguments
phénoménologiques.

1.4.2 La représentation et la formulation du problème statistique

Nous allons maintenant nous placer dans un cadre idéalisé. Comme paradigmedu problème statis-
tique de la turbulence, nous allons considérer la solution tronquée des équations de Navier-Stokes forcées
dans une boîte cubique de côtéL avec des conditions périodiques sur toutes les faces [27] (cours sur la
mécanique statistique de la turbulence).

la solution tronquée de la turbulence :

Le développement en série de Fourier de la vitesse turbulente (de moyennenulle) est donné par

~u(~x,t) =
∑

~k

~̂u(~k,t) exp(i~k · ~x) avec ~k =
2π

L
Z

3 (1.66)

et les modes de Fourier sont solutions de l’équation dynamique

(
∂

∂t
+

dissipation à grandk & kd︷ ︸︸ ︷
νk2)ûα(~k,t) = − i

2
Pαβγ(~k)

∑

~p+~q=~k

ûβ(~p,t)ûγ(~q,t)

︸ ︷︷ ︸
redistribue l’énergie entre les modesk0 . k . kd

+

forçage à faiblek . k0︷ ︸︸ ︷
Pαβ(~k)fβ(~k,t) (1.67)

où

Pαβγ(~k) ≡ kβPαγ(~k) + kγPαβ(~k) et Pαβ(~k) ≡ δαβ − kαkβ

k2
(1.68)

est l’opérateur de projection sur l’espace des fonctions de divergence nulle.
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L’opérateurPαβ(~k) préserve la condition d’incompressibilité imposée au temps initial :

kαûα(~k,t) = 0. (1.69)

Une solution tronquée est obtenue en limitant la dynamique d’interaction (par triade) des équations
de Navier-Stokes aux excitations dont le nombre d’onde est inférieur à une certaine coupure (spectrale)
kc :

(
∂

∂t
+ νk2

)
ûα(~k,t) = − i

2
Pαβγ(~k)

|~p|,|~q|≤kc∑

~p+~q=~k

ûβ(~p,t)ûγ(~q,t) + Pαβ(~k)fβ(~k,t) pour |~k| ≤ kc.

(1.70)
Nous allons étudier la statistique de cette famille de systèmes dont les paramètres sont la force ex-

térieure~f(~k,t), la viscosité cinématiqueν et le nombre d’onde de coupurekc. À force fixée, la limite
thermodynamique (infinité de degrés de liberté excités) est obtenue en prenant

lim
ν→0

(
lim

kc→∞
( )

)
. (1.71)

L’ordre des limites est important, c’est ce que nous allons maintenant examiner.

une remarque sur l’influence de la coupurekc :

En régime de turbulence développée stationnaire, la puissance dissipée compense (en moyenne) le
taux de production d’énergie cinétique :ε =

∑
~k
<〈Pαβ(~k)û?

α(~k,t)fβ(~k,t)〉. La viscosité cinématique
n’apparaît donc pas dans le bilan global de dissipation turbulente. Cependant, la viscosité reste un para-
mètre important du problème lorsque l’on examine la dynamique individuelle des modes de Fourier.

Le coefficient d’amortissement visqueux s’écritνk2 pour les modes de nombre d’ondek. On s’at-
tend ainsi à ce que les modes de la vitesse turbulente soient fortement atténués au delà d’un certain
nombre d’ondekd. Une estimation dekd peut être obtenue en égalant l’amplitude du terme d’interaction
non-linéaire, qui entretient l’agitation turbulente, et l’amplitude du terme de dissipation visqueuse, qui
l’atténue, soit

E(k)3/2k3/2 ≈ νk2E(k) pour k ≈ kd. (1.72)

E(k) désigne le spectre moyen d’énergie turbulente. Le nombre d’onde decoupure dissipativekd est
ainsi donné par (

E(kd)

kd

) 1
2

≈ ν. (1.73)

À force extérieure et viscosité données,kd est fixé. Si l’on choisit la coupurekc de la solution tron-
quée de sorte quekc > kd, la solution tronquée constitue une bonne approximation de la solution com-
plète des équations de Navier-Stokes, car les modes négligés (ou filtrés) sont tous presqu’éteints. En
revanche, si l’on choisitkc < kd on observe que la solution tronquée est très différente de la solution
complète. Cela signifie que pour bien traiter la dynamique de la turbulence, il est nécessaire de tenir
compte des interactions non-linéaires entre tous les modes de Fourier excités, c’est à dire entre les modes
de nombre d’onde

0 < k ≤ kd. (1.74)

Dans la limite des faibles viscosités :kd → ∞. Il est donc important de considérer d’abord la limite
kc → ∞ avant de prendreν → 0.
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On peut résoudre numériquement le système dynamique (1.70) par une méthode pseudo-spectrale
[28] (livre sur les méthodes spectrales).

– si l’on choisit la coupure de la représentation numérique (discrète)kc & kd, la solution numérique
est une bonne approximation de la solution (continue) des équations de Navier-Stokes. Dans ce cas,
on dit que l’on effectue unesimulation numérique directe(DNS pourDirect Numerical Simulation)
des équations de Navier-Stokes.

– si l’on choisitkc < kd, pour économiser des ressources informatiques par exemple, il est alors né-
cessaire de modéliser les interactions (ditessous-maille) entre les modes résolus et les modes
filtrés. En général, on tient compte de ces interactions en ajoutant une composante turbulente
νturb.(~k,t) à la viscosité cinématique :

− i

2
Pαβγ(~k)

∑

~p+~q=~k avec|~p|,|~q|>kc

ûβ(~p,t)ûγ(~q,t) ≈ −νturb.(~k,t)k2ûα(~k,t). (1.75)

Il s’agit de la problématique abordée dans le chapitre 3.

la représentation du système :

Revenons à la solution tronquée des équations de Navier-Stokes :~u(~x,t) =
∑

k<kc

−→̂
u (~k,t) exp(i~k · ~x).

Les coefficients de Fourier~̂u(~k) ne sont pas linéairement indépendants : ils satisfont la condition
d’incompressibilité (1.69) et la relation de conjugaison

ûα(−~k) = û?
α(~k). (1.76)

Il est préférable de travailler avec un ensemble de variables indépendantes. Pour ce faire, on considère
les parties réelle et imaginaire des composantes de Fourier indépendantes vis à vis des contraintes (1.69)
et (1.76). On les ordonne en un ensemble{qα}α=1,...,N . Cet ensemble représente les degrés de liberté
indépendants de notre système.

Pour chaque vecteur d’onde, on décompose~̂u(~k) sur une base orthonormée(~n1(~k),~n2(~k)) dans le plan per-
pendiculaire à~k. On considère ensuite les parties réelle et imaginaire indépendantes de cette décomposition, que
l’on noteqα/

√
2.

Les équations dynamiques pour lesqα se mettent sous la forme

q̇α + ναqα =
∑

βγ

Aαβγ qβqγ + fα (Aαβγ = Aαγβ). (1.77)

να etAαβγ correspondent respectivement aux coefficients de dissipation et de couplage non-linéaire des
équations de Navier-Stokes. L’énergie cinétique (par unité de masse) dusystème est donnée par

E =
1

2

∑

α

q2
α. (1.78)
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au sujet du tenseurAαβγ :

Le tenseur d’interactionAαβγ caractérise le couplage non-linéaire entre les différents degrés de li-
berté de l’agitation turbulente. Dans le cas inviscide (ν = 0) et sans forçage :

– l’énergie totaleE(t) est conservée, soit

Ė =
∑

α

qαq̇α =
∑

α,β,γ

Aαβγqαqβqγ = 0 (να,fα = 0). (1.79)

Il en suit que pour tout triplet(α,β,γ) :

Aαβγ + Aβγα + Aγαβ = 0. (1.80)

– un second invariant du mouvement, appeléhélicité, est défini par

H(t) = i
∑

|k|≤K

εijm kmûi(~k,t)û?
j (

~k,t) : Ḣ = 0. (1.81)

– enfin, de nombreuses composantes du tenseurAαβγ sont nulles. En effet, en considérant l’équation
(1.70) on remarque queAαβγ 6= 0 si et seulement si les variablesqα, qβ et qγ correspondent aux
vecteurs d’ondes~k, ~k′ et ~k′′ tels que~k ± ~k′ ± ~k′′ = ~0. On peut alors établir que

Aαβγ 6= 0 si et seulement si α,β,γ tous différents. (1.82)

On peut constater que les deux invariants quadratiques (l’énergie et l’hélicité) sont des invariants de
la dynamique inviscide des équations de Navier-Stokes (sans forçage) qui persistent lors de l’introduction
de la coupurekc. Il existe une infinité d’invariants des équations continues : toute circulationde la vitesse
sur un contour fermé est une constante du mouvement, mais ces invariants nesont pas préservés après
coupure.

1.4.3 Les états d’équilibre du système inviscide

Nous nous intéressons tout d’abord à l’état statistique du système conservatif : ν = 0, ~f = ~0. Il s’agit
de mettre en place une méthode et d’examiner comment celle-ci peut, ou ne peut pas, être étendue au cas
de la turbulence, c’est à dire pourν > 0 et ~f 6= ~0.

La conservation du volume dans l’espace des phases s’exprime par
∑

α

∂q̇α

∂qα
= 0 (να = 0), (1.83)

qui peut être vue comme l’analogue du théorème de Liouville pour les variables canoniques d’un système
Hamiltonien [29] (livre de physique statistique). La densité de probabilité du champ de vitesse tronquée
(au tempst) est définie parρ(~q,t) avec la condition de normalisation

∫
ρdµ = 1 ; dµ =

∏

α

dqα désigne

l’élément de volume infinitésimal dans l’espace des phases. La conservation de la probabilité s’exprime
alors sous la forme

dρ

dt
≡ ∂ρ

∂t
+

∑

α

q̇α
∂ρ

∂qα
=

∂ρ

∂t
+

∑

αβγ

Aαβγ qβqγ
∂ρ

∂qα
= 0. (1.84)

À l’équilibre ∂ρ/∂t = 0 :
∑

αβγ

Aαβγ qβqγ
∂ρ

∂qα
= 0. (1.85)
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l’état d’équipartition de l’énergie :

Une constante du mouvement est particulièrement importante, il s’agit de l’énergie cinétique totale du
système. La densitéρ = ρ(E) est une solution de l’équation (1.85). Le principe de maximum d’entropie
conduit au choix particulier de la distribution de Maxwell-Boltzmann

ρ(E) ∼ exp (−βE) . (1.86)

Cette distribution correspond à l’état d’équipartition de l’énergie :

〈q2
α〉 ∼

1

β
. (1.87)

Dans cette formulation généralisée du postulat fondamental de la mécanique statistique, le paramètre
β apparaît comme un multiplicateur de Lagrange fixé par la valeur de l’énergie totale. Si l’on revient aux
composantes de Fourier, on obtient

〈ûi(~k,t)û?
j (

~k,t)〉 =
1

β
Pij(~k) pour |~k| ≤ kc. (1.88)

Cet état statistique est effectivement observé lorsque l’on simule numériquement l’équation (1.70)
avecν = 0 et ~f = ~0.

Si l’on prend en compte la conservation de l’hélicité, la densité de probabilité àl’équilibre s’écrit

ρ(E,H) ∼ exp(−β(E − ξH)) (1.89)

où ξ s’interprète comme le potentiel chimique associé à l’hélicité. L’équilibre thermodynamique est
caractérisé par

〈q2
α〉 ∼

β

β2 − ξk2
α

. (1.90)

On peut remarquer que les coefficientsAαβγ n’interviennent pas dans la distribution d’équilibre.
Cela implique que toute modification du tenseurAαβγ préservant l’énergie et l’hélicité ne modifie pas la
statistique de l’équilibre thermodynamique. Cette propriété ne sera pas vérifiée pour la turbulence, dont
l’état statistique dépend, de manière cruciale, de la structure des interactions mises en jeu.

1.4.4 La turbulence à énergie constante

Nous nous plaçons maintenant en régime turbulent :ν > 0 et ~f 6= 0. Nous supposons que la force
fα(t) est ajustée à tout instantt de manière à ce que l’énergie totale du système reste constante. Dans l’es-
pace des phases, la trajectoire du système est ainsi contrainte à rester sur la surface d’énergie constante
E = 1/2

∑

α

q2
α. Allons nous pour autant obtenir un état stationnaire d’équipartition de l’énergie?

Pour répondre à cette question, on peut effectuer une simulation numérique directe des équations de
Navier-Stokes. À chaque pas d’intégration, l’énergie dissipée est ré-injectée à faible nombre d’onde. On
observe alors que le système évolue vers un état statistique stationnaire d’énergie constante, mais celui-ci
ne correspond pas à l’état d’équipartition de l’énergie entre les degrésde liberté (figure 1.12). Le spectre
d’énergie décroît rapidement en suivant la prédiction de la théorie Kolmogorov (1941)E(k) ∼ k−5/3,
soit

〈q2
α〉 ∼ k

− 11
3

α . (1.91)
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FIG . 1.12 –Spectre d’énergie stationnaire en nombre d’onde d’une simulation numérique directe des
équations de Navier-Stokes à énergie constante (E. Lévêque). La prédiction de la théorie de
Kolmogorov (1941) est donnée parE(k) ∼ k−5/3. L’énergie n’est pas distribuée uniformé-
ment entre les modes de Fourier : le système n’est pas à l’équilibre thermodynamique.

comment comprendre ces différences?

Le système isolé, inviscide et sans forçage, conserve l’énergie dans son mouvement. Cette contrainte
détermine les états microscopiques accessibles du système et rien ne permet de privilégier (a priori)
certains états par rapport aux autres. Le postulat fondamental de la mécanique statistique consiste alors
à admettre qu’à l’équilibre tous les états accessibles sont équiprobables, ou encore, que la distribution
d’équilibre est, parmi toutes celles qui vérifie la contrainte imposée au système, celle qui maximise
l’entropie statistique [30]

S =

∫
ρ log ρdµ. (1.92)

Pourquoi ce même raisonnement ne s’applique-t-il pas au système turbulent à énergie constante?

Dans le cas de la turbulence, tous les états accessibles ne sont pas équiprobables. Il y a des états
microscopiques privilégiés : il s’agit des états participant au transfert d’énergie des petits vers les grands
nombres d’onde. Le postulat fondamental de la mécanique statistique, valable pour le système isolé, est
ainsi mis en défaut par le phénomène de cascade d’énergie. L’état statistique (stationnaire) réalisé par le
système dissipatif turbulent est un état (fortement) hors-équilibre.

Tout postulat physique doit être confronté à l’expérience : il s’agit icide savoir si les probabilités
des états microscopiques accessibles sont égales. Ce postulat n’est pas évident. En effet, si la prépara-
tion du système l’a placé dans un état particulier àt0, son état à l’instantt ultérieur est parfaitement
déterminé par les équations dynamiques (déterministes), on s’attend donc à ce que seuls certains états
microscopiques accessibles soient atteints. C’est le comportement chaotique du système, sa sensibilité à
une perturbation infinitésimale, qui assure la validité du postulat fondamental: ainsi un système isolé et



1.4. La difficulté du problème statistique 29

à l’équilibre, visite successivement et régulièrement tous les états microscopiques accessibles [29]. Dans
le cas de la turbulence, le système est chaotique mais suit des chemins particuliers dans l’espace des
phases, de sorte que tous les états accessibles ne sont pas visités avec lamême fréquence. On attribue ce
comportement particulier à la présence du terme de dissipation−νk2~̂u(~k,t) qui contraint le système à
développer une dynamique (particulière) de cascade d’énergie. Dansce cas, la spécificité des interactions
entre les degrés de liberté du système (la structure du tenseurAαβγ) devient importante. L’ensemble des
chemins parcourus dans l’espace des phases définit l’attracteur du système. L’attracteur de la turbulence
est très complexe : on dit qu’il estétrange[31].

1.4.5 La cascade d’énergie et la statistique hors-équilibre

Quant une force extérieure~f(t) s’exerce sur le système, la situation devient compliquée lorsqu’il
s’agit par exemple d’évaluer le tenseur de corrélation〈qα(t)qβ(t′)〉. On peut considérer le développement
de Taylor

~q(t′) = ~q(t) + ~̇q(t)(t′ − t) + ~̈q(t)
(t′ − t)2

2
+ ...

et utiliser l’équation dynamique pour estimer toutes les dérivées de~q(t), mais alors il faut connaître non
seulement~f(t) mais aussi toutes ses dérivées.

En toute généralité, une description statistique complète nécessite la déterminationd’une densité de
probabilité

Ψ
((

~q(t), ~f(t)
))

(1.93)

définie sur l’espace des paires de fonctions
(
~q(t), ~f(t)

)
satisfaisant l’équation dynamique (1.77).

On peut s’affranchir de cette dépendance vis à vis de~f(t), en posant par exemple

fα = να
′qα (1.94)

où να
′ > 0 est un coefficient d’entraînement de la vitesse à faible nombre d’onde. On se ramène ainsi à

une description classique, où la densité de probabilitéρ(~q(t),t) est solution de l’équation de Liouville

∂ρ

∂t
+ Lρ = 0 (1.95)

avec l’opérateur

L = −
∑

α


(να − να

′)
∂

∂qα
qα −

∑

βγ

Aαβγ qβqγ
∂

∂qα


 . (1.96)

On peut aussi supposer que la force~f(t) est Gaussienne, de moyenne nulle etδ−corrélée en temps. Dans
ce cas la contribution du forçage apparaît comme un terme de diffusion dansl’équation de Liouville
précédente.

Le problème reste néanmoins très difficile car la détermination de la densité de probabilité ρ(~q)
ne peut pas être menée de manière directe : une approche perturbative doit être envisagée. Sur ce su-
jet, deux travaux remarquables doivent être mentionnés. Il s’agit de l’approche perturbative proposée
par Kraichnan [32] et de l’approche variationnelle de l’équation de Liouville (1.96) proposée par Qian
[33]. Ces deux méthodes permettent de retrouver analytiquement le spectre d’énergie prédit par Kolmo-
gorov (1941). Cependant, elles ne parviennent pas à décrire le comportement anormal des corrélations
d’ordre supérieur de la vitesse turbulente [34]. Ce comportement anormal fait référence au phénomène
d’intermittence, que nous présenterons dans la section 1.4.7.
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l’approche de Kolmogorov :

L’approche de Kolmogorov (1941) est fondamentale car elle permet de prédire à partir d’arguments
d’analyse dimensionnelle simples, le spectre d’énergie de la turbulence [1]. Pour construire la statistique
hors-équilibre de la turbulence, Kolmogorov «exploite» une propriété essentielle du système : la cascade
d’énergie vers les petites échelles.

1.4.6 Une loi statistique de la cascade d’énergie : la théorie de Kolmogorov (1941)

les hypothèses de similarité de Kolmogorov :

L’approche de Kolmogorov diffère de celle de Taylor, en considérantles distributions des incréments
de la vitesse

δui(~x,~r,t) ≡ ui(~x + ~r,t) − ui(~x,t). (1.97)

Kolmogorov suppose que la statistique deδui est stationnaire, homogène et isotrope (sans hélicité).
Cette hypothèse est moins stricte que celle de Taylor, en considérant des propriétés d’invariance non plus
sur la vitesse mais sur les incréments spatiaux de la vitesse. On parle ici d’invariance locale plutôt que
d’invariance globale. Comment les distributions deδui(r) évoluent-elles avec l’écheller?

La théorie de Kolmogorov repose sur deux hypothèses de similarité [36] :

– pour des échellesr petites devant l’échelle intégraleL, les distributions des incréments de vitesse
δui(r) sont universelles (indépendantes du mécanisme de forçage) et sont fixées par la viscosité
cinématiqueν et le taux moyen d’énergie dissipée par unité de masseε.

En particulier, si l’on considère le second moment longitudinal

B‖(r) ≡ 〈δu‖(r)
2〉, (1.98)

on obtient
B‖(r) =

√
νεΦ(

r

η
). (1.99)

η est l’échelle élémentairede la cascade d’énergie etΦ( ) est une fonction universelle sans dimension.
Un argument d’analyse dimensionnelle donne

η =

(
ν3

ε

)1/4

. (1.100)

– pour des échellesr grandes devantη, les distributions deδui(r) ne dépendent pas deν.

On obtient ainsi aux échellesη ¿ r ¿ L :

〈δu‖(r)
2〉 = B (εr)2/3 (1.101)

oùB est une constante universelle.

L’intervalle d’échellesη ¿ r ¿ L est lazone inertielle: ce sont les effets inertiels du mouvement
qui dominent à ces échelles.

On peut remarquer que la loi d’échelle (1.101) ne fait intervenir aucuneéchelle caractéristique. Cette
propriété sous-entend que l’énergie se propage de manière auto-similaire(au sens statistique) à travers
les échelles [35] (thèse de P. Chainais).



1.4. La difficulté du problème statistique 31

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

k [m−1]

E
(k

) 
[m

3 
s−

2]

théorie de Kolmogorov 

bruit de mesure 

k
d
 

FIG . 1.13 –Spectre d’énergie en nombre d’onde, mesuré expérimentalement dans un jet turbulent (C.
Baudet et A. Naert au laboratoire de Physique de l’ENS-Lyon). Le signal temporel de vitesse
est enregistré en un point fixe de l’écoulement. La turbulence est homogène et isotrope en
espace ; le nombre de Reynolds turbulentRλ ≈ 390. On observe une loi de décroissance
du spectre en accord avec la prédiction de KolmogorovE(k) ∼ k−5/3. On a utilisé ici
l’hypothèse de turbulence gelée :ω = Uk oùU est la composante moyenne de la vitesse.

à propos des micro-échelles de Taylor et de Kolmogorov :

L’échelle élémentaireη peut être vue comme l’échelle de coupure (ultra-violette) de la cascade
d’énergie : la turbulence accomplit un transfert conservatif d’énergiejusqu’à l’échelleη, puis toute l’éner-
gie est dissipée. Ainsi, on retrouve à partir des équations (1.100) et (1.101)

ε ∼ ν
〈δu‖(η)2〉

η2
. (1.102)

La micro-échelle de Taylor correspond, quant à elle, à l’échelle caractéristique des fluctuations de
vitesse (supposée indépendantes) contribuant à la dissipation :

ε ∼ ν
u2

rms

λ2
. (1.103)

En rassemblant ces deux estimations, on obtient finalement
(

λ

η

)2

∼ u2
rms

〈δu‖(η)2〉 . (1.104)

Le rapportλ/η met ainsi en évidence les corrélations spatiales du champ de vitesse aux pluspetites
échelles. En utilisant les définitions de ces deux échelles, on obtient explicitement

(
λ

η

)2

=
√

15Rλ. (1.105)

Cette équation met l’accent sur l’importance des corrélations du champ de vitesse à très petite échelle
dans le régime de turbulence pleinement développée. Cette propriété différencie nettement l’agitation
turbulente d’un bruit (blanc) classique.
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la prédiction du spectre d’énergie :

Dans l’hypothèse où le spectre d’énergieE(k) décroît suffisamment rapidement à très grand nombre
d’onde, on obtient à partir de l’équation (1.101) la célèbre prédiction

E(k) = Cε2/3k−5/3. (1.106)

C est laconstante de Kolmogorov. Cette expression caractérise la variance des fluctuations turbulentes
aux nombres d’onde où la dynamique est dominée par le terme d’interaction non-linéaire. Ce spectre est
bien vérifié expérimentalement (figure 1.13) et numériquement (figure 1.12) .

On peut étendre la prédiction de Kolmogorov à tous les nombres d’onde :

E(k) = Cε2/3k−5/3f(
k

kd
), (1.107)

oùf( ) est une fonction universelle et

kd =
( ε

ν3

)1/4
∼ 1

η
(1.108)

est le nombre d’onde (dissipatif) de Kolmogorov.

Au chapitre 3, un autre nombre d’onde caractéristique sera introduit en raisonnant non plus sur le
spectre mais sur la fonction de transfert d’énergie.

la mécanique de la cascade ; l’étirement de la vorticité :

Derrière les hypothèses de similarité de la théorie de Kolmogorov (1941), conduisant au spectre
d’énergieE(k) ∼ k−5/3, se cache l’image d’une cascade d’énergie par interactions locales en nombre
d’onde : la décroissance rapide du spectre suggère que seuls les modes de même nombre d’onde in-
teragissent entre eux pour transférer de l’énergie à des nombres d’onde plus petits. D’un point de vue
mécanique, si l’on considère un tourbillon d’une certaine taille, les mouvements à plus grandes échelles
ont principalement pour effet de le transporter sans le déformer. D’autre part, les mouvements à plus
petites échelles, plus rapides, sont en moyenne nuls à l’échelle de notre tourbillon et de ce fait le per-
turbent peu. Finalement, les seuls mouvements susceptibles d’affecter significativement la stabilité d’un
tourbillon sont les tourbillons de même taille. Le mécanisme responsable du transfert d’énergie vers des
échelles plus petites est alors celui de l’étirement de la vorticité.

un peu de cinématique :

La vorticité est définie comme le champ rotationnel de la vitesse :

~ω(~x,t) =
−→∇ × ~u(~x,t). (1.109)

En prenant le rotationnel des équations de Navier-Stokes, on obtient l’équation dynamique

D~ω

Dt
≡ ∂~ω

∂t
+ (~u.

−→∇)~ω = (~ω.
−→∇)~u + ν∆ω. (1.110)

Pour illustrer le rôle fondamental du terme(~ω.
−→∇)~u dans le mécanisme de transfert d’énergie, consi-

dérons l’équation précédente sans dissipation :

D~ω

Dt
= (~ω.

−→∇)~u. (1.111)
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FIG . 1.14 –Pour un fluide parfait (inviscide), le théorème de Helmholtz indique qu’uneligne de vorticité
demeure constamment une ligne de vorticité [4]. Comme la nature chaotique de la turbu-
lence tend à séparer deux éléments de fluide très proches, la ligne de vorticité a tendance à
s’étirer.

Cette équation est identique à celle qui décrit la séparation de deux éléments de fluide très proches
par un champ de vitesse~u :

D ~δs

Dt
= (~δs.

−→∇)~u (1.112)

où ~δs représente la distance initiale entre les deux éléments.

Si l’on choisit ~δs le long d’une ligne de vorticité, on obtient

Dδs

Dt
=

par l’équation (1.111)︷ ︸︸ ︷
ωiωj

ω2

∂ui

∂xj
δs =

1

ω2

D

Dt

(
ω2

2

)
δs soit

1

2

Dω2

ω2
=

Dδs

δs
. (1.113)

On en déduit ainsi queω/δs est conservé et donc que l’allongement de la ligne de vorticité s’ac-
compagne d’une intensification de la vorticité (figure 1.14). Une distribution initiale de vorticité aura
ainsi tendance à s’étirer et se concentrer sur des objets géométriques fins et allongés (figure 1.15). Ces
objets sont desfilaments de vorticité. Nous utiliserons explicitement cette information dans le modèle
d’exposants d’échelle présenté dans le chapitre 2.

La théorie de Kolmogorov repose sur l’hypothèse d’un transfert d’énergie homogène en espace, car
seule la valeur moyenne de la dissipation est prise en compte. Au contraire, lemécanisme d’étirement
de la vorticité indique que ce transfert est principalement réalisé par des objets étirés, qui ne remplissent
qu’une faible partie de l’espace. Le mécanisme d’étirement de la vorticité semble donc remettre en cause
l’approche de Kolmogorov.

la généralisation de la théorie de Kolmogorov :

On peut généraliser la théorie de Kolmogorov à tous les moments statistiques deδu‖(r) ou fonctions
de structure de la vitesse: Sp(r) ≡ 〈|δu‖(r)|p〉. Les hypothèses de similarité conduisent à la prédiction

〈|δu‖(r)|p〉 = Bp (εr)p/3 : η ¿ r ¿ L. (1.114)
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Leveque & She, 1993

R   ~ 120λ 

FIG . 1.15 –Instantané de la solution numérique des équations de Navier-Stokes (domaine cubique avec
conditions aux bords périodiques, forçage aléatoire isotrope à faible nombre d’onde) où
l’on a représenté les iso-surfaces de forte enstrophieω2(~x,t) ≡ |~∇ × ~u(~x,t)|2. L’activité
tourbillonnante se concentre sur une faible fraction de l’espace : le long de filaments.
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Les constantesBp sont universelles.

À partir de l’équation (1.114), on obtient que tous les moments normalisés

〈|δu‖(r)|p〉
〈|δu‖(r)|2〉p/2

(1.115)

sont universels, indépendants du taux moyen de dissipationε et de l’écheller (dans la zone inertielle).
Nous verrons que cette prédiction est contredite par les données expérimentales et numériques (figure
1.16).

une équation statistique exacte en turbulence homogène et isotrope :

À partir des équations de Navier-Stokes, on peut établir une équation exacte reliant le comportement
des fonctions de structure longitudinales d’ordre deux et trois [37] :

−2

3
ε(t) − 1

2

∂〈δu‖(r,t)
2〉

∂t
=

1

6r4

∂r4〈δu‖(r,t)
3〉

∂r
− ν

r4

∂

∂r
r4 ∂〈δu‖(r,t)

2〉
∂r

(1.116)

avec

ε(t) = −3

2

durms(t)
2

dt
=

15ν

2

∂2

∂r2
〈δu‖(r,t)

2〉|r=0. (1.117)

Cette équation est satisfaite dans le cadre d’une turbulence en déclin, c’est à dire sans production
d’énergie cinétique à grande échelle [38]. Dans le cas d’une turbulence stationnaire, on montre de la
même manière qu’aux échelles petites par rapport à l’échelle de forçage [39] :

−4

5
εr = 〈δu‖(r)

3〉 − 6ν
d〈δu‖(r)

2〉
dr

. (1.118)

L’ équation de Karman-Howarth(1.118) établit qu’aux échelles inertielles

〈δu‖(r)
3〉 = −4

5
εr. (1.119)

Cette équation indique que la distribution deδu‖(r) n’est pas symétrique. Cette dissymétrie peut
s’interpréter comme une signature de l’irréversibilité (temporelle) de la dynamique turbulente. En effet,
en changeantt en−t, l’incrément de vitesseδu‖(r) devient−δu‖(r) ; si le système était réversible la
distribution deδu‖(r) serait symétrique et le moment d’ordre trois serait nul.

1.4.7 Au delà de la théorie de Kolmogorov : prendre en compte le phénomène
d’intermittence

L’hypothèse d’un comportement en lois de puissance des fonctions de structure de la vitesse (dans
la zone inertielle) n’est pas remise en cause par l’expérience mais les exposants d’échelle mesurés ne
varient pas linéairement avec l’ordrep [40] :

Sp(r) ∼ rζp mais ζp 6= p

3
(sauf ζ3 = 1). (1.120)

Cet écart à la loi de Kolmogorovζp = p/3 est la signature d’une forte intermittence aux petites échelles.

Aux petites échelles (sous-entendues petites devant l’échelle intégrale) l’agitation turbulente du fluide
s’organise en une assemblée de structures tourbillonnantes intenses, séparées par des régions plus calmes
et plus désordonnées (figure 1.15). L’intermittence fait référence à ce comportement et rend compte de
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FIG . 1.16 –Le coefficient d’aplatissement de la distribution deδu‖(r) est défini comme le moment renor-
malisé d’ordre 4 :F (r) = 〈δu‖(r)

4〉/〈δu‖(r)
2〉2 (C. Baudet et al.). Pour une distribution

Gaussienne centrée,F = 3. On observe queF (r) n’est pas constant aux échellesr . L
(échelle intégrale). Les hypothèses de similarité de Kolmogorov sont donc clairement mises
en défaut.

l’importance des zones actives par rapport aux zones calmes. De manière plus quantitative, la statistique
de l’agitation du fluide à l’écheller est caractérisée par l’incrément spatial de vitesseδu‖(r). Du fait
de l’intermittence, la distribution deδu‖(r) s’écarte fortement d’une distribution Gaussienne à petite
échelle. Cet écart peut être quantifié par le coefficient d’aplatissement

F (r) ≡
〈δu‖(r)

4〉
〈δu‖(r)2〉2

. (1.121)

On observe sur la figure 1.16 que l’intermittence augmente lorsque l’écheller décroît. Une description
originale de l’intermittence sera présentée dans le chapitre 4.

la théorie (raffinée) de Kolmogorov et Oboukhov :

En 1962, Kolmogorov et Oboukhov [41] ont proposé de raffiner la théorie de Kolmogorov (1941) en
attribuant un rôle prépondérant à la distribution spatiale du taux de dissipation (par unité de masse) :

ε(~x,t) ≡ 2ν‖S(~x,t)‖2 =
ν

2

∑

i,j

(
∂ui(~x,t)

∂xj
+

∂uj(~x,t)

∂xi

)2

> 0. (1.122)

Localement, le taux de dissipation à l’écheller est défini par la moyenne (spatiale)

εr(~x,t) =
1

4
3πr3

∫

|~y|<r
ε(~x + ~y,t)d~y. (1.123)

Les hypothèses de similarité précédentes sont reprises, en considérant que la turbulence est locale-
ment conditionnée à l’écheller par la valeur deεr(~x,t) :

B‖(~x,t,r|εr(~x,t)) = B(~x,t)r2/3εr(~x,t)2/3. (1.124)
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Par intégration sur toutes les valeurs possibles deεr(~x,t) :

B‖(~x,t,r) = B(~x,t)r2/3
〈
εr(~x,t)2/3

〉
. (1.125)

Dans le cadre d’une statistique homogène et stationnaire

B‖(r) = B(εr)2/3

(
L

r

)−µ

(1.126)

en notant

〈εr(~x,t)2/3〉 ≡ ε2/3

(
L

r

)−µ

. (1.127)

Le paramètreµ est leparamètre d’intermittence: il caractérise l’écart à la prédiction de la théorie de
Kolmogorov (1941) pour le moment d’ordre deux.

D’une manière plus générale, on obtient pour les fonctions de structure de la vitesse

〈|δu‖(r)|p〉 = Bp(εr)
p/3 〈ε

p/3
r 〉

εp/3
. (1.128)

Les corrections à la loi linéaireζp = p/3 sont donc contenues dans le comportement du terme

〈εp/3
r 〉/εp/3 en fonction de l’écheller :

si
〈εp/3

r 〉
εp/3

∼
( r

L

)τp/3

alors ζp =
p

3
+ τp/3. (1.129)

De manière heuristique, Kolmogorov et Oboukhov associent ainsi le phénomène d’intermittence aux
fluctuations du taux de dissipation d’énergie, et ouvrent par la même occasion une boîte de Pandore
contenant l’ensemble des distributions statistiques possibles pour le taux de dissipation [42] [43].

la statistique log-normale :

Kolmogorov et Oboukhov ont proposé un candidat plausible pour la statistique deεr : il s’agit du
modèle log-normal, dans lequel la distribution delog εr est supposée Gaussienne :

P(log εr) =
1√
2πσ2

r

exp

(−(log εr − mr)
2

2σ2
r

)
. (1.130)

Les paramètresmr et σ2
r représentent respectivement la moyenne et la variance delog εr. Le modèle

log-normal conduit à la prédiction du spectre des exposants

ζp =
p

3
+

1

2
µp(p − 3) avec µ > 0. (1.131)

Le choix d’une statistique log-normale pourεr est raisonnable mais reste arbitraire. Il s’agit princi-
palement d’obtenir une correction quadratique à la théorie linéaire précédente (voir le chapitre 4).
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FIG . 1.17 –Coupe du champ de dissipationε(~x,t) obtenue par simulation numérique directe des équa-
tions de Navier-Stokes (E. Lévêque). L’intensité de la dissipation est représentée par une
barre de couleurs graduée de 0 à 1. Le champ de dissipation est organisé spatialement. On
observe que la dissipation se concentre sur des structures fines.
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au sujet du taux de dissipation :

Dans la théorie de Kolmogorov (1941), la statistique des fluctuations inertiellesde la vitesse est fixée
par le taux moyen de dissipationε. Cette hypothèse se justifie si l’on considère queε représente aussi
le flux moyen d’énergie de la cascade (par conservation de l’énergie) et peut de ce fait être interprétée
comme une grandeur inertielle.

La théorie de Kolmogorov (1941) ne suppose pas queε(~x,t) est constant mais seulement que les
fluctuations deε(~x,t) ne sont présentes qu’à des échelles plus petites que l’échelle de coupure η. Aux
échelles inertielles, les fluctuations du taux de dissipation sont négligées et l’on considèreεr(~x,t) ≈ ε.

Dans la théorie raffinée de 1962, Kolmogorov et Oboukhov prennent en compte les fluctuations
inertielles deε(~x,t). Cependant, la considération du taux de dissipation à une échelle inertieller n’est
pas véritablement satisfaisante carεr(~x,t) reste une grandeur dissipative. Il n’y a donc a priori aucune
raison de vouloir relier la statistique deδu‖(r) et celle deεr [42]. Il semblerait plus naturel de considérer
une quantité directement liée au transfert d’énergie à l’écheller [45].

au sujet de la cascade :

Dans la théorie raffinée de Kolmogorov et Oboukhov (1962) les distributions deδu‖(r) sont fixées
par la viscosité cinématiqueν, le taux moyen d’énergie dissipéeε et l’échelle intégraleL. L’introduction
de l’échelle intégraleL est motivée par l’idée d’un transfert d’énergie résultant de la répétitiond’un
même processus élémentaire de fission des tourbillons en tourbillons plus petits :le pas de la cascade.
Le nombre de pas nécessaires pour propager une excitation de l’échelleintégraleL à l’écheller est
alors mesuré parlog(r/L). Il est aussi sous-entendu que chaque pas de cascade est indépendant des pas
précédents. Cette représentation de la cascade d’énergie conduit au concept deprocessus multiplicatifà
travers les échelles, qui sera par la suite développé par Bernard Castaing [46].

Enfin, dans la théorie de Kolmogorov (1941) les exposants d’échelle sont fixés par un argument
dimensionnel. Ici, toutes les valeurs positives du paramètreµ sont a priori permises : c’est la structure du
tenseur des interactionsAαβγ qui fixe la valeur du paramètre d’intermittenceµ ; ce lien n’a pas encore
pu être établi.

la log-normalité et l’étirement de la vorticité :

Dans le contexte du mécanisme d’étirement de la vorticité, l’augmentation de l’intermittence vers
les petites échelles est liée à une activité tourbillonnante se concentrant surune fraction volumique de
l’espace de plus en plus faible.

Un modèle simple consiste à supposer que la vorticité est étirée par un taux d’étirement aléatoire :

Dω

Dt
= b(t)ω (1.132)

où b(t) représente l’étirement effectif du champ de vitesse.b(t) est supposé aléatoire et indépendant de
ω(t). Cette équation conduit à

log

(
ω(t)

ω(0)

)
=

∫ t

0
b(s)ds. (1.133)

Pourt grand devant le temps de cohérence deb(s), la statistique deω(t) devient log-normale. En
supposantε(~x,t) ∼ νω2(~x,t) cette dynamique fournit un argument en faveur du modèle de Kolmogorov
et Oboukhov (1962). Cependant, si l’on choisit une équation modèle plus réaliste pour la vorticité, en
considérant par exemple une corrélation entreb(t) et ω(t), on obtient une nouvelle loi statistique pour
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ω(t). Finalement, on peut s’interroger sur le processus stochastique sélectionné par le mécanisme d’éti-
rement de la vorticité. Il s’agit là d’une autre façon d’aborder la problématique de la turbulence [44]
(article de revue).

Enfin, mentionnons que l’importance de la dynamique du fluide dans l’approche statistique motive
naturellement une approche Lagrangienne du problème. Ce point de vuepermet de s’affranchir des effets
d’advection par les mouvements à grande échelle, et de se concentrer sur le mécanisme du transfert
d’énergie vers les petites échelles. Cette approche sera développée dans le chapitre 5.

1.4.8 Le formalisme de cascade multiplicative de Castaing

Le formalisme développé par Bernard Castaing reprend l’idée d’un processus de cascade multiplica-
tive à travers les échelles, et permet de traiter tous les processus stochastiques a priori possibles.

L’hypothèse d’auto-similarité (statistique) formulée dans la théorie de Kolmogorov (1941) implique
que la distribution deδu‖(r) à l’écheller est à un facteur de dilatation près, notéW(r/L), identique à
celle deδu‖(L) à l’échelle intégrale :

Pr(x) =
1

WPL(
x

W ). (1.134)

Les lois d’échelle〈|δu‖(r)|p〉 = Bp(εr)
p/3 sont retrouvées pourW(r/L) = (r/L)1/3.

Une généralisation immédiate de cette relation d’auto-similarité est obtenue en supposant que le
facteur de dilatationW(r/L) n’est pas fixe mais peut fluctuer (en restant positif). Il en suit

Pr(x) =

∫
Gr,L(logW)

1

WPL(
x

W )d logW (1.135)

où la fonctionGr,L représente la distribution de la variablelogW(r/L). Toute l’information concernant
la forme de la distribution deδu‖(r) est contenue dans lepropagateurGr,L.

L’identité (1.135) repose sur des hypothèses très générales. En effet, si la distribution deδu‖(r)
est fixée de manière univoque par la distribution deδu‖(L), et non pas par toute la succession des
distributions entre les échellesr et L, cela signifie que le processus de cascade à travers les échelles
est supposé Markovien. Une autre hypothèse apparaît si l’on considère la distributionQr de la variable
log |δu‖(r)|. L’équation (1.135) est équivalente à la relation de convolution

Qr = Gr,L ⊗QL, (1.136)

ce qui revient encore à poser

|δu‖(r)| = W(
r

L
) . |δu‖(L)| (1.137)

en supposant que les variables stochastiquesW(r/L) et|δu‖(L)| sont indépendantes. La variableW(r/L)
peut ainsi être vue comme unmultiplicateurmettant en correspondance les fluctuations des incréments
de vitesse aux échellesL et r. La description de la cascade se ramène ainsi à la caractérisation de la
distribution delogW(r/L) : le propagateurGr,L.

Ce formalisme sera utilisé dans le chapitre 4 pour rendre compte de la déformation des distributions
deδu‖(r) dans la zone dissipative.
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1.5 Présentation des travaux

– Chapitre deux : «Hiérarchie statistique et structures dynamiques intermittentes»

Le problème de la turbulence réside en grande partie dans la difficulté d’inclure dans la description
statistique, une information (objective et pertinente) concernant la dynamique du mouvement. De
manière très schématique, on peut cependant mentionner les points suivants :

• la cascade d’énergie: Richardson (1922) a introduit une première information importante sur la
turbulence, à savoir que la dynamique du fluide réalise une cascade (conservative) d’énergie des
grandes vers les petites échelles. Des résultats expérimentaux et numériques ont montré qu’il était
nécessaire de spécifier le mécanisme de la cascade.
• l’étirement de la vorticité et l’intermittence: le transfert d’énergie vers les petites échelles se réa-
lise par un étirement de la vorticité. Ce mécanisme est responsable de fluctuations anormalement
élevées et conduit à une statistique fortement non-Gaussienne des incréments de vitesse à petite
échelle : il s’agit du phénomène d’intermittence.
• les filaments de vorticité: Le mécanisme d’étirement de la vorticité conduit asymptotiquement à
la formation d’objets dynamiques identifiables : les filaments de vorticité. On peutles détecter, leur
associer un temps de vie, une extension spatiale et un taux de transfert d’énergie. Ces événements
participent aux fluctuations extrêmes du système.

Le modèle de hiérarchie statistique intègre ces différents points. Il propose une structure hiérar-
chique des fluctuations turbulentes, qui permet d’inclure les caractéristiques des fluctuations ex-
trêmes dans la description statistique. Ce modèle est cohérent avec la réalisation (sous-jacente)
d’un processus de cascade multiplicative suivant une loi log-Poisson.Sur ce point, nous présente-
rons un travail récent où ce processus est explicitement identifié.

– Chapitre trois : «Concilier cascade d’énergie et viscosité turbulente : à quel prix?»

Nous reprendrons de manière plus formelle la description de la cascade d’énergie. Par des raison-
nements phénoménologiques, il est possible de caractériser cette cascade en raisonnant sur le taux
de transfert d’énergie vers les petites échelles. Il apparaît que la cascade ne se fait pas au même
rythme à toutes les échelles : des grandes vers les petites échelles, elle s’accélère dans la zone
inertielle puis se ralentit progressivement dans la zone dissipative. Ce comportement dynamique
met en évidence un nouveau nombre d’onde caractéristique, qui sépare les zones d’accélération
et de décélération de la cascade. Quelle est la signification physique de cenombre d’onde carac-
téristique? Peut-on relier ce nombre caractéristique à la portée des interactions entre modes de
Fourier? Ces questions seront abordées. Nous montrerons aussi qu’il est possible de thermaliser
l’agitation turbulente au delà de ce nombre d’onde caractéristique, sans perturber la dynamique
des modes de la zone inertielle. Ce travail propose une nouvelle approchede la simulation numé-
rique des grandes échelles de la turbulence : il s’agit ici de coupler la dynamique des équations de
Navier-Stokes avec un thermostat très visqueux à grand nombre d’onde.

– Chapitre quatre : «Catastrophe ultra-violette de la turbulence?»

L’intermittence rend compte de la prépondérance des zones actives par rapport aux zones calmes
du mouvement turbulent. Sur la base de raisonnements simples, nous proposerons une description
quantitative (sans paramètre ad hoc) de l’intermittence, de l’échelle intégralejusqu’aux plus petites
échelles de l’agitation turbulente. Nous montrerons en particulier que cette intermittence augmente
fortement aux très petites échelles, lorsque les effets dissipatifs s’intensifient. Cela peut paraître a
priori contradictoire car l’on s’attendrait à ce que la dissipation régularise l’écoulement, mais peut
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néanmoins se comprendre en considérant que les effets dissipatifs ne sont pas uniformes : ils sont
importants dans les régions calmes et désordonnées alors que la dissipationpeine à adoucir les sin-
gularités du champ de vitesse associés aux structures cohérentes. Les effets dissipatifs renforcent
donc le contraste entre les régions actives et calmes, d’où une augmentation de l’intermittence. Ces
arguments phénoménologiques seront repris de manière explicite et quantitative. Nous montrerons
en particulier que cette augmentation de l’intermittence dépend du nombre de Reynolds et diverge
avec celui-ci.

– Chapitre cinq : «Approche Lagrangienne de l’intermittence»

L’approche Lagrangienne en turbulence consiste à étudier la dynamiquedes particules de fluide de
l’écoulement. Le mécanisme de transfert d’énergie se formule naturellementen terme de suivi de
particules puisqu’il s’agit de comprendre comment un tourbillon se déforme, dans son mouvement
d’advection par les grandes structures, pour transmettre son énergie àplus petite échelle. Notre
approche est principalement phénoménologique, motivée par des résultats numériques et expéri-
mentaux. Nous montrerons que l’accélération des particules de fluide manifeste un comportement
complexe : son module reste corrélé sur des temps longs (comparable au tempsintégrale de cor-
rélation de la vitesse) alors que sa direction se décorrèle sur des temps trèscourts. Un modèle de
marche au hasard pour décrire ce mouvement sera proposé.

– Chapitre six : «Turbulence près d’une paroi»

Bien que l’agitation turbulente soit entretenue par les gradients de la vitesse moyenne, le tenseur
∂ui/∂xj n’intervient pas dans la description statistique des fluctuations turbulentes.En fait, il est
habituellement sous-entendu qu’à une échelle suffisamment petite devant l’échelle intégrale, la
dynamique des tourbillons est dominée par le mécanisme d’étirement de la vorticitéet ressent peu
le gradient de vitesse moyenne : ce gradient est considéré comme nul à l’échelle du tourbillon.
Il existe néanmoins des situations où cette hypothèse n’est plus valable, par exemple près d’une
paroi solide. Dans ce cas, l’agitation turbulente est affectée à toutes les échelles par le gradient de
vitesse moyenne, appelé cisaillement.
Nous proposerons une description unifiée de la turbulence en présence, ou non, d’un cisaillement.
Cette description conduit à l’introduction d’une fonction de structure généralisée du champ de
vitesse, comportant un terme supplémentaire relatif au cisaillement. Cette description théorique
est en bon accord avec les données expérimentales.
Une application directe de ce travail concerne la modélisation numérique de la turbulence. Les
méthodes de simulation des grandes échelles rencontrent des problèmes près des parois : lorsque
l’on s’approche de la paroi le cisaillement s’intensifie et ses effets sur ladynamique turbulente
deviennent prépondérants ; les conditions de fermeture des équations aux grandes échelles doivent
être modifiées. Nous proposerons une solution qui repose sur la considération des fonctions de
structure généralisées au lieu des fonctions de structure usuelles, et qui de ce fait incorpore direc-
tement les effets du cisaillement. De cette façon, les zones «loin de la paroi» et«près de la paroi»
peuvent être traitées de manière unique : la viscosité turbulente n’est plus ajustée de manière ad
hoc en fonction de la distance à la paroi.



CHAPITRE DEUX

Hiérarchie statistique et structures
dynamiques intermittentes

2.1 Une absence de consensus mais quelques idées maîtresses

De très nombreuses études expérimentales, numériques et théoriques ontété menées depuis les pre-
miers travaux d’Osborne Reynolds (1883). Cependant, il n’existe pasencore, aujourd’hui, de véritable
consensus sur ce qui pourrait constituer une solution du problème de la turbulence [25] [48] (articles
sur les challenges de la turbulence). On peut néanmoins identifier quelques propriétés fondamentales sur
lesquelles une majorité de gens s’accordent :

− tout d’abord, un écoulement turbulent est intrinsèquement désordonné. Le chaos est spatio-temporel
et implique un très grand nombre de mouvements tourbillonnants en interaction permanente et simulta-
née. L’état statistique qui décrit ces interactions met en défaut les lois de l’équilibre thermodynamique ;
les corrélations mises en jeu sont spécifiques à la forme mathématique des équations du mouvement (les
équations de Navier-Stokes).

− les interactions entre tourbillons assurent un transfert d’énergie des grandes échelles, où l’agitation
est entretenue par les gradients de vitesse moyenne, vers les petites échelles où elle est dissipée en chaleur
par friction moléculaire.

− un ordre spatio-temporel est visible (par intermittence) dans le désordre apparent de l’agitation
turbulente. Cet ordre apparaît sous la forme de mouvements isolés de fortevorticité. Expérimentalement,
il a été possible de visualiser ces mouvements particuliers en introduisant de minuscules bulles d’air
dans un écoulement liquide [49]. Les bulles viennent se placer préférentiellement dans les zones où la
rotation du fluide est grande. Ainsi, on observe par instant une concentration importante de bulles le long
de filaments, puis les bulles se dispersent avant que cela ne se reproduise ailleurs. Si l’oeil (de la caméra)
décèle cet ordre ponctuel, c’est parce qu’il s’impose de manière forte. Ces mouvements d’enroulement du
fluide sont en général très intenses, d’autre part ils sont étendus. Les zones d’influenceet dedépendance
des filaments de vorticité peuvent atteindre la taille du système. À cet instant, le système développe
une dynamique particulière, qui réalise une cohérence (de phase) entre ces degrés de liberté, et conduit
à une fluctuation anormalement grande du mouvement d’agitation. On peut y trouver là l’origine des
fluctuations non-Gaussiennes de la turbulence [50].
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L’importance des structures dynamiques cohérentes :ordre dans le désordreapparent de la turbu-
lence, est maintenant devenue évidente [51]. Ces observations stimulentune approche statistique nou-
velle. En effet, la présence de ces structures suggère l’importance deslois de la dynamique des fluides
dans la description statistique. Dans ce contexte, nous avons proposé une description des lois d’échelle
des corrélations spatiales du champ de vitesse turbulente :

• «Universal scaling laws in fully developed turbulence», Z.-S. SHE & E. L ÉVÊQUE, Physical
Review Letters, vol. 72, 1994, p. 334

Cette description conduit à une prédiction (sans paramètre ad hoc) des exposants d’échelle des fonc-
tions de structures de la vitesse, en très bon accord avec les données expérimentales et numériques. L’idée
maîtresse est l’existence d’une relation de hiérarchie entre fonctions de structure d’ordre croissant. Cette
relation caractérise l’interaction des structures dynamiques et établit ainsi,de manière concrète, un lien
entre statistique et dynamique. Les seuls paramètres qui entrent en jeu sont relatifs à la nature des struc-
tures dynamiques cohérentes : leur dimension fractale et leur exposant d’échelle (exposant d’Hölder de la
singularité associée). Dans cette description, les caractéristiques des fluctuations extrêmes gouvernent la
statistique. Cette approche s’oppose clairement à une description classique et stimule un intérêt théorique
[52] [53] [54].

Le très bon accord entre les prédictions du modèle de hiérarchie statistique et les résultats expé-
rimentaux est encourageant. Afin d’aller plus loin dans la validation, et pour approfondir le lien entre
statistique et dynamique, nous avons conduit une étude détaillée du modèle encouche de la turbulence
(homogène et isotrope). Le modèle en couche de la turbulence est un système dynamique modèle, qui
manifeste les propriétés essentielles d’un système turbulent, mais avec un nombre (très) restreint de de-
grés de liberté. Des études numériques et analytiques peuvent être menées plus facilement qu’avec les
équations de Navier-Stokes : il constitue de ce fait un outil d’étude de la turbulence très intéressant.
Nous avons mis en évidence que les propriétés statistiques du modèle en couche dépendent de la na-
ture des événements extrêmes (en modifiant le mécanisme de dissipation à petite échelle). Cependant,
cette dépendance disparaît lorsque les fonctions de structure sont représentées les unes en fonction des
autres : le comportement relatif des fonctions de structure est universel.Ce résultat est important car la
notion d’universalité est centrale en turbulence ; la détermination des propriétés robustes, intrinsèques,
des systèmes turbulents est un point essentiel [55]. Nous avons proposé une interprétation théorique de
l’universalité de ces comportements relatifs.

Dans ce chapitre, nous rappellerons et discuterons les principaux tenants et aboutissants du modèle
de hiérarchie statistique, et les résultats obtenus pour le modèle en couche de la turbulence (section 2.2).
Dubrulle (1994) et She & Waymire (1995) ont montré que la statistique du modèle de hiérarchie est
exactement réalisée par un processus (multiplicatif) de cascade suivantune loi log-Poisson. Sur ce point,
nous présenterons des résultats récents sur l’identification de ce processus (sous-jacent) log-Poisson à
partir de données expérimentales (section 2.3). Enfin, nous mentionnerons très rapidement la généralité
du modèle de hiérarchie statistique (section 2.4).

2.2 Le modèle de hiérarchie statistique

2.2.1 Les ingrédients

La dynamique globale de l’agitation turbulente résulte de l’interaction de structures spatio-temporelles
présentant différents niveaux d’intensité et de cohérence. Nous proposons de caractériser cet ensemble
de structures par une suite croissante de niveaux (typiques) d’amplitudede fluctuations, définis comme
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le rapport de moments successifs du taux de dissipation à l’écheller :

ε(p)
r ≡ 〈εp+1

r 〉
〈εp

r〉
, p = 0, 1, etc. (2.1)

On rejoint ici l’approche de Kolmogorov et Oboukhov (1962), qui attribue au champ de dissipation
ε(~x,t) un rôle prépondérant dans la description statistique de la turbulence.

Si l’on introduit la famille de distributions (indexée parp)

Qp(εr) ≡
εp
rP (εr)

〈εp
r〉

(2.2)

oùP (εr) désigne la distribution deεr, le niveau de fluctuation d’ordrep peut être vu comme la dissipation
moyenne pondérée par la distributionQp (figure 2.1) :

ε(p)
r =

∫ ∞

0
εrQp(εr)dεr = 〈εr〉Qp . (2.3)
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FIG . 2.1 –Qp désigne ici la densité de probabilité du champ de dissipation normaliséε(~x,t)/ε. Lorsque
l’ordre p augmente, le poids de la distributionQp porte sur des amplitudes de plus en plus
grandes (données numériques, E. Lévêque).

La hiérarchie définie par l’équation (2.1) s’étend du champ moyenε
(0)
r ≡ ε aux fluctuations extrêmes

ε(∞)
r ≡ lim

p→∞
ε(p)
r . En termes de lois d’échelle, chaque élément est associé à un exposantλp tel que

ε(p)
r ≡ 〈εp+1

r 〉
〈εp

r〉
∼ rλp . (2.4)

Nous nous plaçons ici dans le contexte d’une turbulence pleinement développée, homogène et isotrope.
L’hypothèse de lois d’échelle pour le champ de dissipation s’écrit〈εp

r〉 ∼ rτp d’où λp ≡ τp+1 − τp.
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Par construction, la suite des exposantsλp est nécessairement décroissante :

λ0 = 0︸ ︷︷ ︸
ε
(0)
r =〈εr〉=ε par définition

≥ λ1 ≥ .... ≥ λ∞ ≡ lim
p→∞

λp. (2.5)

On obtient ainsi :

– si λ∞ = λ0 alors tous lesλp sont égaux : le champ de dissipation est mono-fractal. Avec la
conditionλ0 = 0, on retrouve la théorie de Kolmogorov (1941) :〈εp

r〉 = εp.

– si λ∞ < λ0 alorsτp est une fonction non-linéaire dep : le champ de dissipation est multi-fractal
[56]. Si en particulierλp est linéaire enp, on retrouve le modèle log-normal de Kolmogorov et
Oboukhov (1962).

Le formalisme introduit est donc très général ; chaque modèle possède sapropre hiérarchie de ni-
veaux de fluctuation. Dans la suite, nous proposerons une hiérarchie particulière, construite sur l’idée
que les fluctuations extrêmes du taux de dissipation sont associées à des structures dynamiques bien
identifiables : les filaments de vorticité.

2.2.2 L’existence d’une fluctuation extrême identifiable

Dans le modèle de hiérarchie statistique, la suite(λp)p≥0 converge versλ∞ < ∞ lorsquep → ∞.
Cette hypothèse implique que les fluctuations extrêmes du taux de dissipation sont identifiables (en terme
de singularité de Hölder) par leur exposantλ∞. Dans le cadre du modèle multifractal, cela revient à
supposer que le spectre des singularités du champ de dissipation admet uneborne inférieureλ∞. On
obtient ainsi

ε(p)
r ≈ ap ε

( r

L

)λ∞

pour p → ∞. (2.6)

Remarquons que cela n’implique pas forcémentlim
p→∞

ε(p)
r < ∞ car l’on peut a priori avoirlim

p→∞
ap = ∞.

une remarque concernant les fluctuations extrêmes :

En pratique, les moments statistiques sont estimés par une moyenne tronquée qui converge lorsque
la taille de l’échantillon tend vers l’infini, ainsi par exemple

〈εp
r〉N ≡ 1

N

N∑

i=1

εp
r( ~x0,ti) → 〈εp

r〉 pour N → ∞. (2.7)

En considérant la limitep → ∞ avant de faire tendre la tailleN vers l’infini, on obtient alors

lim
p→∞

〈εp+1
r 〉N

〈εp
r〉N

= sup
i=1...N

εr( ~x0,ti) ∼
( r

L

)λ∞

pour N → ∞, (2.8)

ce qui confère à la fluctuation d’amplitude maximum (pour un échantillon suffisamment grand) une signi-
fication particulière : c’est une singularité de Hölder du signal qui est identifiable de manière univoque.
Ce point important a été spécifiquement examiné pour le modèle en couche, dans l’article

• «Cascade structures and scaling exponents in a dynamical model of turbulence : Measurements and
comparisons», E. LÉVÊQUE & Z.-S. SHE, Physical Review E, vol. 55, 1997, p. 2789
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2.2.3 La condition de fermeture statistique

Pour caractériser notre hiérarchie statistique, il est nécessaire de préciser une relation entre les diffé-
rents niveaux de fluctuation. Nous proposons la relation

ε
(p+1)
r

ε
(∞)
r

= Ap

(
ε
(p)
r

ε
(∞)
r

)β

pour toutp ≥ 0. (2.9)

0 < β < 1 est un paramètre universel etAp est un coefficient indépendant de l’écheller. Cette relation
de récurrence peut être vue comme une solution simple, compatible avec les conditions suivantes :

– un comportement en lois de puissance pour tous lesε
(p)
r .

– une suite croissante et convergente de niveaux de fluctuations aveclimp→∞ ε
(p)
r = ε

(∞)
r .

On obtient ainsiλp = λ∞ + βp(λ0 − λ∞) puis pour les exposantsτp :

τp = λ∞p + C(1 − βp). (2.10)

La condition supplémentaireλ∞ + C(1 − β) = 0 est imposée par la contrainteλ0 = 0.

une interprétation phénoménologique (possible) :

L’agitation turbulente apparaît comme un enchevêtrement de tourbillons plus ou moins étirés. Pour
rendre compte de l’état turbulent, il est nécessaire de caractériser la façon dont ces structures interagissent
entre elles. Cette interaction est compliquée et vouloir la décrire d’une manière précise (ou déterministe)
n’est pas réaliste. D’un point de vue qualitatif, on peut néanmoins affirmer que : une structure intense en-
traîne et étire les structures moins intenses et plus désordonnées qui l’entourent, d’autre part le désordre
environnant contribue aussi à la perturber, voire à la détruire. Ce scénario souligne l’interaction entre
structures présentant des degrés d’intensité et de cohérence voisins: une structure intenseε(p+1)

r en-
traîne les structures moins intensesε

(p)
r qui l’entourent, qui elles mêmes entraînent des structures moins

intenses, etc.

Ce raisonnement motive une relation entre niveaux de fluctuation d’ordresuccessifs. D’autre part, le
paramètreβ caractérise l’efficacité de ce mécanisme d’entraînement (ou d’étirement) :

– pourβ ' 1 : ε
(p+1)
r ≈ ε

(p)
r ≈ ε. On retrouve le champ de dissipation (sans fluctuations inertielles)

de la théorie de Kolmogorov (1941) ; il n’y a pas d’étirement des tourbillons.

– pour0 < β < 1 : il y a étirement de la vorticité, intermittence et lois d’échelle non-linéaires.

Le paramètreC > 0 s’interprète comme la co-dimension fractale du support des fluctuations ex-
trêmes. En effet, on obtient

〈εp
r〉 ∼

( r

L

)λ∞p+C
pour p → ∞. (2.11)

Le facteur(r/L)C représente ainsi (à une constante d’ordre un près) la probabilité d’occurrence de la
fluctuation extrême à l’écheller [57].
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lois d’échelle en turbulence homogène et isotrope

Les exposants d’échelleτp sont fixés par les propriétés caractéristiques des fluctuations extrêmes :
leur exposant de singularitéλ∞ et leur co-dimension fractaleC. Dans le cadre d’une turbulence homo-
gène et isotrope, on obtient par un raisonnement simple d’analyse dimensionnelleλ∞ = −2

3 . D’autre
part, les fluctuations extrêmes de la dissipation sont associées à la présence de structures filamentaires de
dimension fractale égale à un et donc de co-dimensionC = 2. La prédiction du modèle devient donc

τp = −2

3
p + 2(1 − (

2

3
)p) ou encore ζp =

p

9
+ 2(1 − (

2

3
)p/3). (2.12)

Les résultats expérimentaux et numériques sont en très bon accord avecles prédictions (sans paramètre
ad hoc) de ce modèle [11]. Enfin, remarquons que l’information accessible concernant la dynamique de
l’agitation turbulente, est ici suffisante pour fixer tous les paramètres du modèle.

2.2.4 Application au modèle en couche de la turbulence : classe d’universalité des
exposants relatifs

— extrait de l’introduction de l’article : «Cascade Structures and Scaling Exponents in a Dynamical
Model of Turbulence : Measurements and Comparisons», E. LÉVÊQUE & Z.-S. SHE, Physical Review
E, vol. 55, 1997, p. 2789

«...It is widely accepted that the motion of an ordinary incompressible fluid is accurately described by the
Navier- Stokes equations for a wide range of viscosity, or Reynolds number. The Navier-Stokes equations have so
been regarded as the first principle for describing turbulence : the turbulent state is identified as the very chaotic
solution of the equation. At the present time, rigorous nonlinear analysis of the equation has yielded few construc-
tive results. The nature of the difficulty seems to lie in a poor knowledge about the functional space in which a
typical turbulent solution evolves. Any a priori estimate without taking into account such knowledge does not seem
to yield any optimal characterization of the properties of turbulence. Physicists rather investigate these properties
from a phenomenological standpoint, that is, starting fromhypotheses motivated by experimental and numerical
observations. Interestingly, this is also the approach adopted by the mathematician Kolmogorov, according to Ya-
glom. This line of study has yielded very fruitful results during the past half century and continues to expand
nowadays. While recognizing that eventually the Navier-Stokes turbulence needs to be fully understood, it is wor-
thwhile to examine carefully various other systems exhibiting the essential features of fully developed turbulent
dynamics. These features include, from the present phenomenological understanding, the existence of an inertial
range of scales where cascade dynamics are fully developed.As one moves away from a deductive approach based
on the first principle, such studies are particularly important. Indeed, studies on various turbulent systems allow
one to differentiate the Navier-Stokes system from others and identify the role of the essential ingredients in the
N-S system: e.g., the conservation laws, the degree of the nonlinearity, etc. More importantly, it may stimulate the
development of a general theoretical framework for non-equilibrium systems presenting critical and scale inva-
riance properties. This has been the essential motivation behind the present study of a dynamical-system model of
turbulence, namely the Gledzer-Ohkitani-Yamada shell model...»

Le modèle en couche de la turbulence peut être vu comme une caricature deséquations de Navier-
Stokes dans l’espace de Fourier. Il possède néanmoins sa propre identité, du fait de son nombre restreint
de degrés de liberté et de la stricte localité de ses interactions [60] (article derevue récent).

La dynamique est gouvernée par le système d’équations différentielles

u̇n + νk2
n

(
kn

kd

)α

un = i

(
knu∗

n+1u
∗
n+2 −

kn−1

2
u∗

n+1u
∗
n−1 −

kn−2

2
u∗

n−1u
∗
n−2

)
+ fn (2.13)

pour l’ensemble des variables complexesun(t) avecn = 0,1, ...,N .
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La variable dynamiqueun(t) peut être vue comme l’excitation effective des modes de Fourier de la
vitesse dans l’intervalle (ou couche) de nombre d’ondeskn = k02

n ≤ k < kn+1. Le couplage entre
les couches est ici strictement local et limité aux deux plus proches voisins. En régime stationnaire, les
excitations du modèle en couche sont entretenues par une forcefn agissant à faible nombre d’onde. Enfin,

la dissipation d’énergie est assurée par un terme de dissipation hyper-visqueuse :−νk2
n

(
kn
kd

)α
un, où

l’exposantα ≥ 0 est la dissipativité,ν est la viscosité (cinématique) etkd ≡ (ε/ν3)1/4 est le nombre
d’onde dissipatif de Kolmogorov (1941).

Le terme non-linéaire du modèle en couche ressemble à celui des équations deNavier-Stokes. Il
conserve le volume dans l’espace des phases et l’énergie totale

E =
N∑

n=0

1

2
|un|2. (2.14)

Un second invariant est donné par

H =
N∑

n=0

(−1)nkn|un|2, (2.15)

qui s’apparente à l’hélicité :Hn n’a pas de signe défini et|Hn| ∼ knEn .

−1 0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

log
10

(k
n
)

<
F

n>
 / 

ε

−1 0 1 2 3 4 5 6
−15

−10

−5

0

log
10

(k
n
)

lo
g 10

 <
E

n>

<E
n
> ∼  k

n
−0.71 

FIG . 2.2 –Le modèle en couche de la turbulence développe une cascade d’énergie à flux moyen
constant :〈Fn〉 = ε (taux moyen de dissipation). Le spectre d’énergie décroît en loi de puis-
sance :〈En〉 ∼ k−0.71

n (données numériques, E. Lévêque).

Du fait de sa faible dimension, ce système dynamique peut être étudié numériquement de manière
intensive. Ainsi, les études ont montré qu’après un régime transitoire, le système évolue vers un attracteur
étrange [61]. Sur cet attracteur, la dynamique manifeste les propriétés fondamentales d’une dynamique
turbulente : une cascade d’énergie gouvernée par le terme d’interactions’accomplit entre les échelles de
forçage et de dissipation, et définit une zone inertielle caractérisée pardes lois d’échelle satisfaites par
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les moments statistiques de l’amplitude de vitesse et du flux d’énergie :

〈|un|p〉 ∼ k
−ζp
n et 〈|Fn|p〉 ∼ k

−τp
n avec ζp =

p

3
+ τp/3. (2.16)

Le flux d’énergie est construit en établissant un bilan d’énergie dans lacouchen :

Ėn = Fn−1 − Fn + <(u∗
nfn) − 2νk2

n

(
kn

kd

)α

En (En ≡ 1

2
|un|2) (2.17)

avec

Fn = −kn

4
=(un−1unun+1 + 4unun+1un+2). (2.18)

Les exposantsζp du modèle en couche sont différents des prédictions de la théorie de Kolmogorov
(1941) et cet écart est lié au phénomène d’intermittence : le flux d’énergie Fn(t) est une quantité très
fluctuante dont la variance augmente avec l’indice de couchen. Dans le cas d’une dissipation hyper-
visqueuse à grand nombre d’onde, nous avons montré que lesζp dépendent de la dissipativitéα et ne
sont donc pas universels vis à vis du mécanisme de dissipation. Cette dépendance est liée à l’existence
d’une cascade inverse d’énergie, induite par la dynamique de dissipation. La cascade inverse s’intensifie
lorsqueα augmente. Pour chaque dissipativitéα, l’interaction des cascades directe et inverse d’énergie
conduit à un nouvel état statistique stationnaire, caractérisé par des lois d’échelle spécifiques. Cependant,
une classe d’universalité est observée : les exposants relatifsζp/ζq ne dépendent pas de la dissipativité
α. Ces résultats ont été publiés dans l’article :

• «Viscous effects on inertial range scalings in a dynamical model of turbulence», E. LÉVÊQUE &
Z.-S. SHE, Physical Review Letters, vol. 75, 1995, p. 2690

au sujet de la dissipation :

La notion d’universalité vis à vis du mécanisme de dissipation fut suggérée par Kolmogorov (1941) :
les propriétés statistiques dans la zone inertielle sont indépendantes du mécanisme de dissipation puisque
les effets dissipatifs sont négligeables à ces échelles. Cette hypothèse est généralement admise dans
de nombreux modèles théoriques, où le rôle de la dissipation se borne à la réalisation d’une coupure
ultra-violette des fluctuations inertielles. Les résultats obtenus pour le modèle en couche suggèrent, au
contraire, quele mécanisme de dissipation soit pris en compte explicitement dans la description des
fluctuations inertielles.

Dans le chapitre d’introduction, nous mentionnions que la dissipation pouvaitêtre tenue responsable
de sélectionner, parmi toutes les solutions possibles des équations de Navier-Stokes, celles qui réalisent
une cascade d’énergie des grandes vers les petites échelles. Pour le modèle en couche, nous avons mon-
tré que le mécanisme de dissipation marque aussi profondément le détail spatio-temporel de la cascade
d’énergie : le flux inverse d’énergie (prenant origine dans la zone dissipative) semble jouer un rôle im-
portant. Nous en reparlerons dans le chapitre suivant.

Dans le cadre du modèle de hiérarchie statistique, nous pouvons justifier l’existence d’une classe
d’universalité des exposants relatifs pour différentes dissipativitésα. Cette explication repose sur l’hy-
pothèse que le mécanisme de dissipation hyper-visqueuse modifie l’exposant d’échelle de la structure la
plus intense mais laisse inchangée la relation hiérarchique entre les différents niveaux de fluctuation. En
d’autres termes, l’exposantλ∞ dépend de la dissipativitéα alors que le paramètreβ n’en dépend pas, ou
encore, les fluctuations extrêmes sont sensibles au mécanisme de dissipationalors que le paramètreβ ne
l’est pas. Ce dernier serait plutôt lié à la structure des interactions non-linéaires mises en jeu.
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2.3 La solution du modèle de hiérarchie statistique : le propagateur
log-Poisson

Dans le formalisme de cascade multiplicative présenté dans l’introduction, la condition de fermeture
du modèle de hiérarchie est satisfaite par le multiplicateurWr1,r2 :

logWr1,r2 = λ∞ log
r1

r2
+ n

(
r1

r2

)
log β, (2.19)

oùn (r1/r2) est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre

λ

(
r1

r2

)
= C log

(
r1

r2

)
. (2.20)

Il s’agit du processus de cascade multiplicative log-Poisson, proposéindépendamment par Dubrulle
(1994) [58] et She & Waymire (1995) [59].

« Est-il possible d’identifier explicitement ce processus multiplicatif log-Poisson entre les fluctua-
tions du taux de dissipation moyenné à deux échelles inertielles différentesr1 et r2 :

εr2(x,t + ∆t) = Wr1,r2(t) εr1(x,t) ? » (2.21)

Nous aborderons ce point dans la section suivante.
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FIG . 2.3 –Le taux de dissipation moyenné à deux échelles inertielles différentesr1 et r2 (données expé-
rimentales, C. Baudet et al.). Est-il possible de mettre en correspondance les fluctuations des
deux signaux par un multiplicateur (indépendant) suivant une loi log-Poisson?
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2.4 Article présenté

2.4.1 «Some experimental support for an underlying log-poisson process in
turbulence», E. LÉVÊQUE, 2004

A turbulent system exhibits chaotic fluctuations over a widerange of temporal and spatial scales. In the statis-
tically steady state, these fluctuations are sustained at all scales via different mechanisms. Large-scale fluctuations
are usually triggered by an external forcing or a fluid instability. At smaller scales, fluctuations are maintained by
the so-called cascade dynamics, which propagate (in mean) excitations towards small scales until the dissipative
range is reached; fluctuations are then strongly damped out by molecular viscous effects. The range of scales where
cascade dynamics prevail, is called the inertial range.

The cascade dynamics are governed by strongly non-linear interactions between triads of Fourier modes. These
couplings operate an intense mixing of information betweenmodes, rendering extremely chaotic fluctuations and
inciting to take a probabilistic outlook at the cascade process. The modelling of the inertial-range cascade, as a
stochastic process, has stirred many studies [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Following the pioneering works of the Russian school
[7, 8, 9] in the 60’s, the cascade process is described according to

εr2
= Wr1,r2

εr1
, (2.22)

where fluctuations of the coarse-grained (locally averaged) energy dissipation rate at inertial-range scalesr1 andr2

(with r2 < r1) are related by an independent random multiplierWr1,r2
[10, 11]. Among existing models, the so-

called Log-Poisson process proposed by Dubrulle [5] and She& Waymire [6], has attracted much attention. This
process is provided by a quantized random cascade picture, in which small-scale fluctuations of the dissipation
rate are generated from large-scale fluctuations via a discrete multiplicative factor. The random multiplier of the
Log-Poisson model explicitly reads

Wr1,r2
= αr1,r2

βn, (2.23)

where0 < β < 1 is a scale independent parameter andn is a Poisson random variable with mean valueλr1,r2
.

The termαr1,r2
is deterministic and characterizes the rate of amplification (across the scales) of the most intense

dissipation fluctuations ; the parameterβ may be viewed as a modulation quantum of this deterministic amplifica-
tion.

The Log-Poisson cascade process leads to statistics, from which the scaling model of turbulence proposed
by She & Lévêque [12] can be exactly derived. The scaling exponents predicted by [12] are found in striking
agreement with both experimental and numerical values, which suggests the existence of an underlying Log-
Poisson process in turbulence. However, the realization ofsuch cascade process has not been demonstrated yet.

In homogeneous and isotropic turbulence, the power-law scaling predictions of [12] are exact solutions of the
random multiplicative process governed by (2.23) providedthat

αr1,r2
= −2

3
log

(
r2

r1

)
, β =

2

3
(2.24)

and that the Poisson variablen is characterized by the parameter (mean value)

λr1,r2
= 2 log

(
r2

r1

)
. (2.25)

In the present study, we shall provide some support for the realization of such a discrete mapping between small-
scale fluctuations of the energy dissipation rate, in a turbulent jet flow.

The turbulent jet flow originates from a nozzle of diameterD = 50 mm. The fluid is air. The instantaneous
streamwise component of the velocity is measured by a hot wire connected to a TSI constant temperature anemo-
meter. The hot wire is a1 mm long platinum wire of thickness4 µm. The velocity measurements have been made
on the centerline of the jet at a distance of25D downstream from the nozzle. The jet is not confined on lateralsides
in order to avoid boundary effects. The turbulent rate of thevelocity signal isT ' 28%. Such a large value a priori
endangers the use of the mean velocity in order to switch fromtemporal to spatial increments (Taylor’s hypothe-
sis). However, we have not observed any major qualitative differences in our results when resampling our signal
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FIG . 2.4 –The range of scales where|〈δur
3〉|/r is close to the horizontal dashed liney = (4/5)ε̄ can be

viewed as the inertial range of the energy cascade. In the present experiment, a jet turbulence,
this domain approximatively extends over a decade.

by use of the local velocity. Eventually, our measurements have been recast into the space domain according to
u(x,t+∆t) = u(x−ū∆t,t), whereū denotes the mean velocity. The Reynolds number based on Taylor microscale
is Rλ ' 600. The integral scaleL ' 25 cm and the characteristic energy-dissipation scaleη ' 130 µm.

A peculiar feature of the cascade process refers to the observation that all moments of inertial-range fluctua-
tions display a power-law dependence on scale. In the case ofhomogeneous and isotropic turbulence, such a scale
dependence can be established rigorously from the dynamical equations of turbulence, namely the Navier-Stokes
equations, for the third-order longitudinal velocity structure function [15] :

〈δur
3〉 = −4

5
ε̄r, (2.26)

whereδur denotes the longitudinal velocity increment across a distancer andε̄ is the mean dissipation rate. The
equation (2.26) is interesting as it allows us to identify the inertial-range of the cascade process; it also provides
a good test of consistency for experimental data. In the present experiment, we observe in the figure 2.4 that the
equation (2.26) is eventually well satisfied over a finite domain of scales.

The local energy dissipation rateε(x,t) has been estimated by the one-dimensional surrogate

ε(x,t) ' 15ν

(
∂u(x,t)

∂x

)2

, (2.27)

whereν denotes the kinematic viscosity of air. The space derivative has been approximated by a discrete fourth-
order scheme. The (spatially) coarse-grained dissipationrate is obtained according to

εr(x,t) =
1

r

∫ x+r

x

ε(x′,t)dx′ =
ū

r

∫ t

t−r/ū

ε(x,t′)dt′. (2.28)

The random propagatorWr1,r2
underlying the Log-Poisson process does not a priori connect simultaneous

events in space and time; this is actually a necessary condition in the case of a discrete process. In general, the
mapping therefore reads

εr2
(x + ∆x,t + ∆t) = Wr1,r2

εr1
(x,t). (2.29)

Under the Taylor’s hypothesis, one then obtains

εr2
(x + δx,t) = εr2

(x,t + δt)︸ ︷︷ ︸
Taylor hyp.

= Wr1,r2
εr1

(x,t), (2.30)
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with δx = ∆x − ū∆t andδt = −δx/ū. The multiplierWr1,r2
may therefore be viewed either as a multiplier in

space (along the direction of the mean flow) at a fixed instant,or in time at a fixed location. The Taylor’s hypothesis
ensures that these two formulations are equivalent. The present experimental context imposes the mapping in time,
the space variablex being fixed by the location of the velocity probe. Note that ina numerical simulation, one
would rather opt for the mapping in space.

Let us now consider the function

N(t,τ) =
1

log β

(
log

εr2
(x,t + τ)

εr1
(x,t)

− log αr1,r2

)
. (2.31)

If the Log-Poisson mapping eventually underlies the cascade dynamics, it is expected that for allt there exists a
time shiftδt such that

N(t,δt) = n, (2.32)

wheren is a random Poisson variable with meanλr1,r2
.

The dynamical meaning of the cascade process, viewed as a mapping between fluctuations at different scales,
remains unclear. As already mentioned, non-linear couplings between modes render extremely chaotic dynamics,
which a priori prevents from defining this mapping in a deterministic manner. Our approach will consist in as-
suming that (2.32) is satisfied, i.e. a discrete multiplicative process eventually underlies the cascade dynamics.
Afterwards, the (integer) random variablen will be inferred by simple intuitive arguments that we shallnow
present.

In practicer2 denotes a small (inertial-range) scale; the functionN(t,τ) is rapidly changing inτ and displays
large fluctuations. Therefore, one expects to find a small time shiftδt such thatN(t,δt) takes an integer value. If
δt is small, one may approximateN(t,δt) by

N(t,δt) ' N(t,0) +
∂N

∂τ
(t,0) δt. (2.33)

This approximation inevitably presents some limitations,e.g. when second-order terms must be considered in the
Taylor expansion (2.33). On the other hand, these situations are not very frequent and do not notably alter the
statistics ofn.

We are looking for an independent multiplicative process, i.e.n independent ofεr1
. According to the equation

(2.28), this condition incites to rather consider positivetime shift δt. Indeed, forδt < 0 the coarse-graining
intervals ofεr1

(x,t) andεr2
(x,t) are embedded one inside the other, whereas forδt > 0 the overlap between the

two intervals is reduced [14]. According to the approximation (2.33), the inferred value ofn is then given by

if
∂N

∂τ
(t,0) > 0 : n = int(N(t,0)) + 1 (2.34)

if
∂N

∂τ
(t,0) < 0 : n = int(N(t,0)), (2.35)

whereint(N) denotes the integer part of the real numberN .

We have constructed the probability density function (pdf)of n for various pairs of scales(r1,r2) with αr1,r2

andβ given by the equation (2.24). Does one obtain a Poisson distribution forn? If yes, does the parameterλr1,r2

evolve according to the equation (2.25) with respect tor1 andr2?

The agreement between our experimental results and the Poisson predictions is striking (see figure 2.5) over
a domain of scales which extends over a decade. Increasing discrepancies with the theoretical Log-Poisson dis-
tributions were found as scales(r1,r2) move off this range (see figure 2.7). This will be discussed later when the
Log-Poisson mapping will be interpreted in terms of power-law scalings. In a lin-log coordinate system, one can
observe in the figure 2.6 that the agreement remains satisfactory for large values ofn (positive tail of the pdf).
One must notice that the range of observation of the Log-Poisson mapping does not exactly correspond to the
inertial-range previously identified from the equation (2.26). In this sense, we believe that Kraichnan’s remark [13]
is very relevant : “There is a priori no reason to relate the scaling properties ofδur andεr at the same scaler”. We
observe here thatεr display scaling properties but on a different range of scales. This also suggests that the notion
of scaling range is closely related to the fluctuations underconsideration.
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FIG . 2.5 –The pdf ofn is displayed for various pairs of scales scales:r1/r2 = 2 (a), 3 (b), 5 (c) and
10 (d). The scaler1 is fixed withr1/η = 750. The plain line is the theoretical Poisson law
given by (2.25), extrapolated for non-integer values by using the gamma function. The circles
indicate experimental results.
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FIG . 2.6 –The same pdf ofn as in figure 2.5, displayed in a log-lin coordinate system. The (positive) tail
of the pdfs remains in good agreement with the Poisson distribution.
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FIG . 2.7 –The pdf ofn is displayed for various pairs of scales with a fixed ratior1/r2 = 5: r1 = 1000η
(a), r1 = 750η (b), r1 = 500η (c) andr1 = 100η (d). The plain line is the (extrapolated)
theoretical Poisson law given by the equation (2.25).

The independence of the random propagatorWr1,r2
on the fluctuationεr1

is a key assumption in the modelling
of the cascade dynamics by a stochastic process. In the figure2.8, we demonstrate that this condition is well
satisfied, i.e. thatn is independent ofεr1

.

As already mentioned, the Log-Poisson process is expected to operate in the range of scales where the moments
of the coarse-grained dissipation rate display power-law scalings. According to [12], it is expected that

〈εr2

p〉
〈εr1

p〉 =

(
r2

r1

)− 2
3
p+2(1−( 2

3
)p)

(2.36)

for r1 andr2 in that range. In this instance, we display in the figure 2.9 the dependence onr of the moments of
the renormalized (to the mean) dissipation rateεr/〈εr〉. A power-law dependence onr is not as clearly evidenced
as for 〈δur

3〉 in the figure 2.4. However, one may notice thatall momentsof εr approach locally the power-
law scaling prediction given by the formula (2.36), in the range of scales where the Log-Poisson mapping was
previously identified. Our observation of the Log-Poisson mapping is therefore consistent with the power-law
scalings predicted by [12]. Deviations from the Log-Poisson mapping, previously mentioned, may be related to
deviations from (2.36).

An other very popular scaling model of turbulence is the Log-Normal model proposed by Kolomogorov [7].
The prediction of Log-Normal model reads

〈εr2

p〉
〈εr1

p〉 =

(
r2

r1

)µ

2
(p2−p)

, (2.37)

whereµ is an adjustable parameter. Forµ = 2/9, the predictions of the Log-Normal and Log-Poisson models
coincide forp = 2 and remain very close forp/3 ≤ 10.

The Log-Normal model can be recast into a random multiplicative process of the form (2.22) with log-normal
statistics for the propagatorWr1,r2

, i.e., the pdf oflog(Wr1,r2
) reads

P (x) =
1√

2πσ2
r1,r2

exp

(
(x − mr1,r2

)2

2σ2
r1,r2

)
. (2.38)
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FIG . 2.8 –In subplot (a), the pdf oflog(εr1) is displayed forr1/η = 750. The pdfs ofn, conditioned
on various amplitudes ofεr1 are presented forr1/r2 = 2 (b), r1/r2 = 3 (c) andr1/r2 =
5 (d). The conditional pdfs collapse, in agreement with the assumption of anindependent
multiplicative process.
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FIG . 2.10 –The same pdf ofn as in figure 2.5 are displayed. The log-Poisson prediction (dashed line)
and experimental data (circles) are indicated. The Log-Normal prediction, withµ = 2/9, is
shown by the plain line. The two statistics are very close.

The mean and the variance are related by the equations

mr1,r2
= −1

2
σ2

r1,r2
, and σ2

r1,r2
= µ log

(
r2

r1

)
. (2.39)

In order to distinguish between the two models we compare thepdf of n obtained previously, with the pdf
predicted by the Log-Normal model withµ = 2/9 (see figure 2.10). We observe that the two statistics remain very
close, particularly for large scale ratii. However, a better agreement is found with the Log-Poisson statistics. Note
that changing the parameterµ would not improve notably the agreement between the experimental data and the
Log-Normal prediction.

We have provided some support for an underlying log-Poissonmultiplicative process in a turbulent jet si-
gnal. Furthermore, the parameterλr1,r2

of this process is found in striking agreement with the prediction of the
statistical-hierarchy model proposed by She & Lévêque.
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FIG . 2.11 –La hiérarchie des niveaux de fluctuation est bien satisfaite par le taux de diffusion d’un sca-
laire passif (ici, la température) dans le sillage turbulent d’un cylindre vertical. Les points
de coordonnées(Yp(r1,r2),Yp+1(r1,r2)) se trouvent aux noeuds du maillage défini par le
système d’équations (2.40) avecβ ≈ 4/5.

2.5 La généralité du modèle de hiérarchie statistique

L’application du modèle de hiérarchie statistique dépasse largement le cadrede la turbulence hydro-
dynamique homogène et isotrope. De nombreux travaux ont montré que ce formalisme pouvait s’appli-
quer à une vaste classe de systèmes désordonnés, caractérisés par des lois d’échelle anormales.

cas du scalaire passif :

Dans le cas d’un scalaire passif, la température par exemple, transporté par un écoulement turbulent,
nous avons montré que le taux de diffusion du scalaire satisfait la condition de fermeture du modèle de
hiérarchie statistique :

• «Scaling Laws for the Turbulent Mixing of a Passive Scalar in the Wake ofa Cylinder», E. LÉ-
VÊQUE, G. RUIZ-CHAVARRIA , C. BAUDET & S. CILIBERTO, Physics of Fluids, vol. 11, 1999, p. 1869

Pour tester la condition de fermeture du modèle de hiérarchie, il est judicieuxd’examiner le compor-
tement de la fonctionYp(r1,r2) ≡ log(ε

(p)
r2 /ε

(p)
r1 ) pour différents ordresp et différents couples d’échelles

inertielles(r1,r2). Si la condition de fermeture est satisfaite alors





Yp+1(r1,r2) = β Yp(r1,r2) + Cte(r1,r2)

Yp+1(r1,r2) =

(
1 − βp+1

1 − βp

)
Yp(r1,r2)

(2.40)
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Ce système d’équations donne une représentation géométrique de la condition de fermeture (2.9). Les
points de coordonnées(Yp(r1,r2),Yp+1(r1,r2)) sont les noeuds d’un maillage paramétré par le coefficient
β (figure 2.11).

deux articles récents :

Enfin, citons deux applications récentes du modèle de hiérarchie statistique :

– «Scaling relations for turbulence in the multiphase interstellar medium», A. KRITSUK & M. N OR-
MAN , The Astrophysical Journal, 601:L55-L58, 2004

We employ a generalization of the She & Lévêque model to study velocity scalingrelations based
on our simulations of thermal instability induced turbulence. Being a by-product of the interstellar
phase transition, such multiphase turbulence tends to be more intermittent than compressible iso-
thermal turbulence. Due to radiative cooling, which promotes nonlinear instabilities in supersonic
flows, the Hausdorff dimension of the most singular dissipative structures, D, can be as high as 2.3,
while in supersonic isothermal turbulence D is limited by shock dissipation to D 2. We also show
that single-phase velocity statistics carry only incomplete information on the turbulent cascade in
a multiphase medium. We briefly discuss the possible implications of these results onthe hierar-
chical structure of molecular clouds and on star formation.c© 2004 The American Astronomical
Society. All rights reserved. Printed in U.S.A.

– «Hierarchical structure in healthy and diseased human heart rate variability», EMILY S. C. CHING,
D. C. LIN AND C. ZHANG, Phys. Rev. E, vol. 69, 051919, 2004

It is shown that the healthy and diseased human heart rate variability (HRV)possesses a hierarchi-
cal structure of the She-Leveque (SL) form. This structure, first found in measurements in turbulent
fluid flows, implies further details in the HRV multifractal scaling. The potential ofdiagnosis is
also discussed based on the characteristics derived from the SL hierarchy. c©2004 The American
Physical Society
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CHAPITRE TROIS

Concilier cascade d’énergie et viscosité
turbulente, à quel prix?

Dans la limite des grands nombres de Reynolds, l’agitation turbulente révèle unnombre infini de
degrés de liberté (ou modes du mouvement) soumis à des dynamiques de phaseet d’amplitude non-
triviales. Un problème important est la réduction de ce système infini, en un système fermé de dimension
réduite pour un ensemble restreint de modes. Les modes à grande échelle sont particulièrement intéres-
sants car ils contiennent presque toute l’information sur la cinétique de l’écoulement [62] [63] (livres sur
le sujet).

Dans le contexte d’une turbulence homogène et isotrope, nous avons proposé un modèle réduit des
équations de Navier-Stokes restreintes aux modes de Fourier de faible nombre d’onde :

• «Finite-mode spectral model of homogeneous and isotropic Navier-Stokesturbulence : A rapidly
depleted energy cascade», E. LÉVÊQUE & C. KOUDELLA, Physical Review Letters, vol. 86, 2001, p.
4033

Dans ce modèle, les corrélations à deux points du champ de vitesse sont correctement résolues jus-
qu’à la micro-échelle (spatiale) de Taylor. L’approche suivie est originale, dans le sens où il ne s’agit pas
de modéliser l’interaction entre les modes de Fourier retenus (grandes échelles) et les modes non-retenus
(petites échelles), mais de thermaliser très rapidement la cascade au-delà d’un nombre d’onde particu-
lier : le point d’inflexion du transfert d’énergie vers les petites échelles.La cascade d’énergie est ainsi
brutalement éteinte ; le nombre de degrés de liberté excités est de ce fait beaucoup plus petit.

Concrètement, ce modèle permet de diviser le coût de calcul par24 par rapport à une simulation
directe (sans approximation) à nombre de Reynolds équivalent. Le nombrede modes de Fourier est
réduit d’un facteur deux dans chaque direction. Outre son intérêt pratique, ce travail pose aussi des
questions théoriques importantes : par exemple, l’interprétation du couplageentre le thermostat (à grands
nombres d’onde) et la cascade d’énergie dans un contexte de mécanique statistique hors-équilibre est une
question ouverte [64] (livre sur la mécanique statistique de la turbulence).Enfin, ce modèle s’intègre tout
à fait dans le cadre développé dans le chapitre précédent. La condition de thermalisation est associée à
l’image d’un mouvement tourbillonnant (autour des concentrations de vorticité) qui serait brutalement
amorti lorsque le fluide atteint le coeur du vortex. On retrouve ici l’idée d’intégrer la dynamique dans le
traitement statistique de la turbulence.

Pour représenter la turbulence homogène, nous considérons la solutiontronquée des équations de
Navier-Stokes dans un domaine cubique avec des conditions périodiquesavec force aléatoire à grande
échelle (voir le chapitre d’introduction). La thermalisation de la cascade estassurée par une viscosité
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année résolution DNS Rλ (ordre de grandeur)
1972 323 (Orszag & Patterson [66]) 35
1985 1283

1991 2563 (She, Jackson & Orszag [51]) 140
1995 5123

2002 10243 (Gotoh [67]) 400
2005 20483 (Earth Simulator, Japan) 700

TAB . 3.1 –L’évolution (grosso-modo) de la résolution (en nombre de modes de Fourier) des simulations
numériques directes des équations de Navier-Stokes tridimensionnelles.La résolution est
multipliée par deux (dans chaque direction) tous les cinq ans environ.

turbulenteνturb.(~k,t) agissant sur la dynamique des modes à grand nombre d’onde [65]. Les équations
dynamiques du modèle s’écrivent ainsi

(
∂

∂t
+

(
ν + νturb.(~k,t)

)
k2

)
ûα(~k,t) = −ikγ

(
δαβ − kαkβ

k2

) |~p|,|~q|≤K∑

~p+~q=~k

ûβ(~p,t)ûγ(~q,t) + fα(~k,t)

(3.1)
pour0 < k ≤ K (coupure spectrale du modèle). Les questions posées sont les suivantes :

– comment construire la viscosité turbulenteνturb.(~k,t) pour éteindre rapidement la cascade d’éner-
gie sans perturber la dynamique des modes de la zone inertielle?

– est-il nécessaire de conserver une viscosité moléculaire cinématique, etsi oui pourquoi?

– est-il possible d’éteindre (de manière satisfaisante) la cascade à partir de n’importe quel nombre
d’onde?

Les idées développées dans ce chapitre reposent sur une descriptionoriginale de la cascade d’énergie,
construite à partir du comportement de la fonction de transfert d’énergie (à travers les nombres d’onde).
Cette description sera présentée dans la section 3.2. Notre modèle de cascade sera rapidement intro-
duit puis discuté dans la section 3.3 mais tout d’abord, quelques considérations matérielles s’imposent
(section 3.1).

3.1 Quelques considérations matérielles, mais néanmoins importantes

Dans le cadre d’une turbulence homogène et isotrope, le nombre de degrés de liberté excités est donné
par le rapport(L/η)3, oùL et η désignent respectivement l’échelle intégrale et l’échelle élémentaire de
l’agitation turbulente. L’échelle intégrale est un paramètre extérieur, c’est l’échelle à laquelle on excite
la turbulence. L’échelle élémentaire (de Kolmogorov) est, quant à elle, intrinsèque au système. Elle
correspond à la taille des plus petits tourbillons ; elle est fixée par la dynamiquedu fluide. Dans le
contexte d’une cascade d’énergie des grandes vers les petites échelles, la théorie de Kolmogorov (1941)
prédit queη ≡ (ν3/ε)1/4, oùε désigne le taux moyen du transfert d’énergie.

Un argument d’analyse dimensionnelle conduit àε ∼ u3
rms/L d’où finalement

(
L

η

)3

∼ Re9/4 avec Re ≡ urmsL

ν
: nombre de Reynolds (local). (3.2)
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Le nombre de degrés de liberté excités diverge donc très vite avec le nombre de Reynolds. Les
ressources informatiques étant nécessairement finies, cette contrainte limitela représentation numérique
des écoulements turbulents à des nombres de Reynolds modérés (voir la table3.1). Ces circonstances
stimulent le développement de modèles réduits des équations de Navier-Stokes, moins gourmands en
ressources informatiques mais néanmoins pertinents pour décrire la cinétique globale de l’écoulement.
L’intérêt est pratique, comme nous venons de le voir, mais aussi théoriquecar pour réduire les équations
de Navier-Stokes, il faut «comprendre» le mécanisme de cascade d’énergie.

les besoins en ressources informatiques d’une simulation numériquedirecte de la turbulence :

Pour simplifier, nous nous plaçons dans le cadre d’une simulation directe des équations de Navier-
Stokes dans un cube de tailleD discrétisé enN points de grille, soit une résolutionδx = D/N dans
chaque direction. Afin de bien représenter le mouvement turbulent, il est nécessaire de satisfaireD & L
et δx . η soit

N3 & Re9/4. (3.3)

Supposons que l’on intègre le système sur un intervalle de tempsT discrétisé enM pas de temps
élémentaireδt = T/M . La stabilité du schéma numérique impose une contrainte sur l’ajustement des
résolutions spatiale et temporelle. Si l’on considère le critère de stabilité de Courant [68] (livre sur les
méthodes numériques en mécanique des fluides), on obtient

σ ≡ urmsδt

δx︸ ︷︷ ︸
nombre Courant−Friedrich−Lewy

. 1 soit

(
urmsT

L

)
N

M
. 1. (3.4)

En général, il est nécessaire d’intégrer le système sur un intervalle de temps de l’ordre de grandeur
du temps intégraleL/urms. On obtient ainsiurmsT/L ≈ 1, d’où N . M puis

M & Re3/4. (3.5)

Ces résultats montrent que si l’on veut considérer un nombre de Reynolds dix fois supérieur, il
faut disposer d’un espace mémoire environ deux cents fois plus grand.D’autre part, pour intégrer les
équations de Navier-Stokes sur un temps intégral, le nombre de pas de temps nécessaire est environ dix
fois plus grand.

Raisonnons maintenant en termes d’opérations élémentaires. Pour une méthode d’intégration pseudo-
spectrale [28], la tâche principale du code est la transformée de Fourierrapide (FFT). Le nombre d’opé-
rations d’une FFT étant de l’ordre deN log2 N , on peut estimer la consommation totale à

M︸︷︷︸
intégration en temps

×( N2 × N log2 N︸ ︷︷ ︸
FFT︸ ︷︷ ︸

intégration en espace

) & N4 log2 N & Re3 log2 Re. (3.6)

Augmenter le nombre de Reynolds d’un ordre de grandeur (dix fois) correspond à une multiplica-
tion du coût de calcul par mille. On peut cependant remarquer que les simulations numériques les plus
poussées permettent aujourd’hui d’atteindre des nombres de Reynoldsturbulents comparables à ceux des
expériences menées en laboratoire, soit environRλ = 700 pour un jet turbulent (table 3.1).
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FIG . 3.1 –Evolution du nombre de transistors intégrés sur un processeur : la loi est exponentielle (loi
de Moore [69]) comme pour la résolution des simulations numériques.

quelques mots sur les modèles numériques de la turbulence :

Le mouvement turbulent se développe sur une gamme étendue d’échelles, dont l’extension croît
avec le nombre de Reynolds. Les mouvements à grande échelle sont les plusénergétiques car le spectre
d’énergie décroît très rapidement ; les petites structures sont principalement responsables de la dissipa-
tion. Pour le mécanicien, qui s’intéresse d’abord à la cinétique globale de l’écoulement, seul le mouve-
ment des grandes structures importe donc. Il s’agit alors de s’affranchir de la représentation numérique
des petites structures. Dans ce contexte, les solveurs de type RANS (Reynolds-Averaged-Navier-Stokes)
sont sans doute les plus répandus. Il s’agit de l’approche suivie par Reynolds, qui consiste à décomposer
l’écoulement en une partie moyenne et une partie fluctuante, et modéliser l’influence de la partie fluc-
tuante sur la composante moyenne (voir le chapitre d’introduction). Ces solveurs permettent le calcul de
l’écoulement moyen et des grandeurs caractéristiques de la turbulence mais ne donnent pas accès aux
fluctuations instantanées. D’autre part, les conditions de fermeture sont souvent assez mal contrôlées ;
elles font appel à un fort empirisme [18].

La simulation numérique dite des grandes échelles (LES pourLarge-Eddy Simulation) offre un com-
promis entre la simulation numérique directe (dont le coût de calcul est généralement prohibitif) et la si-
mulation RANS, plus tractable numériquement mais qui repose sur des hypothèses souvent contestables.
Dans une LES, seule la dynamique des modes spatiaux à grandes échelles est intégrée ; lecomportement
des petites échelles (non-résolues) est modélisé. Par opposition aux calculs RANS, où sont modélisés
l’ensemble des mouvements contribuant aux tenseurs de Reynolds, la modélisation ne porte ici que sur
une partie du mouvement d’agitation turbulente : la composante petite échelle. Pour séparer les petites
des grandes échelles, on utilise généralement une procédure de filtragequi élimine du champ total toute
contribution aux échelles inférieures à une certaine longueur de filtrage (largeur du filtre).

3.2 La cascade d’énergie de la turbulence homogène et isotrope

Cette section est tirée d’un cours donné à l’École thématique : «Turbulence : Measurements and
signals» à Cargèse en mai 2002.
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−2νΩ(k,t) : dissipation

−F (k,t) : flux d’énergie à traversk

k0

nombre d’onde

ε(t) : injection

FIG . 3.2 –Bilan d’énergie cinétique pour l’ensemble des modes de Fourier de nombre d’onde compris
entre0 et k : l’énergie transmise aux modes de nombres d’onde supérieurs àk (par unité de
temps) définit le flux d’énergieF (k,t) à travers le nombre d’ondek.

Les modes de Fourier de la vitesse satisfont les équations de Navier-Stokes forcées

(
∂

∂t
+ νk2

)
ûα(~k,t) = −ikγ

(
δαβ − kαkβ

k2

) ∑

~p+~q=~k

ûβ(~p,t)ûγ(~q,t) + fα(~k,t). (3.7)

À partir de ces équations, on peut établir un bilan d’énergie au nombre d’ondek :

∂E(k,t)

∂t
= T (k,t) + εinj.(k,t) − 2νk2E(k,t) (3.8)

où E(k,t) représente la densité spectrale d’énergie ;T (k,t) est le transfert d’énergie relatif aux interac-
tions par triades impliquant les modes de nombre d’ondek ; enfin,εinj.(k,t) est la puissance injectée par
la force extérieure.

En intégrant ce bilan d’énergie, on obtient

∂

∂t

∫ k

0
E(k′,t)dk′

︸ ︷︷ ︸
E(k,t)

=

∫ k

0
T (k′,t)dk′

︸ ︷︷ ︸
−F (k,t)

+

∫ k

0
εinj.(k

′,t)dk′

︸ ︷︷ ︸
ε(t)

−2ν

∫ k

0
k′2E(k′,t)dk′

︸ ︷︷ ︸
Ω(k,t)

(3.9)

ou encore
∂E(k,t)

∂t
= −F (k,t) + ε(t) − 2νΩ(k,t). (voir figure 3.2) (3.10)

On fait ici l’hypothèse que le nombre d’ondek est très grand devant le nombre d’onde caractéristique
de l’injection d’énergie, de sorte que

∫ k
0 εinj.(k

′,t)dk′ = ε(t) peut être considéré indépendant dek.

En régime stationnaire, on obtient finalement (pour les quantités moyennes)

F (k) = ε − 2νΩ(k). (3.11)

Il s’agit de l’équation bilan de la cascade d’énergie (figure 3.3).
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FIG . 3.3 –F (k) représente le flux moyen d’énergie à travers le nombre d’ondek (données numériques,
E. Lévêque). L’énergie injectée à faible nombre d’onde est transféréepar le mécanisme de
cascade vers les grands nombres d’onde, puis dissipée à très grandnombre d’onde.

3.2.1 Le nombre d’onde dissipatif de Kolmogorov

Dans la théorie de Kolmogorov (1941), la cascade d’énergie se développe jusqu’au nombre d’onde
dissipatifkd puis se termine brutalement :F (kd) = 0 d’où 2νΩ(kd) = ε par l’équation (3.11). Par
construction, on a

Ω(k) =

∫ k

0
k′2E(k′)dk′. (3.12)

Si l’on considère la densité spectraleE(k′) = Cε2/3k′−5/3, on obtientΩ(k) = (3/4)Cε2/3k4/3 puis

kd =
1

(
3C
2

)3/4

( ε

ν3

)1/4
. (3.13)

On retrouve ainsi (à une constante multiplicative près) l’expression proposée par Kolmogorov, c’est
à direkd(ε,ν) ≡ (ε/ν3)1/4.

Nous allons maintenant montrer qu’il est possible de construire un autre nombre d’onde dissipatif, en
analysant le comportement de la fonction flux d’énergieF (k). Ce nombre d’onde prend en compte (plus
correctement) l’augmentation progressive des effets dissipatifs lorsquele nombre d’ondek augmente
(figure 3.3).

3.2.2 Le point d’inflexion du flux d’énergie

Dans la zone inertielle, le terme de dissipation2νΩ(k) reste très petit devantε ; le flux moyen de la
cascade est (presque) constant :F (k) ' ε. Lorsque le nombre d’ondek augmente, le terme de dissipation
s’intensifie et par conséquentF (k) décroît : la cascade s’éteint progressivement. Enfin pourk très grand,
on aF (k) ' 0 : la cascade est éteinte.
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FIG . 3.4 –Le temps caractéristique du transfert d’énergiet(k) est représenté en fonction du nombre
d’ondek (données numériques, E. Lévêque). À partir des équations (3.15) et(3.16), on montre
quet(k) est minimum pourk = kc.

Le flux d’énergie en fonction delog k possède un point d’inflexion :

d2F (k)

d log k2
= 0 pour k ≈ kc. (3.14)

En dérivant l’équation (3.11) par rapport àk, on obtient−dF (k)
dk = 2νk2E(k). Par conséquent

−dF (k)

d log k
= 2νk3E(k) et donc E(k) ≈ E(kc)

(
k

kc

)−3

pour k ≈ kc. (3.15)

Ce comportementE(k) ∼ k−3 autour dekc rappelle le spectre d’énergie de la cascade directe
d’enstrophie de la turbulence bi-dimensionnelle [70] (voir l’article présenté dans la section 3.4).

3.2.3 Le rythme de la cascade d’énergie

Quel sens physique peut-on donné au nombre d’ondekc? Nous allons montrer qu’il possible de relier
ce nombre d’onde caractéristique au «rythme» de la cascade d’énergie.

Un argument d’analyse dimensionnelle permet de définir le temps caractéristique du transfert d’éner-
gie au nombre d’ondek :

t(k) ∼ E(k)−1/2k−3/2. (3.16)

Dans la zone inertielle, le spectre de KolmogorovE(k) ∼ ε2/3k−5/3 conduit àt(k) ∼ ε−1/3k−2/3.
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À partir de l’équation (3.16), on établit que

d log t(k)

d log k
= −1

2

(
d log E(k)

d log k
+ 3

)
. (3.17)

On obtient ainsi

– pourk < kc : le temps caractéristiquet(k) décroît lorsquek augmente ; le rythme de la cascade
s’accélère en progressant vers les grands nombres d’onde.

– pourk > kc : le temps caractéristiquet(k) croît fortement lorsquek augmente ; le rythme de la
cascade se ralentit de plus en plus en progressant dans la zone dissipative.

– enfin pourk ≈ kc : l’énergie est transmise à un rythme constant au voisinage dekc.

On remarque que le temps caractéristique du transfert d’énergie est minimalpour k = kc (figure
3.4). On peut donc prétendre que le transfert d’énergie s’effectuede la manière la plus efficace autour
du nombre d’ondekc. Pour permettre ce transfert optimal, on s’attend à ce qu’une synchronisation (une
cohérence de phase) s’accomplisse entre les modes de Fourier. Dans l’espace physique, on s’attend à
ce que le mouvement d’agitation turbulente s’organise en structures spatio-temporelles cohérentes. On
serait donc naturellement tenté d’associer ce transfert optimal à la présence des filaments de vorticité
[51].

Ce raisonnement heuristique, qui conduit à l’existence de structures spatio-temporelles cohérentes et
par conséquent au phénomène d’intermittence, repose uniquement sur un bilan d’énergie et une estima-
tion du temps caractéristique de la cascade (au nombre d’ondek) :

dF (k)

dk
= −2νk2E(k) et t(k) ∝ E(k)−1/2k−3/2. (3.18)

au sujet de la localité des interactions entre modes :

Dans la zone inertielle, le spectre d’énergie est cohérent avec l’idée d’une cascade locale en nombre
d’onde (voir le chapitre d’introduction). Au contraire, on s’attend à ce que les corrélations soient non-
locales au voisinage du nombre d’ondekc, pour permettre une cohérence de phase à longue portée entre
les modes de Fourier. Si l’on relie cette propriété aux résultats obtenus précédemment pour le modèle en
couche, la non-localité des interactions résulterait de la présence des cascades directe et inverse d’énergie
(figure 3.5).

3.3 Modèle réduit des équations de Navier-Stokes

Nous forçons la persistance du mécanisme de transfert optimal aux nombres d’ondekc ≤ k ≤ K
(coupure spectrale) afin de terminer le plus rapidement possible la cascade d’énergie. Pour cela, on
introduit une viscosité turbulenteν(k,t) qui impose une décroissance du spectre d’énergie enk−3 :

E(k) = E(kc)

(
k

kc

)−3

pour kc ≤ k ≤ K. (3.19)

Les tenants et les aboutissants de ce modèle sont contenus dans l’article présenté dans la section 3.4.
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cascade d’énergie directe et inverse, «non-locale» en nombre d’onde

k k + 1k − 1

k ≈ kc

zone inertielle

cascade d’énergie directe, «locale» en nombre d’onde

FIG . 3.5 –La cascade d’énergie est locale en nombre d’onde dans la zone inertielle, lorsque les effets
dissipatifs sont négligeables. Au voisinage du nombre d’ondekc, les interactions entre modes
seraient plutôt non-locales en nombre d’onde et la dynamique résulterait de la compétition
entre cascade directe et cascade inverse d’énergie.

éléments de réponse aux questions du début :

– La viscosité turbulenteν(k,t) est calculée à chaque pas de temps afin de satisfaire la contrainte
(3.19) imposée sur le spectre d’énergie.ν(k,t) est une grandeur réelle et non complexe, ce qui
signifie que la phase des modes de Fourier n’est pas perturbée : la contrainte s’applique sur l’am-
plitude uniquement. Les phases des modes de nombre d’ondek & kc (modes thermostatés) sont
donc libres de se synchroniser avec les phases des modesk . kc (modes dynamiques) pour assu-
rer une extinction rapide de la cascade, sans perturber la dynamique desmodes de Fourier dans la
zone inertielle. Cette synchronisation semble être la clé de la réussite de ce modèle réduit.

– La dissipation moléculaire est ici essentielle, dans le sens où elle annihile progressivement l’ac-
célération de la cascade. Nous avons montré (par des arguments phénoménologiques) que lorsque
cette accélération s’annule, la cascade s’effectue de manière synchrone entre les modes de Fourier.
Il est alors possible d’éteindre rapidement la cascade par l’action d’une viscosité turbulente sup-
plémentaire. L’action d’une viscosité cinématique à grande échelle semble donc être un préalable
nécessaire à l’introduction d’une viscosité turbulente à petite échelle.

– Nous avons tenté d’éteindre rapidement la cascade d’énergie au delà d’un nombre d’ondekc choisi
arbitrairement dans la zone inertielle. Dans ce cas, nous avons observéde fortes perturbations
en amont de la cascade aux nombres d’ondek . kc. Ce résultat indique qu’il n’est pas pos-
sible d’éteindre la cascade à partir de n’importe quel nombre d’onde, sans perturber la cascade en
amont : il y a un prix à payer!
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3.4 Article présenté

3.4.1 «Finite-mode spectral model of homogeneous and isotropic Navier-Stokes
turbulence : A rapidly depleted energy cascade»,
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An eddy-viscous term is added to Navier-Stokes dynamics at wave numbers k greater than the in-
flection point kc of the energy flux F���log�k����. The eddy viscosity is fixed so that the energy spectrum
satisfies E�k� � E�kc� �k�kc�23 for k . kc. This resulting forcing induces a rapid depletion of the en-
ergy cascade at k . kc. It is observed numerically that the model reproduces turbulence energetics at
k # kc and statistics of two-point velocity correlations at scales r . l (Taylor microscale). Compared
to a direct numerical simulation of Rl � 130 an equivalent run with the present model results in a gain
of a factor 20 in CPU time.
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In the limit of large Reynolds numbers, Navier-Stokes
(NS) turbulence exhibits an infinite number of excited
modes (scales of motions), each subject to nontrivial phase
mixing induced by the quadratic nonlinearities inherent to
hydrodynamics. A key issue lies in the reduction of the dy-
namics to a closed set of equations for a finite number of
modes. The low wave-number modes, or large-scale mo-
tions, are particularly important since they contain most
information about the energetics.

We present a reduced set of dynamical equations gov-
erning the energy-containing modes of homogeneous and
isotropic turbulence.

As a paradigm for homogeneous and isotropic tur-
bulence we consider the incompressible NS equations
in a cyclic box of side length 2p [1]. The velocity
field may be expanded as a Fourier series y�x, t� �
P

k y�k, t� exp�ik ? x�, so that the NS equations in Fourier
space read

∑

≠

≠t
1 nmolk

2

∏

ya�k, t� � 2ikg

µ

dab 2
kakb

k2

∂

X

p1q�k

yb�p, t�yg�q, t� 1 fa�k, t� . (1)

Summation over repeated Greek indices is implied. In (1),
nmol is the molecular kinematic viscosity, while fa�k, t� is
an isotropic force acting at very low k.

Under isotropic conditions the wave-number–by–
wave-number instantaneous spectral energy budget is

∑

≠

≠t
1 2nmolk

2

∏

E�k, t� � T �k, t� 1 einj�k, t� .

E�k, t� denotes the energy in the shell of wave vectors
k # jkj , k 1 1, T �k, t� is the energy-transfer spectrum
comprising all triad interactions involving wave-number k

modes, and einj�k, t� represents the rate of energy supplied
by the large-scale force f�k, t�.

A finite-mode spectral model deals with a truncated ex-
pansion of the velocity field, such that y�k, t� � 0 for
jkj . K (spectral cutoff). At very large wave numbers,
turbulent excitations are suppressed by viscous dissipation.
Consequently, if K is chosen larger than the characteristic
dissipative wave number Kdiss the missing triad interac-
tions in the NS system reduced to resolved modes may
be neglected. The integration in time of this reduced sys-
tem is known as a direct numerical simulation (DNS) of

(1). Dimensional arguments suggest that Kdiss � R
3�2
l [2],

where Rl is the Taylor microscale Reynolds number. Be-
cause physical space is three dimensional, the number of

retained modes scales as R
9�2
l and thus precludes the in-

vestigation of high-Rl turbulent flows by DNS. In what
follows we focus on case K ø Kdiss so as to achieve a
substantial reduction of the NS system. A model account-
ing for missing triad interactions is then required.

Classical phenomenology pictures the kinetic-energy
transfer mechanism of turbulence as an energy cascade
from low to high wave-number modes [1]. The cascade
may be characterized by the flux F�k, t� of energy across
wave number k in terms of which the local stationary
energy budget may be written as

2nmolk
3E�k� � 2dF�d logk . (2)

When time dependence is omitted ensemble averaging is
assumed. A peculiar feature of F�k� as a function of log�k�
lies in the observation of an inflection point at wave number
kc, i.e., �d2F�k��d logk2�k�kc

� 0 [see Fig. 1]. In order
to capture the physical meaning of kc let us introduce the
characteristic eddy-turnover time teddy�k�, or inverse rate of
energy transfer. Following Kolmogorov phenomenology
[2] it may be estimated as

0031-9007�01�86(18)�4033(4)$15.00 © 2001 The American Physical Society 4033
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FIG. 1. F�k� denotes the mean energy flux across k. As a
function of log�k� the flux exhibits an inflection point at k �

kc. For k , kc the energy cascade accelerates with k, whereas
for k . kc the cascade decelerates under predominant viscous
effects.

teddy�k� � E�k�21�2k23�2. (3)

From (2) and (3) it is now seen that teddy�k� decreases,

i.e., the energy transfer accelerates, with k ø kc; Kol-

mogorov’s spectrum E�k� � k25�3 [2] yields teddy�k� �

k22�3. As k increases, viscous effects intensify and the

cascade acceleration progressively vanishes. For k & kc

the energy flows at a constant speed and E�k� � k23 lo-

cally. Finally for k . kc the cascade is decelerated and the

energy flux slowly vanishes. Based on these observations

we propose a finite-mode model obtained from adding an

isotropic force 2n�k . kc jK , t�k2
y�k, t� to the (reduced)

NS dynamics at kc , k # K . As will be shown below the

additional force accounts for a rapid depletion of the en-

ergy cascade in the range kc , k # K (near the cutoff)

without perturbing the modes in the accelerated cascade

range. Further, incompressibility and Galilean invariance

of the NS equations are preserved. Note that only the

amplitude of modes kc , k # K is rescaled, their phase

remaining untouched. The model spectral energy budget

reads
∑

≠

≠t
1 2neddy�k jK , t�k2

∏

E�k, t� � T �k jK , t�

1 einj�k, t� ,

where T �k jK , t� is the energy-transfer spectrum reduced

to triad interactions among resolved modes. Following [3],

neddy�k jK , t� � nmol 1 n�k . kc jK , t� may be viewed

as a dynamic wave-number dependent eddy viscosity.

The variable component n�k . kc jK , t� of the eddy

viscosity is adjusted so as to extrapolate the mean E�k� �
k23 scaling in the damping zone, i.e.,

E�k� � E�kc� �k�kc�23, kc , k # K . (4)

The scaling E�k� � k23 is heuristically associated with

the joined k independent enstrophy cascade and identi-

cally zero energy cascade in two-dimensional turbulence

[4]. Here the enforced E�k� � k23 is expected to transport

vorticity to k . kc and to rapidly deplete the energy flux.

This mechanism is connected with the picture of locally

two-dimensional fluid motion around regions of concen-

trated vorticity (coherent vorticity structures) displaying a

brutal energy penalty as the fluid reaches the core of these

regions. It is noteworthy that the scaling E�k� � k23 has

been experimentally evidenced in the vicinity of a stable,

strong 3D vortex whose surrounding fluid is brought to spi-

ral rapidly towards the core of the vortex [5]. An important

point to note here is the potential nonlocality of the cascade

process in the damping range. Indeed, following Kraich-

nan’s arguments [4], a k23 spectrum is consistent with all

triad interactions contributing equally (the same amount) to

the energy transfer at k. It is therefore expected that the en-

ergy cascade (around kc) no longer operates through eddy

breaking but rather through locally coherent (in physical

space) fluid motions. Recall that the unmodified phases of

the forced modes in the model effectively allow for such

coherence to be established [6].

Numerical experiments performed with a parallel dis-

tributed memory pseudospectral NS solver [7] are pre-

sented next. The large-scale kinetic-energy forcing is

adjusted at each time step by scaling the amplitudes of

modes 1.5 # k , 2.5 uniformly (phases are left to fluctu-

ate freely), so as to compensate exactly the losses due to

eddy dissipation in the kinetic-energy budget. This robust

and efficient forcing scheme permits a rapid relaxation to

stationarity [8]. Results from DNS �K . Kdiss� and finite-

mode model simulations �K ø Kdiss� are compared using

identical initial conditions and statistics sampled in space

and time. Note that finite-mode simulations will be refer-

red to as large-eddy simulations (LES) in figure captions.

In practice the cutoff wave number K is fixed and the

molecular viscosity is chosen such that kc � 2K�3; the

damping zone extends over 1�6 of a decade. Figure 3

below shows that this width is sufficient for the com-

pletion of a rapid falloff of the energy flux. At

each time step n�k . kc jK , t� is updated in order to

enforce a power-law scaling of E�k, t� in the damp-

ing zone; E�k, t� � E�kc, t� �k�kc�2a�t� with a�t� �

2�≠ logE�k, t��≠ logk�k�kc
. This is to be viewed as

a linear extrapolation in log - log coordinates. An al-

ternative adjustment scheme consists in determining

kc�t� at each time step and extrapolating E�k, t� �

E�kc�t�, t� �k�kc�t��23 for k . kc�t�. Both methods have

been tested and yield identical results. For convenience

the first one has been retained. The derivative is estimated

by a least-squares approximation. Comparisons between

aliased and dealiased (using the zero padding) schemes

have shown that the eddy viscosity suitably damps aliasing

errors, mainly concentrated in near wave number K shells.

The normalized mean kinetic-energy and squared-

vorticity spectra [9] are shown in Fig. 2. They collapse

in the whole energy-containing range, indicating that
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FIG. 2. Energy E�k� and squared-vorticity V�k� spectra from
direct and finite-mode numerical simulations. The spectra col-
lapse when normalized by the wave number kp of maximum
squared-vorticity spectrum and spectrum amplitude at kp [9].

our closure scheme does not notably affect energetics at

wave numbers k # kc. Normalized mean energy fluxes

for various Reynolds numbers collapse in Fig. 3. As

expected, energy fluxes rapidly falloff and vanish in the

damping zone.

An effective eddy viscosity is defined by neddy�k jK� �

2T �k jK��2k2E�k�. In Fig. 4, neddy�k jK� exhibits a cusp

near K to compensate missing energy exchanges with un-

resolved modes and to avoid a piling up of energy at the

bottom of the cascade. Interestingly all eddy viscosities

collapse, showing some degree of self-similarity in the

energetics of the rapid depletion process. Note that this

self-similar form is expected to depend on the ratio kc�K .

As k ! kc
1, neddy�k jK� ! nmol smoothly, suggesting

that k & kc modes are suitably synchronized with k $ kc

modes.

Consider now the two-point correlations of the unfil-

tered velocity field y�x, t�. All Fourier modes have been

retained in order to examine small-scale effects of our high
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wave-number damping. We focus first on moments of the

longitudinal velocity increments dky�r� across a distance

r , also called structure functions [1]. An exact relation, the

Howarth-VonKarman equation [1], involving the second-

and third-order structure functions at small scales, follows

from the NS equations:

	dyk�r�3
 � 24�5´injr 1 6nd	dyk�r�2
�dr .

This equation is verified in Fig. 5. The probability density

functions of dky�r� are compared in Fig. 6. The agreement

is satisfactory.

Relative scalings of velocity structure functions have re-

cently received much interest [10,11]. The (local) intermit-

tency exponent m�r� is given by

2 1 m�r� � d log	jdyk�r�j6
�d log	jdyk�r�j3
 .

Results displayed in Fig. 7 are consistent with effective

values m̄ & 20.2 as reported in [11]. At Rl � 130, we

observe that all estimates of m�r� almost coincide at scales

r . l, the Taylor microscale [1]. Discrepancies at r # l
are clearly related to our rapid depletion procedure. The

Taylor microscale is here used as a reference scale and
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FIG. 6. Distributions of longitudinal velocity increments, at
various scales, collapse. Small discrepancies may be due to
the two sets of compared scales not being exactly identical.

should not be taken as a strict lower bound for our model.

We would like to stress that m�r� is a sharp (local) estima-

tor of turbulence scaling properties. Finally, the numeri-

cal tests strongly suggest that both energetics and scaling

properties of the energy-containing turbulent fluctuations

are well reproduced by this model.

The present rapidly depleted energy cascade model is

of practical interest as it allows us to investigate the sta-

tistics at scales r . l, without resolving the full NS sys-

tem. A factor 20 gain in CPU time compared to a DNS

at Rl � 130 is obtained. More importantly we may reach

Rl � 550 in a 10243 LES. In virtue of the relatively ex-

tended F�k� � log�k� scaling (see Fig. 1) the closure is not

very sensitive to the exact values of �K , kc, nmol�. From a

low-resolution simulation higher-resolution runs can be di-

rectly set up by simply rescaling the parameters K ! aK ,

kc ! akc, and nmol ! a24�3nmol. However, the model is

of theoretical interest also, because understanding the in-

flection point of the kinetic-energy flux and recasting the

forced dynamics into the framework of nonequilibrium sta-

tionary states [12] are open and important problems.

Molecular viscosity acting at low wave numbers is es-

sential in that it progressively slows the energy cascade.

Our model has shown that it is indeed possible to rapidly

“thermostate” the cascade dynamics [12] from k � kc on-

wards when the cascade finally reaches a constant flow

rate. Note that thermostating the energy cascade in the

acceleration range, i.e., at k ø kc, produces strong back-

ward perturbations on unforced modes. The nonlocality

of triad interactions around kc is thought to be responsible
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FIG. 7. The intermittency exponent m�r�. The scale is nor-
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for the adequate phase synchronization (coupling) of ther-

mostated modes with unforced modes and could provide

a clue to the relevance of this model. Finally, including

true viscosity at low wave numbers was already suggested

in [3,6], where it was demonstrated that proper dissipation

must act on low wave-number modes to be consistent with

an energy cascade displaying an E�k� � k25�3 spectrum.
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CHAPITRE QUATRE

Catastrophe ultra-violette de la
turbulence?

Aux petites échelles (sous-entendues petites devant l’échelle intégrale) l’agitation turbulente du fluide
est intermittente. L’écoulement se compose d’une assemblée de structures tourbillonnantes intenses (as-
sociées à de brusques variations de la vitesse et de ses dérivées) séparées par des régions où le mouve-
ment du fluide est plus calme et désordonné [51]. L’intermittence fait référence à ce comportement et
rend compte de la prépondérance des zones agitées par rapport aux zones calmes [71].

Nous présentons dans ce chapitre une description quantitative de l’intermittence, de l’échelle inté-
grale aux plus petites échelles du mouvement turbulent. Nous montrons que l’intermittence augmente
fortement aux très petites échelles, lorsque les effets dissipatifs deviennent importants. Ce comporte-
ment peut paraître contradictoire car l’on s’attendrait à ce que la dissipation adoucisse les fluctuations
turbulentes, mais peut néanmoins s’expliquer en admettant que la dissipation n’agit pas de manière uni-
forme sur l’ensemble de l’écoulement. Les mouvements calmes et désordonnéssont fortement amortis,
alors que la dissipation peine à «dominer les singularités» du champ de vitesse associées aux structures
tourbillonnantes. Les effets dissipatifs renforcent donc le contraste entre les régions actives et les régions
calmes, d’où une augmentation de l’intermittence. Ces arguments phénoménologiques seront repris ici
de manière explicite et quantitative, dans le formalisme de cascade (étendu aux échelles dissipatives)
présenté dans le chapitre d’introduction. Il s’agit d’un travail récent,mené en collaboration avec Bernard
Castaing et Laurent Chevillard au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon.

Dans la section 4.1, nous présenterons des résultats expérimentaux et numériques concernant l’in-
termittence aux petites échelles de la turbulence. Ensuite, nous montrerons qu’il est possible de décrire
quantitativement l’augmentation de l’intermittence à petite échelle (section 4.2). Ladépendance de ce
phénomène vis à vis du nombre de Reynolds sera discutée. Enfin, les détailsde cette étude seront pré-
sentés dans l’article (section 4.3) :

• «On the rapid increase of intermittency in the near-dissipation range of fully developed turbulence»,
L. CHEVILLARD , B. CASTAING & E. L ÉVÊQUE, 2004
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FIG . 4.1 –Mesure de l’intermittence des fluctuations de vitesseδu‖(r) en fonction de l’écheller, pour
deux écoulements turbulents différents (données expérimentales et numériques). L’intermit-
tence est définie par la quantitélog(F (r)/3), oùF (r) est le coefficient d’aplatissement de la
distribution deδu‖(r).

4.1 L’intermittence aux petites échelles ; observations expérimentales et
numériques

L’intermittence (à l’écheller) est lié à une distribution non-Gaussienne de l’incrément (longitudinal)
de vitesseδu‖(r). Elle peut ainsi être quantifiée par

log

(
F (r)

3

)
, (4.1)

oùF (r) représente le coefficient d’aplatissement de la distribution deδu‖(r) :

F (r) ≡
〈δu‖(r)

4〉
〈δu‖(r)2〉2

. (4.2)

Pour une distribution Gaussienne centrée,F = 3 : l’intermittence est nulle. Plus l’écart à la distribution
Gaussienne est important, plus l’intermittence est grande.

Sur la figure 4.1, on peut observer différents comportements suivant l’écheller :

– aux grandes échellesr & L (échelle intégrale) :F (r) ≈ 3. Le champ de vitesse turbulent est
décorrélé spatialement ; sa statistique est Gaussienne (très légèrement sous-Gaussienne). Il n’y a
pas d’intermittence.

– aux échellesr . L, l’intermittence augmente linéairement aveclog(1/r). Ce comportement li-
néaire se déduit de la dépendance en loi de puissance (vis à vis de l’échelle) des fonctions de
structure de la vitesse :

〈δu‖(r)
p〉 ∼ rζp pourη ¿ r ¿ L.
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Pour le coefficient d’aplatissementF (r), on obtient

F (r) ≡
〈δu‖(r)

4〉
〈δu‖(r)2〉2

∼ rζF≡ζ4−2ζ2 avec ζF ≈ −0.1. (4.3)

– aux très petites échelles (dissipatives), on observe tout d’abord uneaugmentation rapide de l’inter-
mittence puis une saturation. Cette saturation de l’intermittence est compatible avecla condition
d’analycité du champ de vitesse :

δu‖( ~x0,r) = u′
‖( ~x0)r + o(r) pour r → 0. (4.4)

On obtient ainsi

lim
r→0

F (r) =
〈u′

‖
4〉

〈u′
‖
2〉2

indépendant der. (4.5)

L’augmentation brutale de l’intermittence à petite échelle définit une zone dissipative intermédiaire
(near-dissipation range) entre la zone inertielle (inertial range) et la zone dissipative (far-dissipation
range).

De nombreuses études ont porté sur la description de l’intermittence dans la zone inertielle [1].
L’intermittence aux échelles dissipatives a été beaucoup moins étudiée. On peut néanmoins mentionner
la conjecture proposée par Kraichnan (1967), selon laquelle l’intermittence de l’amplitude des modes de
Fourier de la vitesse divergerait à grand nombre d’onde [72] :

〈E(k,t)2〉
〈E(k,t)〉2 → ∞ pour k → ∞. (4.6)

E(k,t) désigne la densité spectrale d’énergie au nombre d’ondek. Cette conjecture n’a jamais pu être
démontrée pour la solution des équations de Navier-Stokes (forcées). Ici, nous nous intéressons à l’inter-
mittence des incréments de vitesse (grandeur dans l’espace physique). Nous observons que cette inter-
mittence ne diverge pas lorsque l’échelle tend vers zéro, mais subit néanmoins une forte augmentation
(figure 4.1).

et pour le modèle en couche?

Pour le modèle en couche de la turbulence (voir le chapitre 2), il s’agit d’examiner l’intermittence
des fluctuations d’amplitude|un(t)|, oùun(t) représente l’excitation effective des modes de Fourier dans
la couche de nombres d’onde :kn = k02

n ≤ k < kn+1. Le coefficient d’aplatissement de la distribution
de|un(t)| est défini par

Fn ≡ 〈E2
n〉

〈En〉2
avec En =

1

2
|un|2. (4.7)

L’intermittence peut ainsi être mesurée par

log

(
Fn

F0

)
. (4.8)

n = 0 désigne la couche de l’injection d’énergie (la couche intégrale).

L’analogie avec les incréments de vitesse turbulente est donnée heuristiquement par la correspon-
dance

|δu‖(r)| ∼ |un| avec kn ∼ 1

r
. (4.9)
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√
〈|u0|2〉/k0ν où 1/k0 est

l’échelle du forçage extérieur.

On observe sur la figure 4.2 une augmentation rapide de l’intermittence dans lazone de dissipation
mais il n’y a pas de saturation. C’est une différence majeure avec le comportement des incréments de
vitesse. La conjecture de Kraichnan semble être satisfaite pour le modèle en couche.

4.2 Le cadre descriptif de la cascade, à toutes les échelles

Dans le formalisme de cascade proposé par Bernard Castaing (voir le chapitre d’introduction), l’in-
termittence est directement reliée aux fluctuations du multiplicateurβ(r/L) :

|δu‖(r)| = β(
r

L
) . |δu‖(L)| (au sens statistique). (4.10)

En effet, si l’on admet que la distribution des incréments de vitesse à l’échelleintégrale est Gaus-
sienne, on obtient à partir de l’équation précédente, en utilisant la définition(4.2) :

log

(
F (r)

3

)
=

∑

p≥2

Cp(
r

L
)

(
22p

p!
− 2p+1

p!

)
(4.11)

oùCp(r/L) désigne le cumulant d’ordrep de la variablelog β(r/L).

Dans la pratique, les cumulants de la série (4.11) diminuent très fortement lorsquep augmente (pour
une écheller fixée). À l’ordre dominant, on obtient ainsi

log

(
F (r)

3

)
≈ 4C2(

r

L
) au premier ordre en cumulant. (4.12)
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FIG . 4.3 –Schéma de l’évolution du propagateurGr,L0 en fonction de l’écheller ; L0 désigne l’échelle
intégrale. Les effets dissipatifs étirent fortement la distributionGr,L0 pour les amplitudesβ
telles queβ Re∗(r/L0) < 1 ; Re∗ désigne le nombre de Reynolds (local).

L’intermittence est de cette manière décrite par la variance du propagateurGr,L( ) :

C2(
r

L
) ≡ 〈log β(

r

L
)2〉 − 〈log β(

r

L
)〉2. (4.13)

C2(r/L) constitue une mesure alternative de l’intermittence, moins intuitive quelog(F (r)/3) mais plus
maniable d’un point de vue théorique.

les effets de la dissipation ; une approche qualitative

À l’échelle r, on peut considérer (de manière phénoménologique) que les effets dissipatifs amor-
tissent les fluctuationsδu‖(r) qui satisfont

δu‖(r)r

ν
< R∗. (4.14)

Cette condition revient à considérer que le nombre de Reynolds associé àδu‖(r) est inférieur à une
constante (d’ordre un)R∗ [73].

Dans notre formalisme, cette condition se ré-écrit

β(
r

L
) Re∗

( r

L

)
< 1, (4.15)

oùRe∗ désigne le nombre de Reynolds (local) de la turbulence.

Lorsque le propagateurGr,L pénètre dans la zone dissipative, la dissipation a pour effet d’étirer
fortement l’aile gauche de la distribution (figure 4.3). La variance de la distribution augmente d’où une
augmentation de l’intermittence.

les effets de la dissipation ; une approche quantitative

Nous avons quantifié l’augmentation de l’intermittence dans la zone dissipative(voir l’article pré-
senté dans la section 4.3). Nous avons montré que la valeur deC2(r/L) est multipliée par un facteur
universel (proche de9/4) lorsque l’écheller traverse la zone dissipative intermédiaire (figure 4.4). Ce
résultat est intéressant car il ne fait appel à aucun paramètre ad hoc ;il repose uniquement sur l’hypo-
thèse d’une cascade intermittente, progressivement dissipée en se propageant vers les petites échelles. On
rejoint ici les arguments développés dans le chapitre précédent concernant l’origine de l’intermittence.
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l’approche perturbative de l’intermittence :

À partir de l’équation (4.10), on peut établir analytiquement

〈
|δu‖(r)|p

〉
=

〈
|δu‖(L)|p

〉
exp

(
C1

( r

L

)
p + C2

( r

L

) p2

2!
+ ...

)
(4.16)

oùCp(r/L) désigne le cumulant d’ordrep de la variablelog β(r/L).

Ce développement permet d’aborder l’intermittence de manière perturbative :

– si l’on ne considère que le premier terme de la série, on retrouve la théoriede Kolmogorov (1941)
en prenant

C1(
r

L
) =

1

3
log

( r

L

)
dans la zone inertielle. (4.17)

– la première correction intermittente correspond au second terme de la série.Si l’on se limite à cette
première correction (en supposant queCp = 0 pour p ≥ 3), on retrouve le modèle log-normal
proposé par Kolmogorov et Obhoukov (1962), en prenant

C1(
r

L
) =

1

3

(
1 − 9

2
µ

)
log

( r

L

)
et C2(

r

L
) = µ log

( r

L

)
dans la zone inertielle. (4.18)

Nous avons décrit le comportement des deux premiers cumulantsC1(r/L) et C2(r/L) à toutes les
échellesr (figure 4.5). Cette étude conduit à une représentation unifiée (à toutes leséchelles) de l’inter-
mittence (au premier ordre). La dépendance en nombre de Reynolds est décrite. Les détails de ce travail
sont contenus dans l’article présenté dans la section 4.3.

au sujet de la catastrophe ultraviolette du modèle en couche :

Pour le modèle en couche, le spectre d’énergieEn ≡ 1
2 |un|2 décroît très fortement dans la zone

dissipative (figure 2.2 dans le chapitre 2), de sorte que

Ėn ≈ −kn

8
=(un−2un−1un) − 2νk2

nEn pour k & kd. (4.19)

En régime stationnaire, on obtient ainsi pour le coefficient d’aplatissement

−〈=(un−2un−1un).En〉
〈=(un−2un−1un)〉2

. (4.20)

La divergence de l’intermittence à grand nombre d’onde impliquerait

=(un−2un−1un) ¿ En et par conséquentθn−2 + θn−1 + θn ≈ 0 [π], (4.21)

en notantθn la phase de la variable (complexe)un. Ce résultat associerait explicitement la divergence de
l’intermittence à une synchronisation de la phase des modes de Fourier ; en accord avec les arguments
exposés dans le chapitre 3.
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4.3 Article présenté

4.3.1 «On the rapid increase of intermittency in the near-dissipation range of fully
developed turbulence», L. CHEVILLARD , B. CASTAING & E. L ÉVÊQUE
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CHAPITRE CINQ

Approche Lagrangienne de l’intermittence

Il s’agit ici d’étudier le mouvement des particules de fluide transportées par l’écoulement turbulent
[24] :

– une particule, initialement au point~a au tempst0, a pour position au tempst :

~x(~a,t) = ~a +

∫ t

t0

~v(~a,t′)dt′, (5.1)

où~v(~a,t′) représente la vitesse turbulente Lagrangienne de la particule au tempst′, le long de sa
trajectoire.

– la vitesse Lagrangienne~v(~a,t) se déduit du champ Eulérien de vitesse par

~v(~a,t) = ~u (~x(~a,t),t) . (5.2)

De nombreux problèmes concrets s’expriment dans un formalisme Lagrangien [74] (thèse de Nicolas
Mordant). Il s’agit par exemple de la dispersion de polluants par un écoulement fluide : une usine émet
un polluant à un instant et un temps donnés, il est dispersé par la turbulence atmosphérique et on l’on
veut savoir où il se propagera à un instant ultérieur. Il en est de même pour le mélange de deux produits :
on considère la position de deux particules de fluide initialement infiniment proches, quelle sera leur
position relative après un certain laps de temps? Quelle est l’efficacité de mélange, d’homogénéisation,
de l’écoulement turbulent? Toutes ces questions se posent en terme de suivi de particules [75] (livre sur
le sujet). Le mécanisme du transfert d’énergie vers les petites échelles, qui est au coeur du problème de
la turbulence, se formule également en terme de suivi de particules. Il s’agit de comprendre comment un
tourbillon, transporté par les grandes structures de l’écoulement, se déforme pour transmettre son énergie
à plus petite échelle.

Récemment, une technique de mesure mise au point par Nicolas Mordant et Jean-François Pinton
au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon, a ouvert un nouveau champ d’investigation des trajectoires
Lagrangiennes. De petites particules solides sont injectées dans un écoulement turbulent (écoulement de
Von-Karman) pour individualiser les particules de fluide, et le suivi de ces particules est enregistré par
une mesure Doppler ultra-sonore [76]. Pour ma part, j’ai conduit des simulations numériques (directes)
des trajectoires Lagrangiennes de la solution des équations de Navier-Stokes (en régime de turbulence
homogène et isotrope). Ces études numériques ont permis de confirmer lesrésultats expérimentaux,
puis ont contribué à approfondir notre étude de la dynamique Lagrangienne. Les résultats obtenus sont
exposés dans ce chapitre.
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Nous présenterons l’outil numérique qui nous a permis d’étudier la dynamique des trajectoires La-
grangiennes dans la section 5.1. Ensuite, nous discuterons l’existence de corrélations à longue portée
dans la dynamique Lagrangienne et le lien entre ces corrélations et le phénomène d’intermittence. Un
modèle de marche aléatoire sera proposé pour décrire le mouvement des particules de fluide (section
5.2). Enfin, deux articles seront présentés dans la section 5.3.

5.1 L’outil numérique

Les équations de Navier-Stokes sont intégrées par une méthode pseudo-spectrale dans une boîte
cubique de résolution2563 avec des conditions périodiques dans les trois directions. La solution est
intégrée en temps dans l’espace spectral ; le terme non-linéaire est calculédans l’espace physique. Ce
code fait appel à de nombreuses transformées de Fourier, directes etinverses, dans les trois directions de
l’espace. Pour le schéma temporel, le terme dissipatif est intégré directement ;le terme non-linéaire est
avancé par un schéma du second-ordre de type leap-frog.

Les trajectoires Lagrangiennes sont intégrées dans le temps par un schéma Runge-Kutta du second
ordre [77] :

~x(tn+1) = ~x(tn) +
1

2
∆t

(
~u (~x(tn),tn) + ~u(

−→
x∗(tn+1),tn+1)

)
(5.3)

avec −→
x∗(tn+1) = ~x(tn) + ∆t~u (~x(tn),tn) . (5.4)

Une interpolation tridimensionnelle par spline cubique est utilisée pour estimer la vitesse~u(~x(t),t),
le gradient de pression

−→∇p(~x(t),t), le laplacien de la vitesse∆~u(~x(t),t) et toutes les dérivées spatiales de
la vitesse à partir des valeurs connues du champ de vitesse aux noeuds dumaillage. En pratique, 10.000
trajectoires de fluide ont été intégrées sur environ 20 temps de retournement des grandes échelles.

Le code a été écrit en Fortran 77 et s’exécute en parallèle (mémoire distribuée) sur un nombre de
processus qui peut être choisi arbitrairement. La bibliothèque des routines de communication entre les
processus est MPI (http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi). Enfin, la bibliothèque de transfor-
mée de Fourier rapide est FFTW (http://www.fftw.org).

Cette étude numérique a bénéficié d’une attribution de 20.000 heures de calcul (pour les deux années
2002 et 2003) sur les calculateurs parallèles IBM SP3 et SP4 du CINES à Montpellier.

5.2 Au sujet des corrélations Eulériennes et Lagrangiennes de vitesse

Le mécanisme spatio-temporel du transfert d’énergie des grandes versles petites échelles est au
coeur du problème de la turbulence. Dans le formalisme Eulérien, l’objet central des études statistiques
est la fonction de corrélation de la vitesse :〈~u(~x,t).~u(~x′,t′)〉. Cette fonction caractérise la distribution de
l’énergie cinétique turbulente en nombre d’onde et en fréquence (voir lechapitre d’introduction).

Le formalisme Lagrangien permet d’aborder le problème sous un angle différent, en caractérisant
les corrélations spatio-temporelles de la vitesse des particules de fluide. Lescorrélations Eulériennes et
Lagrangiennes sont très différentes et ne se déduisent pas trivialement les unes des autres. L’élaboration
d’une description unifiée de la turbulence dans ses deux formulations, Eulérienne et Lagrangienne, est
un nouveau défi théorique qui motive les travaux présentés dans ce chapitre.

À partir des équations de Navier-Stokes, on peut établir que
(

∂

∂t
− ν ~∇2

~x

) 〈
~u(~x,t).~u(~x′,t′)

〉
=
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−
〈
~u(~x,t).

−→∇~x ~u(~x,t).~u(~x′,t′)
〉

−
〈
~u(~x′,t′).

−→∇~xp(~x,t)
〉

+
〈
u(~x′,t′). ~f(~x,t)

〉
. (5.5)

Par homogénéité et incompressibité du champ de vitesse (Eulérien), le terme depression disparaît :
〈~u(~x′,t′).

−→∇~xp(~x,t)〉 = 0. Le gradient pression ne contribue pas directement à l’évolution de la fonction
de corrélation de la vitesse turbulente. Le mécanisme du transfert d’énergie est piloté par le terme non-
linéaire d’advection

−
〈
~u(~x,t).

−→∇~x ~u(~x,t).~u(~x′,t′)
〉

.

Dans le formalisme Lagrangien, c’est le contraire. Le terme d’advection neproduit pas de contri-
bution à la décroissance de la fonction de corrélation. C’est le gradient de pression, responsable de
l’accélération de la particule, qui décorrèle la vitesse Lagrangienne. Nous allons maintenant examiner ce
point plus en détail.

Une vitesse turbulente généralisée~u(~x,t|r) est définie comme la vitesse mesurée au tempsr, de la
particule qui passe par~x à l’instantt [78]. On remarque que

– ~u(~x,t|t) = ~u(~x,t) correspond à la vitesse Eulérienne.

– ~u(~a,t0|t) = ~v(~a,t) où t0 est le temps initial, représente la vitesse Lagrangienne au tempst de la
particule initialement en~a.

Les équations qui gouvernent la dynamique de la vitesse généralisée~u(~x,t|r) sont

– d’une part (
∂

∂t
+ ~u(~x,t|t).−→∇

)
~u(~x,t|r) = 0, (5.6)

qui signifie que pour tout couple(~x,t) appartenant à la même trajectoire, la vitesse~u(~x,t|r) est la
même.

– d’autre part, les équations de Navier-Stokes forcées

(
∂

∂t
+ ~u(~x,t|t).−→∇

)
~u(~x,t|t) = −−→∇p(~x,t) + ν∆~u(~x,t|t) + ~f(~x,t) (5.7)

pour la vitesse Eulérienne~u(~x,t|t).

Le tenseur de corrélation (d’ordre deux) de la vitesse généralisée estdéfini par

Uij(~x,t|r; ~x′,t′|r′) ≡ 〈ui(~x,t|r)uj(~x
′,t′|r′)〉. (5.8)

Dans le cadre d’une turbulence homogène et isotrope, on s’intéresse plus particulièrement au tenseur
Uij(~x,t|t; ~x′,t|r) (voir figure 5.1). Ce tenseur est représenté dans l’espace de Fourier par la fonction de
corrélation Lagrangienne

U(k,t|r) =
1

(2π)3

∫
e−

~k.(~x−~x′)Pij(~k)Uij(~x,t|t; ~x′,t|r)d(~x − ~x′). (5.9)

Pij est l’opérateur de projection sur l’espace des fonctions de divergence nulle. La densité spectrale
d’énergie (en nombre d’onde) est donnée parE(k,t) = 2πk2U(k,t|t) [78].



94 Chapitre 5. Approche Lagrangienne de l’intermittence
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at time r

FIG . 5.1 –En turbulence homogène et isotrope, on s’intéresse plus particulièrement aux corrélations
entre les vitesses généralisées aux points(~x,t|t) et (~x′,t|r).

À partir des équations dynamiques précédentes, on peut établir
(

∂

∂t
− ν ~∇2

~x

)
Uij(~x,t|t; ~x′,t|r) = (5.10)

−
〈[

uk(~x,t|t) − uk(~x
′,t|t)

] ∂ui(~x,t|t)uj(~x
′,t|r)

∂xk

〉
−

〈
uj(~x

′,t|r)∂p(~x,t)

∂xi

〉
+

〈
fi(~x,t)uj(~x

′,t|r)
〉
.

Si l’on s’intéresse aux corrélations le long d’une seule trajectoire :~x = ~x′, le terme d’advection
disparaît et l’on obtient pour la fonction de corrélation Lagrangienne (dans l’espace physique) :

∂

∂t
〈~u(~x,t|t).~u(~x,t|r)〉 = −

〈
~u(~x,t|r).~∇p(~x,t)

〉
+

〈
~u(~x,t|r). ~f(~x,t)

〉
+ν 〈~u(~x,t|r)∆~u(~x,t|t)〉 . (5.11)

• si l’intervalle de tempsτ est très court devant l’échelle intégraleTL (temps caractéristique du
mouvement des grandes structures de l’écoulement), on peut supposerque

〈
~u(~x,t|t + τ). ~f(~x,t)

〉
≈

〈
~u(~x,t). ~f(~x,t)

〉
= ε pour τ ¿ TL. (5.12)

ε représente le taux de dissipation moyen (en régime stationnaire).

• si τ est très grand devant le temps élémentaire Lagrangienτη (temps caractéristique de la dissipation
visqueuse), le terme de dissipation est négligeable devant le terme de pression :

ν 〈~u(~x,t|t + τ)∆~u(~x,t)〉 ¿ −
〈
~u(~x,t|t + τ).

−→∇p(~x,t)
〉

pour τ À τη ≡
√

ν

ε
. (5.13)

On obtient ainsi pour les échelles temporelles inertielles :

3

2

d〈δv(τ)2〉
dτ

= −
〈
~u(~x,t|t + τ).

−→∇p(~x,t)
〉

+ ε pour τη ¿ τ ¿ TL. (5.14)

〈δv(τ)2〉 désigne la fonction de structure d’ordre deux de la vitesse Lagrangienne :

δv(τ) ≡ vx(~a,t + τ) − vx(~a,t) (l’hypothèse d’isotropie est sous-entendue). (5.15)

Cette équation peut être vue comme l’analogue de l’équation de Karman-Howarth (voir le cha-
pitre d’introduction) dans le formalisme Lagrangien. Remarquons que cette équation ne permet pas de
conclure sur l’irréversibilité dans le temps des trajectoires Lagrangiennes.
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FIG . 5.2 –Dans la zone inertielleτη ¿ τ ¿ TL, le terme de pression−
〈
~u(~x,t|t + τ).~∇p(~x,t)

〉
pilote

la décroissance de la fonction de corrélation de la vitesse Lagrangienne (données numériques
obtenues pour un nombre de Reynolds turbulentRλ ≈ 140, E. Lévêque).

au sujet des corrélations Lagrangiennes :

L’accélération Lagrangienne de la particule s’écrit

−−→∇p(~x,t)︸ ︷︷ ︸
agitation turbulente

+ ~f(~x,t)︸ ︷︷ ︸
entraînement à grande échelle

+ ν∆~u(~x,t|t)︸ ︷︷ ︸
frottement à petite échelle

. (5.16)

Par homogénéité et incompressibilité du champ de vitesse :〈~u(~x,t|t).~∇p(~x,t)〉 = 0. En moyenne, le
gradient de pression ne fournit donc pas de travail à la particule de fluide. C’est la force d’entraînement
de la turbulence (à grande échelle) qui entretient l’agitation de la particule.Le travail fourni (par unité de
temps) compense en moyenne le taux de dissipation à petite échelle :

< ~u(~x,t|t). ~f(~x,t) >= ε ≡ −ν 〈~u(~x,t|t).∆~u(~x,t|t)〉 . (5.17)

Le gradient de pression, qui représente l’action de l’agitation turbulentesur le mouvement de la
particule, implique des corrélations complexes dont il est ici question.
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FIG . 5.3 –Mouvement d’une particule transportée par un champ de vitesse turbulent, homogène et iso-
trope (simulation numérique, E. Lévêque). Le nombre de Reynolds turbulent estRλ ≈ 140. Le
mouvement est ici intégré sur environ10 temps de correlation de la vitesse Lagrangienne. La
trajectoire de la particule est complexe. Elle ne semble pas résulter d’une succession de pas
élémentaires aléatoires et indépendants (mouvement Brownien). Par instant, la trajectoire
s’enroule et l’accélération Lagrangienne, principalement centripète,devient très grande. Ce
mécanisme permet de rendre compte des fluctuations anormalement grandes de l’accéléra-
tion d’une particule de fluide.

5.2.1 Construction de la marche (aléatoire) d’une particule de fluide

Dans le formalisme Lagrangien, il est naturel de rechercher une originedynamique aux corrélations
statistiques de la turbulence [79]. Une approche «classique» consiste à représenter les fluctuations de la
vitesse de la particule par un processus de Markov [80], gouverné par une équation de Langevin [81]
(article de revue sur le sujet) :

dv(ti) = dW (ti). (5.18)

Le processus stochastique discretdW (ti) décrit l’accroissement élémentaire d’une composante de la
vitesse de la particule le long de sa trajectoire (l’hypothèse d’isotropie est sous-entendue).

v(ti) est un processus temporel (discret) qui est résolu à la micro-échelleθ. Toute l’information
concernant la dynamique Lagrangienne est contenue dans le terme (stochastique) d’agitationdW (ti).
Pour assurer la stationnarité du processusv(ti), on ajoute une force d’amortissement à l’équation précé-
dente :

dv(ti) = − θ

TL
v(ti) + dW (ti). (5.19)

Le temps caractéristiqueTL définit la longueur de corrélation de la vitesse Lagrangienne.

• si l’on suppose quedW est un bruit blanc Gaussien, de moyenne nulle et de varianceθσ2 (mouve-
ment Brownien), on peut calculer explicitement les fonctions de structure de la vitesse Lagrangienne :
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FIG . 5.4 –Distributions des incréments de vitesse Lagrangienne en fonction de l’échelle τ : (a) données
expérimentales (N. Mordant et al.) - (b) données numériques (E. Lévêque). À grande échelle
la distribution est Gaussienne, puis développe des ailes qui s’étirent lorsqueτ diminue (du
bas vers le haut). Les distributions ont été déplacées verticalement pourles séparer nettement.
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〈
δv(τ)2p

〉
≡

〈
(v(t + τ) − v(t))2p

〉
= σ2p (2p)!

2pp!

(τ

θ

)p
pour l’ordrep. (5.20)

On retrouve ainsi la prédiction de la théorie de Kolmogorov (1941) :

〈|δv(τ)|p〉 = Bpε
p/2τp/2, (5.21)

en prenantσ ∼
√

εθ soitθ ∼ u2
rms/ε ; θ représente lamicro-échelle temporelle de Taylor.

Les lois d’échelles observées expérimentalement et numériquement sont différentes de la prédiction
de Kolmogorov (1941). La marche d’une particule de fluide n’est pas unmouvement Brownien (figure
5.3). Cet écart fait référence au phénomène d’intermittence et se traduit par des distributions fortement
non-Gaussiennes pour les incrémentsδv(τ) (figure 5.4). Comme dans le cas Eulérien, cette intermittence
peut être décrite dans le cadre (formel) d’un processus de cascade des grandes vers les petites échelles
(temporelles). Ces points ont été spécifiquement abordés dans les articles:

• «Lagrangian Velocity Statistics in Fully Developed Turbulent Flows : Effectsof Dissipation», L.
CHEVILLARD , S. ROUX, E. LÉVÊQUE, A. ARNÉODO & J.-F. PINTON, Physical Review Letters, vol.
91, 2003, No 214502

• «Lagrangian Velocity Fluctuations in Fully Developed Turbulence : Scaling,Intermittency and Dy-
namics», N. MORDANT, J. DELOUR, E. LÉVÊQUE, O. MICHEL, A. ARNÉODO& J.-F. PINTON, Jour-
nal of Statistical Physics, vol. 113 (5/6), 2003, p. 701

• «Experimental and Numerical Study of the Lagrangian Dynamics of High Reynolds Turbulence»,
N. MORDANT, E. LÉVÊQUE & J.-F. PINTON, New Journal of Physics, vol. 6, 2004, p. 116

le processus Multifractal-Random-Walk :

L’intermittence Lagrangienne est associée aux corrélations longues de l’accélération de la particule.
Ce constat motive la construction d’une marche aléatoire qui tienne compte deces corrélations particu-
lières, et soit capable de reproduire les lois d’échelle anormales des fonctions de structure de la vitesse
Lagrangienne :

〈|δv(τ)|p〉 ∼ τ ζp avec ζp = c1p + c2
p2

2
+ ... au premier ordre. (5.22)

Le processus Multifractal-Random-Walk [82] [83] (thèse de J. Delour)satisfait ces conditions :

dW (ti) = β(ti) . δ(ti) (5.23)

– δ(ti) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance unité, qui modélise le signe de
l’accélération de la particule.

– les corrélations à longue portée sont contenues dans le processus positif β(ti), qui représente l’am-
plitude de l’accélération. On considère

β(ti) = exp (ω(ti)) (5.24)

oùω(ti) est un bruit Gaussien (de moyenne nulle) dont la fonction de corrélation est donnée par

〈ω(t)ω(t + ∆t)〉 − 〈ω(t)2〉 = −λ2 log

(
∆t

TL

)
pour ∆t ≤ TL. (5.25)
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Pour ce processus, on peut établir analytiquement

〈|δv(τ)|p〉 ∼
(

τ

TL

)ζp

avec ζp = (
1

2
+ λ2)p − λ2 p2

2
. (5.26)

Le processus MRW établit un lien concret entre la corrélation à longue portée du module de la force
d’agitation turbulente et les lois d’échelles anormales des fonctions de structure. En effet, le paramètre
positif λ2 gouverne à la fois la décroissance de la corrélation de l’amplitude de la force d’agitation et
le coefficient d’intermittence des lois d’échelle. Les lois d’échelle de la marche aléatoire MRW sont en
accord avec nos observations expérimentales et numériques. Ces résultats sont contenus dans le premier
article présenté dans la section 5.3 :

• «Long-Time Correlations in Lagrangian Dynamics : A Key to Intermittency in Turbulence», N.
MORDANT, J. DELOUR, E. LÉVÊQUE, A. ARNÉODO & J.-F. PINTON, Physical Review Letters, vol.
89, 2002, No 254502
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5.3 Articles présentés

5.3.1 «Long-time correlations in lagrangian dynamics: A keyto intermittency in
turbulence», N. MORDANT, J. DELOUR , E. LÉVÊQUE , A. ARNÉODO & J.-F.
PINTON , Physical Review Letters, vol. 89 (25), 2002, no 254502.
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5.3.2 Experimental and Numerical Study of the Lagrangian Dynamics of High
Reynolds Turbulence», N. MORDANT, E. LÉVÊQUE & J.-F. P INTON , New
Journal of Physics, vol. 6, 2004, no 116
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CHAPITRE SIX

Turbulence au voisinage d’une paroi solide

6.1 Présentation du problème

Du fait de la condition de vitesse nulle au bord, un écoulement turbulent subit une variation très
rapide de sa vitesse moyenne au voisinage immédiat d’une paroi solide (figure 6.1) [37]. La présence
de ce gradient de vitesse moyenne, appelécisaillement, influence fortement la cinétique de l’écoulement
près de la paroi. L’étude de ces propriétés cinétiques particulières est un sujet ouvert, présentant un enjeu
théorique dont l’impact est important pour la modélisation numérique de la turbulence.
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FIG . 6.1 –Profil de la vitesse moyenneU(y) d’un écoulement turbulent entre deux plans horizontaux
d’équationy = ±h (données numériques, F. Laadhari). La variation de la vitesse moyenne
près de la paroi définit une couche limite qui peut être décomposée en sous-couches : la sous-
couche visqueuse où les effets dissipatifs sont prépondérants (au voisinage immédiat de la
paroi) ; la sous-couche logarithmique où les effets d’agitation turbulente dominent. La zone
intermédiaire est appelée la zone tampon. L’étude des propriétés cinétiques de l’écoulement
dans la sous-couche logarithmique est l’objet des travaux présentés dans ce chapitre.
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Dans le domaine des simulations numériques des grandes échelles de la turbulence, les modèles
actuels de viscosité sous-maille rencontrent des difficultés dans le traitementde la couche limite : ils
s’avèrent en général trop dissipatifs [84] (article de revue). Une solution empirique souvent utilisée
consiste à atténuer exponentiellement la viscosité turbulente près de la paroi,mais cette solution reste
arbitraire. Les travaux présentés dans ce chapitre conduisent à l’introduction d’une nouvelle viscosité
sous-maille qui tient compte explicitement du cisaillement et qui s’annule naturellement à la paroi. Ce
modèle constitue une généralisation simple du modèle de Smagorinsky (1963) [85] au cas d’une turbu-
lence non-homogène. Il est motivé par des considérations théoriques qui seront tout d’abord présentées.

L’équation de la dynamique de l’agitation turbulente s’écrit
(

∂u′
i

∂t
+ uj

∂u′
i

∂xj

)
+

(
u′

j

∂u′
i

∂xj
− u′

j

∂u′
i

∂xj

)
+ u′

j

∂ui

∂xj
=

∂p′

∂xi
+ ν

∂2u′
i

∂xj∂xj
. (6.1)

On revient ici aux notations du début en écrivant la vitesseui = ui + u′
i, où ui est la composante

moyenne de la vitesse etu′
i sa composante turbulente.

Le terme important de cette équation estu′
j∂jui : il s’agit du terme de forçage du mouvement d’agi-

tation turbulente par les gradients de la vitesse moyenne (voir le chapitre d’introduction). On fait géné-
ralement l’hypothèse que ce terme ne force la dynamique turbulente qu’à grande échelle. Ainsi, si l’on
se place à des échelles suffisamment petites, on considère que l’agitation turbulente a perdu la mémoire
de l’écoulement moyen et suit une statistique universelle, homogène et isotrope ; il s’agit du cadre (aca-
démique) des études présentées dans les chapitres précédents. Cette hypothèse est généralement valide
loin de la paroi mais ne peut pas être admise près de la paroi, où le gradient de la vitesse moyenne est
très grand. Lorsqu’on se rapproche de la paroi, l’échelle de variationde la vitesse moyenne diminue
fortement ; elle décroît typiquement comme la distance à la paroi. Dans ce cas,se placer à des échelles
suffisamment petites devant l’échelle de forçage n’a plus de sens. Il devient alors nécessaire de considé-
rer l’influence directe du terme de production d’énergieu′

j∂jui sur la dynamique des petites échelles de
la turbulence. Il faut donc tenir compte explicitement du cisaillement dans la description statistique de
l’agitation turbulente.

Dans la section 6.2, nous décrirons brièvement la cinétique de l’écoulementmoyen près de la paroi
puis nous présenterons les résultats concernant la statistique turbulente dans la sous-couche logarith-
mique (section 6.3). Nous avons proposé une description unifiée de la turbulence qui repose sur l’intro-
duction de fonctions de structure généralisées du champ de vitesse, qui tiennent compte du gradient de
la vitesse moyenne. Cette description est en bon accord avec les donnéesexpérimentales et numériques.
Une implication concernant la simulation des grandes échelles de la turbulencesera présentée dans la
section 6.4. Il s’agit d’une perspective de recherche.

6.2 Description de l’écoulement moyen près d’une paroi solide

Dans un premier temps, il convient de caractériser l’écoulement moyen.

On peut distinguer différents types d’écoulements de paroi : les écoulements de conduite où la couche
limite est généralement bien établie, et les écoulements externes : couche limite sur une plaque ou sur
un profil d’aile, où la couche limite présente la particularité d’avoir une interface libre entre la partie
turbulente et l’écoulement extérieur [13] [18] (cours de turbulence).

Nous aborderons ici le cas d’un écoulement de conduite entre deux plaques horizontales, parallèles
et séparées d’une distance2h (figure 6.2). Dans ce cas, le cisaillement est donné par

S(y) ≡ du(y)

dy
. (6.2)
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FIG . 6.2 –Configuration de l’écoulement de conduite plan. Numériquement, les équations de Navier-
Stokes sont intégrées par une méthode pseudo-spectrale : le champ devitesse est décomposé
en modes de Fourier dans les directionsx et z, et en polynômes de Chebyshev dans la di-
rection y. Les résultats numériques présentés dans ce chapitre ont été obtenus par Faouzi
Laadhari du laboratoire de mécanique des fluides et acoustique de l’École Centrale de Lyon.

l’écoulement moyen entre deux plaques :

Nous notons(u,v,w) les trois composantes de la vitesse suivant les axesx, y et z ; l’axe vertical
est l’axey. Pour simplifier les expressions, on considère ici quey est nul à la paroi. Les équations de
l’écoulement moyen (supposé stationnaire) s’écrivent

0 = −∂p

∂x
+

∂

∂y
(µ

∂u

∂y
− ρu′v′) (6.3)

0 = −∂p

∂y
− ∂ρv′2

∂y
(6.4)

0 = −∂p

∂z
(6.5)

On déduit de la troisième équation que la pression ne dépend que dex et y : p = p(x,y). Si l’on

intègre la seconde équation suivant l’axe vertical, on obtientp0(x) = p + ρv′2 où p0(x) désigne la
pression hydrodynamique à la paroi. D’autre part, l’écoulement moyen est invariant par translation selon
x d’où ∂xv′2 = 0. Il en suit

dp0(x)

dx
=

d

dy

(
µ

du

dy
− ρu′v′

)
= Cte. (6.6)

On reconnaît dans cette expression le terme

τ(y) = µ
du

dy
− ρu′v′, (6.7)

qui correspond au frottement total : visqueux (µdu/dy) et turbulent (−ρu′v′) des filets de l’écoulement
moyen. Dans le cas de l’écoulement entre deux plaques, le plany = h est un plan de symétrie du
mouvement moyen. Il en suitτ(h) = 0 et donc finalement

τ(y) = τ0

(
1 − y

h

)
. (6.8)

τ0 désigne la force de frottement (visqueux) qui agit sur l’unité d’aire de laparoi ; il s’agit également du
flux de quantité de mouvement cédé par le fluide à la paroi [37].
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FIG . 6.3 –Le frottement total de l’écoulement moyen est donné parτ(y). Près de la paroi, le frottement
visqueux est important alors que le frottement turbulent (du mouvementmoyen) est très faible.
Lorsque l’on s’éloigne de la paroi, le frottement turbulent s’intensifie et lefrottement visqueux
diminue.

6.2.1 Les différentes zones de la couche limite

On peut distinguer plusieurs régions dans la couche limite :

– au voisinage immédiat de la paroi, les effets visqueux sont prépondérants : µdu/dy ' τ0 (au
premier ordre) d’où

u(y) = y
τ0

µ
. (6.9)

Il y a à même la paroi une fine couche de fluide dans laquelle la vitesse moyenne varie linéairement
avecy. La vitesse caractéristiqueu0, appeléevitesse de frictionà la paroi, est définie par

u0 =

√
τ0

ρ
. (6.10)

Si l’on considère les grandeurs sans dimensionū+ = u/u0 et y+ = yu0/ν, la loi de variation de
la vitesse moyenne dans la sous-couche visqueuse s’écrit

ū+ = y+. (6.11)

Cette loi linéaire est généralement observée pour0 < y+ < 5 − 10.

Près de la paroi, le développement de Taylor (suivant la directiony) du champ de vitesse turbulente
s’écrit

u′(x,y,z,t) = b1(x,z,t)y + ... (6.12)

v′(x,y,z,t) = b2(x,z,t)y + c2(x,z,t)y2 + ... (6.13)

w′(x,y,z,t) = b3(x,z,t)y + ... (6.14)



6.2. Description de l’écoulement moyen près d’une paroi solide 153

0 2 4 6 8 10

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

y+ = y u
0
 / ν

<v’ v’> / u
0
**2 ~ y+4 

−<u’ v’> / u
0
**2 ~ y+3 

<w’ w’> / u
0
**2 ~ y+2 

<u’ u’> / u
0
**2~ y+2 

FIG . 6.4 –L’énergie cinétique turbulente este′c = 1
2(u′u′+v′v′+w′w′) ; u0 désigne la vitesse de friction

à la paroi. Le terme de contrainte de Reynolds (par unité de masse) estu′v′.

À la paroi∂u′/∂x = 0 et ∂w′/∂z = 0 : la condition d’incompressibilité impose∂v′/∂y = 0 et
par conséquentb2(x,z) = 0. L’énergie cinétique turbulente croît eny2 et le tenseur des contraintes
de Reynoldsu′v′ eny3 (figure 6.4) :

e′c = O(y2) et u′v′ = O(y3). (6.15)

– ensuite, il y a une zone intermédiaire (buffer layer) dans laquelle les effets visqueux sont encore im-
portants mais diminuent avec la distance à la paroi. Le frottement turbulent, quant à lui, s’intensifie
avec la distance à la paroi (figure 6.3). Dans cette région, la viscosité s’applique à des tourbillons
plus gros, porteurs d’énergie cinétique. Cette zone s’étend typiquemententre5 − 10 < y+ < 30.

– enfin, la sous-couche logarithmique correspond ày+ > 30. Le frottement entre les filets de l’écou-
lement moyen est essentiellement dû à l’agitation turbulenteτ(y) ≈ −ρu′v′ À µdu/dy. On re-
trouve ici la condition de turbulence développée ; la viscosité cinématique ne joue aucun rôle dans
la cinétique du mouvement moyen.

Pour déterminer le profil moyen de vitesse dans la sous-couche logarithmique, il est judicieux
de considérer le taux moyen de dissipation (par unité de masse) :ε(y). Si l’on suppose queu0

représente la valeur caractéristique des fluctuations de vitesse turbulente, on obtient

ε(y) = −u′v′
du

dy
∼ u2

0

du

dy
. (6.16)

D’autre part, un argument d’analyse dimensionnelle conduit àε(y) ∼ u3
0/L(y) où L(y) désigne

l’échelle intégrale de l’agitation turbulente. Dans la sous-couche logarithmique, le mouvement du
fluide ne possède aucune longueur caractéristique (interne) pouvantdéterminer une macro-échelle.
Ainsi, l’échelle intégrale est donnée par la distancey elle-même. On obtient ainsi

ε(y) ∼ u3
0

y
, (6.17)
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FIG . 6.5 –Profil renormalisé de la vitesse moyenneU(y) selon la directiony.

ce qui conduit au profil logarithmique (figure 6.5)

u

u0
(y+) =

1

κ
log(y+) + A, (6.18)

oùκ est une constante universelle [86] (livre sur le sujet).

Enfin, le bilan d’énergie cinétique turbulente dans la sous-couche logarithmique s’écrit

−u′v′
du

dy
= 2ν‖S′‖2. (6.19)

6.3 Description statistique de la turbulence dans la zone logarithmique

6.3.1 Échelles caractéristiques et lois d’échelle ; approche phénoménologique

Dans la sous-couche logarithmique, le mécanisme de cascade turbulente estperturbé par le cisaille-
ment du mouvement moyen. Le cisaillement déforme les gros tourbillons et, de cefait, modifie le pro-
cessus de transfert d’énergie vers les petites échelles.

Si l’on considère un tourbillon de tailler, le temps associé à la déformation de ce tourbillon par
le cisaillement est1/S : ce temps ne dépend pas de l’écheller. D’autre part, le temps associé à la
dynamique propre de déformation du tourbillon, par interaction avec les autres tourbillons de même
taille, est lui donné parε−1/3r2/3 : ce temps décroît avec l’écheller.

Si l’on considère que le transfert d’énergie à l’écheller est gouverné par le mécanisme le plus rapide,
on s’attend à ce que celui-ci soit forcé par le cisaillement à grande échelle, et dominé par le mécanisme
de cascade non-linéaire à petite échelle. Pour séparer ces deux régimes, il faut comparer les deux temps
caractéristiques1/S etε−1/3r2/3. On obtient alors l’échelle caractéristique du cisaillement :

LS =

√
ε

S3
∼ y dans la sous-couche logarithmique (turbulente). (6.20)
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vers les petites échelles

Ls ∼ yL ∼ y

ε(y)par le cisaillement

transfert (non-linéaire) par la cascade

le transfert d’énergie est forçé

r S(y) δu(r,y)2 ∼ ε(y) r

δu(r,y)3 ∼ ε(y) r

η ∼ y1/4
r

FIG . 6.6 –Représentation du transfert d’énergie turbulente vers les petites échelles, à une distancey
de la paroi dans la sous-couche logarithmique. À grand échelle, le cisaillement force la dy-
namique de transfert d’énergie :r S(y) δu(r,y)2 ∼ ε(y) r. À petite échelle, le mécanisme
interne de cascade d’énergie devient prépondérant :δu(r,y)3 ∼ ε(y) r. On se place ici dans
le cadre phénoménologique de la théorie de Kolmogorov (1941).

Une illustration des mécanismes mis en jeu dans le transfert d’énergie vers lespetites échelles, dans
la sous-couche logarithmique, est présentée sur la figure 6.6.

Nous avons publié une description phénoménologique des propriétés statistiques des fonctions de
structure de la vitesse turbulente dans la sous-couche logarithmique :

• «Scaling Properties of the Streamwise Component of Velocity in a Turbulent Boundary Layer», G.
RUIZ-CHAVARRIA , S. CILIBERTO, C. BAUDET & E. L ÉVÊQUE, Physica D: Nonlinear Phenomena,
vol. 141, 2000, p. 183

Un résultat important concerne l’universalité des lois d’échelles de ces fonctions de structure. Les
lois d’échelle dépendent fortement de l’intensité du cisaillement et par conséquent de la distance à la
paroi :

〈|δu(r,y)|p〉 ∼ rζp(y). (6.21)

Au contraire, le comportement relatif des fonctions de structure ne dépendpas de la distance à la
paroi :ζp(y)/ζq(y) est indépendant dey. Ce résultat est analogue à l’universalité des exposants relatifs
observée pour le modèle en couche de la turbulence (voir le chapitre 2).

6.3.2 Les fonctions de structure généralisées de la vitesse

Dans un cadre plus général, nous avons proposé une description unifiée de la turbulence en présence
d’un cisaillement. Il s’agissait de comprendre comment la phénoménologie dela turbulence homogène
et isotrope pouvait être modifiée, ou généralisée, en tenant compte des effets du gradient de la vitesse
moyenne (cisaillement). Nous avons proposé l’introduction d’une fluctuation généralisée de vitesse, per-
mettant de rendre compte à la fois du mécanisme de transfert d’énergie forcé par le cisaillement et du
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mécanisme de transfert non-linéaire :

δũ(r,y)3 = δu(r,y)3︸ ︷︷ ︸
transfert par la cascade

+ α S(y) r δu(r,y)2︸ ︷︷ ︸
transfert forcé par le cisaillement

. (6.22)

α est un coefficient de pondération, indépendant de l’écheller et de la distance à la paroiy. On considère
ici des incréments de vitesse (longitudinaux) dans la direction de l’écoulement moyen.

Si l’on reprend les arguments de similarité de la théorie de Kolmogorov (1941), on est ainsi amené à
considérerδũ(r,y)3 ∼ ε(y)r, soit

δu(r,y)3 + α S(y) r δu(r,y)2 ∼ ε(y) r pourη ¿ r ¿ L. (6.23)

En comparant l’importance relative des deux termes du membre de gauche, on retrouve l’estimation de
l’échelle caractéristique du cisaillementLS (introduite précédemment). D’autre part, on obtient

– pourr > LS : r S(y) δu(r,y)2 ∼ ε(y) r.

– pourr < LS : δu(r,y)3 ∼ ε(y) r.

Nous avons aussi montré que ce formalisme permet de décrire le phénomèned’intermittence de
manière unifiée à toutes les échelles inertielles, en tenant compte du cisaillement. Ces résultats ont été
publiés dans l’article présenté dans la section 6.5 :

• «Shear Effects in Non-Homogeneous Turbulence», F. TOSCHI, E. LÉVÊQUE& G. RUIZ-CHAVARRIA ,
Physical Review Letters, vol. 85, 2000, p. 1436

Les arguments phénoménologiques développés dans cet article ont été démontrés de manière analy-
tique pour la solution des équations de Navier-Stokes, en présence d’uncisaillement uniforme [87].

6.4 Applications importantes à suivre dans le domaine de la simulation
des grandes échelles de la turbulence

Pour de grandes valeurs du nombre de Reynolds, il est impossible de prendre en compte toutes les
structures turbulentes par une simulation directe (sans approximation) des équations de Navier-Stokes.
Le maillage nécessaire serait trop fin et les calculs trop volumineux (voir le chapitre 3). Il faut alors se
résoudre à ne traiter que les grosses structures du champ turbulent, quel’on isole par une opération de
filtrage. Les petites structures disparaissent du champ étudié mais leur influence sur la dynamique des
grosses structures doit être prise en compte. Il s’agit de la problématiquede la simulation des grandes
échelles de la turbulence (LES) [88] (livre sur le sujet).

6.4.1 Le cadre général de la modélisation sous-maille de la turbulence

La vitesse turbulenteui(~x,t) est décomposée en une composante grande échelle

u<
i (~x,t) ≡ [H∆ ⊗ ui] (~x,t) =

∫
H∆(~x′)ui(~x − ~x′,t)d~x′, (6.24)

où H∆ désigne un filtre passe-bas de longueur caractéristique∆, et une composante petite échelle
u>

i (~x,t) telle que
ui(~x,t) = u<

i (~x,t) + u>
i (~x,t). (6.25)

À partir des équations de Navier-Stokes forcées, on établit
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∂u<
i

∂t
+ u<

j

∂u<
i

∂xj
= − ∂

∂xj

(
p<δij + τij

)
+ ν

∂2u<
i

∂xj∂xj
+ f<

i , (6.26)

où
τij ≡ (uiuj)

< − u<
i u<

j (6.27)

désigne letenseur de contrainte sous-maille. τij représente le courant de quantité de mouvement entre la
composante grande-échelle et la composante petite-échelle de la vitesse turbulente.

Pour l’énergie cinétique des grandes échellese< ≡ 1
2(u<

i )2, on obtient

∂e<

∂t
+

∂

∂xi
J<

i = − Π<
︸ ︷︷ ︸

flux sous-maille

+

production︷ ︸︸ ︷
f<

i .u<
i −

dissipation︷ ︸︸ ︷
2ν‖S<‖2 , (6.28)

où

Π<(~x,t) ≡ −
∂u<

j (~x,t)

∂xi
· τij(~x,t) (6.29)

peut être vu comme le flux d’énergie sous-maille entre les grandes et les petites structures de l’écoule-
ment, au point~x à l’instantt.

Dans une simulation des grandes échelles de la turbulence, seule la dynamique de la composante
grande-échelle est intégrée ; l’interaction avec la composante petite-échelle est modélisée. Concrètement,
il s’agit d’établir une équation fermée pour le champ de vitesse filtréu<

i (~x,t), en définissant un ansatz
pour le tenseur sous-maille, noté̃τij .

6.4.2 Le modèle de Smagorinsky

Le modèle proposé par Smagorinsky (1963) est sans doute le modèle sous-maille le plus simple que
l’on puisse construire dans un contexte de turbulence homogène et isotrope [85] :

τ̃ij −1

3
τ̃kk

︸ ︷︷ ︸
intégré dans la pression

= −2νtS
<
ij . (6.30)

νt est uneviscosité turbulente sous-maille.

En analogie avec l’hypothèse de longueur de mélange, Smagorinsky propose

νt = (Cs∆)2‖S<‖ avec ‖S<‖ ≡
√

2S<
ijS

<
ij . (6.31)

Cs est une constante empirique indépendante de∆.

L’équation dynamique obtenue pour la composante grande-échelle de la vitesse s’écrit ainsi

∂u<
i

∂t
+ u<

j

∂u<
i

∂xj
= −∂p<

∂xi
+ (ν + νt)

∂2u<
i

∂xj∂xj
avec νt = (Cs∆)2

√
2S<

ijS
<
ij . (6.32)

On reconnaît l’équation de Navier-Stokes mais avec une viscosité modifiée.Si l’on reprend les argu-
ments de la théorie de Kolmogorov (1941), on obtient que l’échelle élémentairede la turbulence à grande
échelle est donnée par

η< =

(
(ν + νt)

3

ε

)1/4

= Cs∆

(
1 +

ν

νt

)1/2

en remarquant queε = (ν + νt)‖S<‖2. (6.33)
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Pour une turbulence pleinement développée, obtenue dans la limiteν → 0 : η< ≈ Cs∆. Ainsi, dans
le modèle de Smagorinsky, l’échelle de filtrageCs∆ joue le rôle de l’échelle de coupure dissipative.
Cette propriété est importante car elle va nous permettre, en utilisant la fonctionde structure généralisée
de la vitesse, de raffiner le modèle de Smagorinsky, en y incluant les effetsdu cisaillement.

6.4.3 Le raffinement du modèle de Smagorinsky près d’une paroiplane

Le modèle de Smagorinsky donne des résultats satisfaisants dans le cadre d’une turbulence homogène
et isotrope, mais ne peut pas décrire correctement les interactions sous-maille près d’une paroi solide.
Nous allons maintenant développer ce point.

Reprenons la configuration de l’écoulement plan entre deux plaques horizontales.

On considère ici que le champ de vitesse n’est filtré que dans les directions(x,z), parallèles à la
paroi. Le développement de Taylor de la section (6.2) devient

u<(x,y,z,t) = b<
1 (x,z,t)y + ... (6.34)

v<(x,y,z,t) = c<
2 (x,z,t)y2 + ... (6.35)

w<(x,y,z,t) = b<
3 (x,z,t)y + ... (6.36)

et l’on en déduit
τxy =

(
(b1c2)

< − b<
1 c<

2

)
y3 + ... (6.37)

Pour le modèle de Smagorinsky, on obtient au contraire

τ̃xy ∼ ∆2 près de la paroi! (6.38)

Nous proposons de modifier la définition de la viscosité turbulente du modèle deSmagorinsky, en te-
nant compte explicitement de l’intensité du cisaillement près de la paroi. Cette modélisation est présentée
dans la section suivante.

Il s’agit d’un travail en cours, mené en collaboration avec

– FEDERICOTOSCHI, CNR-Istituto per le Applicazioni del Calcolo, Rome, Italie.

– JEAN-PIERRE BERTOGLIO, L IANG SHAO & FAOUZI LAADHARI , laboratoire de mécanique des
fluides et acoustique de l’École Centrale de Lyon.
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6.4.4 «Modified Smagorinsky model for boundary layer flow»

In large-eddy numerical simulations of turbulence, only the large-scale component of flow variables is in-
tegrated and the interaction with the unresolved small-scale component is modelled. A spatial low-pass filter of
characteristic length∆ is introduced in order to separate the large and small scalesof motion. This filter smooths
out fluctuations at scales smaller than∆ so that the filtered fieldf< may be considered as the large-scale com-
ponent off . The small-scale component is the residual partf − f<.

Filtering the Navier-Stokes equations yields

∂tu
<
i + u<

j ∂ju
<
i + ∂jτij = −∂ip

< + ν∂jju
<
i

∂iu
<
i = 0, (6.39)

whereu<
i andp< represent respectively the filtered velocity and pressure fields (for simplicity it is considered here

that the mass density of the incompressible fluid is one),ν is the molecular kinematic viscosity and

τij ≡ (uiuj)
< − u<

i u<
j

denotes the so-called subgrid-stress tensor. This tensor arises from the nonlinearity inherent to the Navier-Stokes
equations and encompasses interactions between the resolved (large-scale) and unresolved (small-scale) fluctua-
tions of the velocity field. This term must be expressed as a function of large-scale variables in order to get a closed
set of equations.

Eddy-viscosity models rely on the assumption that the (traceless) subgrid-stress tensor reads

τij −
1

3
δijτkk = −2νtS

<
ij ,

whereS<
ij ≡ 1

2

(
∂ju

<
i + ∂iu

<
j

)
is the filtered rate-of-strain tensor andνt denotes an eddy-viscosity. Under this

assumption, the Smagorinsky model is the simplest, and mostcommonly used, proposal. More concretely, Sma-
gorinsky suggests that

νt = (Cs∆)2 · ||S<||,
where

||S<|| ≡
√

2
∑

i,j

S<
ij

2

is the local characteristic filtered rate-of-strain andCs is the so-called (adjustable) Smagorinsky coefficient. This
model yields fairly acceptable results in simulating homogeneous and isotropic turbulence but it is obviously
inappropriate in near-wall regions, where shear effects prevail.

The shortcomings of the Smagorinsky model, in the near-walltreatment, have been addressed by arbitrarily
damping the eddy-viscosity close to the wall. Van-Driest has suggested, based on pure empirical arguments, to mul-
tiply the Smagorinsky coefficient by the so-called Van-Driest damping function. More specifically, it is suggested
that

νt =

(
Cs

(
1 − exp

(
z+

A+

))
∆

)2

· ||S<||,

wherez+ is the dimensionless distance from the (planar) wall andA+ is an ad hoc constant. More precisely,
z+ = u∗z/ν whereu∗ is the characteristic velocity of the viscous sublayer,ν is the kinematic viscosity of the
fluid.

Here, we consider a correction to the Smagorinsky eddy-viscosity without adjustable parameter. This proposal
is motivated by some recent findings about the scaling behavior of velocity spatial correlations in the turbulent
logarithmic boundary layer. This model provides a (very) simple and attractive alternative for simulating near-wall
region of turbulent flows.

Before introducing this modification, let us recast the Smagorinsky model in the phenomenological framework
of Kolmogorov’s theory. In homogeneous and isotropic turbulence, the Kolmogorov’s dissipative scale, which may
be viewed as the smallest scale of turbulent motions, is given by

η ∼
(

ν3

ε

)1/4

,
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whereε = ν||S||2 denotes the rate-of-dissipation under molecular viscous effects. This estimate of the dissipative
length-scale is obtained by matching the relations

δu(r)3 ∼ ε · r

ε ∼ ν
δu(r)2

r2
,

whereδu(r) denotes the fluctuations of velocity differences across a distancer. The sign∼ stands for “behaves in
scaler as”. The first relation prevail in the inertial range of scales where non-linear dynamics dominate, whereas
the second is valid at scales where the velocity field is smoothed out under viscous effects. In the context of
eddy-viscosity models, the mesh-size∆ may be viewed as the dissipative length-scale. This yields

∆ ∼
(

νt
3

ε<

)1/4

,

whereε< is now interpreted as the subgrid energy flux, i.e., from resolved modes to unresolved modes. This flux
is characterized byε< = νt||S<||2 ; the Smagorinsky proposalνt ∼ ∆2 · ||S<

ij || is then recovered.

Relying on some recent experimental and theoretical findings, it is proposed that in the presence of a mean
shearS(z), the dissipative scaleη should be given by matching the relations

δu(r,z)3 + α S(z)r · δu(r,z)2 ∼ ε(z) · r

ε(z) ∼ ν
δu(r,z)2

r2
,

whereα is a constant coefficient of order one (independent ofz). We consider here generic cases in which the
shear only depends on the distancez from the wall. The average is meant onx-y planes parallel to the wall. The
shear is defined as

S(z) ≡ dUx(z)

dz
,

whereUx(z) denotes the mean velocity, here along thex−direction. This yields

η(z) ∼
(

ν3

ε(z)

)1/4

· 1√
1 + α S(z)

||S||(z)

.

In the absence of shear, i.e.S(z) = 0, the previous estimation ofη is recovered.

In the context of eddy-viscosity models, these arguments yield

∆ ∼
(

ν3
t (z)

ε<(z)

)1/4

· 1√
1 + α S(z)

||S<||(z)

.

and thereforeνt(z) ∼ ∆2(||S<||(z) + αS(z)). As one gets closer to the wallνt(z) must vanish. It follows that

νt(z) ∼ ∆2

(
||S<||(z) − S(z) . ||S<||(0)

S(0)

)
, (6.40)

whereS(0) = u2
?/ν is the shear at the boundary.

A priori tests are displayed on figures (6.7) and (6.8) for twocoarse-graining sizes. It is observed that this
model gives a very satisfactory estimation of the mean subgrid energy flux〈τij .S

<
ij 〉 ; there is a significant impro-

vement compared to the Smagorinsky model with Van-Driest damping. The agreement is a bit disappointing for
the subgrid-stress in the direction of the shear; this should be addressed in the future.
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FIG . 6.7 –The coarse-graining size is 4 (in wall unit).

0 10 20 30 40 50 60 70
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0
x 10

−6

z

<
τ xz

>

apriori estimate

Smagorinsky without shear

Smagorinsky + Van−Driest damping

0 10 20 30 40 50 60 70
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0
x 10

−8

z

<
τ 

. S
>

FIG . 6.8 –The coarse-graining size is 8 (in wall unit).
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6.5 Article présenté

6.5.1 «Shear effects in non-homogeneous turublence», F. TOSCHI , E. LÉVÊQUE , & G.
RUIZ -CHAVARRIA , Physical Review Letters, vol. 85 (7), 2000, p. 1436
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– Les lois d’échelle de la turbulence développée
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directeur de thèse : Uriel Frisch
cette thèse a été préparée au département de mathématiques
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– «Statistical Properties of the Energy Flow of a Passive Scalar
in Fully Developed Turbulence»
E. LÉVÊQUE, S. CILIBERTO, C. BAUDET & G. RUIZ-CHAVARRIA

Proceedings of the European Turbulence Conference VII, Nice
publié dansAdvances in Turbulence VII, édité par U. Frisch
Kluwer Academic Publishers, 1998
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Activités et responsabilités
liées au métier de chercheur

Séminaires, conférences et workshops

– «On the rapid increase of intermittency in the near-dissipation range of turbulence»
séminaire au département de mécanique et aéronautique de l’université «La Sapienza»,
Rome, Italie, 2003

– «Finite-mode spectral model of Navier-Stokes turbulence»
séminaire à l’institut Erwin Schrödinger, Vienne, Autriche, 2002

– «Modèle réduit des équations de Navier-Stokes»
séminaire au laboratoire de mécanique des fluides et acoustique,
École Centrale de Lyon, 2001

– «Lois d’échelle dans une couche limite turbulente»
séminaire au laboratoire de physique et mécanique des milieux hétérogènes,
École supérieure de physique et chimie industrielle, Paris, 2000

– «Hiérarchie des moments statistiques de la dissipation en turbulence pleinementdéveloppée»
séminaire à l’institut Laue Langevin, Grenoble, 1998

– Participation à des conférences ou workshops :

– école thématique «Dynamique des fluides stellaires et simulations numériques associées»
centre Paul Langevin, Aussois, 2004

– conférence «Kolmogorov’s Legacy in Physics»
The Abdus Salam International Centre for Theoretical Physics, Trieste, Italie, 2003

– école thématique «Turbulence : Measurements and Signals»
Institut d’Etudes Scientifiques de Cargèse, 2002

– workshop «Developed Turbulence», Vienne, Autriche, 2002

– conférence «Direct and Large-Eddy Simulations», Twente, Pays-Bas, 2001

– workshop «Intermittency in Turbulent Flows», Isaac Newton Institute, Cambridge, 1999

– «European Turbulence Conference» VII, VIII, IX, X 1998-2000-2002-2004
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– Participation aux différentes rencontres du GDR «Turbulence», 1998-2003

– Participation à la formation CNRS «Applications numériques parallèles hautes performances, ana-
lyse, conception et utilisation», Aussois, 2000

Responsabilités

– Agent chargé de la mise en oeuvre de la sécurité (ACMO) au laboratoire de physique de l’ENS-
Lyon, nommé le 01 septembre 2001 :

– rédaction du «règlement intérieur du laboratoire» :
mesures d’urgence et règles spécifiques de sécurité en vigueur au laboratoire

– Organisation d’une rencontre du GDR Turbulence, à l’ENS-Lyon, 2001

– Représentant de l’ENS-Lyon au conseil des partenaires
du centre de calcul pour la recherche et les technologies du CEA, depuis 2001 :

– organisation du colloque bi-annuel des partenaires du CCRT-CEA

au grand amphithéâtre de l’ENS-Lyon, 2002

– Membre du conseil du laboratoire de physique de l’ENS-Lyon

– Membre de la commission de spécialistes sciences et techniques de la mécanique et de l’énergie,
60ème et 62ème sections, de l’École Centrale de Lyon

– Membre suppléant de la commission de spécialistes de physique, 28ème, 29ème, 30ème, 60ème
et 61ème sections, de l’ENS-Lyon

– Conception et correction de l’épreuve écrite de physique option MP
au concours d’entrée aux Écoles normales supérieures de Lyon et Cachan, 2002 et 2003

Activités d’enseignement

– cours magistral «Description statistique des systèmes non-linéaires»
DEA Physique Statistique et Phénomènes Non-Linéaires
École doctorale de Physique fondamentale et astrophysique
12 h., 1998-2002, ENS-Lyon

– cours magistral «Analyse numérique»
Master M1 du LMD des Sciences de la Matière de l’ENS-Lyon
30 h., depuis 1999

– cours à l’école d’été «Turbulence : Measurements and Signals»
Institut d’Etudes Scientifiques de Cargèse, CNRS

3 h., 2002, Cargèse

– cours à l’école de physique stellaire d’Aussois
«Dynamique des fluides stellaires et simulations numériques associées»
centre Paul Langevin, CNRS

3 h., 2004, Aussois

– cours magistral «Hydrodynamique»
Master M2 du LMD des Sciences de la Matière de l’ENS-Lyon
20 h., depuis 2004
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Encadrements d’étudiants

— CHRISTOPHEKOUDELLA, doctorant au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon (1995-1999) sous
la direction de Chantal Staquet, puis post-doctorant au DAMTP de l’université de Cambridge (Angle-
terre). Nous avons mené ensemble une étude théorique et numérique sur ladynamique de cascade de la
turbulence. Ce travail a conduit à une publication dansPhysical Review Lettersen 2001.

— BRUNO GILLES, doctorant au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon (1997-2001) sous la di-
rection de Christophe Coste. En marge du travail de thèse de Bruno Gilles, nous avons mené une étude
expérimentale et numérique sur le phénomène de voûte dans un milieu granulaire bi-dimensionnel. Ce
travail a conduit à une publication dansPhysical Review Lettersen 2004.

— NICOLAS MORDANT, doctorant au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon (1998-2001) sous la
direction de Jean-François Pinton. J’ai participé à l’encadrement de la thèse de Nicolas Mordant sur la
mesure Lagrangienne en turbulence. Il a été question d’analyser les résultats des mesures expérimentales
obtenues par Nicolas, et de les comparer aux résultats de mes simulations numériques. Ce travail a
conduit à plusieurs publications collégiales : deux articles parus dansPhysical Review Letters(2002-
2003), un article dansJournal of Statistical Physics(2003) et un article dansNew Journal of Physics
(2004).

— LAURENT CHEVILLARD , doctorant au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon (2001-2004) sous
la direction d’Alain Arnéodo. J’ai participé à l’encadrement de la thèse deLaurent Chevillard. Nous
avons travaillé ensemble sur la description théorique des corrélations de vitesse en turbulence. Un article
en collaboration avec Bernard Castaing est considéré pour publication dansEuropean Physical Journal
B (2004).

Participation à un jury de thèse

— thèse d’ANTOINE MOREAU : «étude du mélange de scalaires en écoulement turbulent
et application à la modélisation des petites échelles»
directeur de thèse : Jean-Pierre Bertoglio
soutenu le 20 Décembre 2002 à l’École Centrale de Lyon

Referee

– pour les journaux à comité de lecture:Physical Review Letters; Physical Review E; Physics of
Fluids; Canadian Journal of Physics; European Physical Journal B

Contrats, financements

– Bourse Bonus-Qualité-Recherche inter-établissements
projet : «Modélisation de la viscosité sous-maille près d’une paroi solide,
en simulation numérique des grandes échelles de la turbulence»
entre le laboratoire de physique de l’ENS-Lyon (porteur de projet : E. LÉVÊQUE)
et le laboratoire de mécanique des fluides et acoustique
de l’École Centrale de Lyon (porteur de projet : J.-P. BERTOGLIO)
6.000 Euros pour chaque laboratoire, 2004
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– Partenaire du contrat Région Émergence «Acoustique et vibrations»
responsable : C. BAUDET, université Joseph Fourier, Grenoble
2286 Euros (15.000 F) par an, 2001-2003

– Bourse ACI Jeunes Chercheurs du MENRT «Télétrafic informatique et turbulence»
responsables du projet : P. ABRY (équipe traitement du signal du laboratoire)
et E. LÉVÊQUE (équipe physique non-linéaire, hydrodynamique et turbulence)
400 000 F, 1999-2002

– Heures de calcul sur calculateur parallèle IBM SP3 et SP4 du CINES, Montpellier :

– 6000 h en 2001, 10.000 h en 2002, et 10.000 h en 2003
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