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Premiére partie

TRAVAUX DE RECHERCHE






CHAPITRE PREMIER

Contexte et problématique de la
turbulence

Tout d’abord, voici quelques propos trés généraux sur le contéxéepeoblématique de la turbu-
lence:

— le termeturbulenceest attribué a une grande variété de phénoménes physiques dantslesque
comportement violent et irrégulier se présente. Ici, nous l'utiliserongf&mence au mouvement
d’'agitation (tridimensionnel) d'un fluide Newtonien supposé incompressibnleyvement gou-
verné par les équations mathématiques de Navier-Stokes.

— laturbulence est un systéme dynamique chaotique avec un trés granc:mnaegrés de liberté,
mais son désordre échappe aux descriptions de la mécanique statistiqueiaia: la turbulence
est un phénoméne fortement hors-équilibre.

— la turbulence est profondément liée a la structure non-linéaire deigpudéterministes qui la
gouvernent (les équations de Navier-Stokes) ; la solution de ces éwuat&t en jeu des mouve-
ments tourbillonnants treés variés, en interaction permanente et simultanée.

Ces propriétés particulieres conferent au phénomene d’agitation tibuiee complexité difficile
a cerner. Ainsi, depuis la fin du XI%®¢ siecle et les premiers travaux d’Osborne Reynolds, on recherche
I'information objective, qui permettrait I'élaboration d’une théorie degurgpet prédictive des écoule-
ments turbulents. Il s’agit la d'un vaste programme de recherche, adey@artie inachevé, qui motive
toujours de nombreux travaux scientifiques [1] (livre récent sur ld)suje

FiG. 1.1 —Turbulence dans un film de savon (Hamid Kellay, université de BordBaux
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Deux attitudes, différentes dans leur forme mais cohérentes sur le fortdyénéralement adoptées
dans I'appréhension des écoulements turbulents::

— la premiére consiste & aborder le sujet comme un probléeme de mécaniquaidies: ft'est
I' attitude du mécanicierLe mécanicien s’'attache a la cinétique de I'écoulement. Il exprime des
bilans de conservation: masse, quantité de mouvement, énergie interngetcompte de la
géomeétrie et des conditions aux bords, pour dégager un comportembat d¢ol’écoulement ;
un comportement & grande échelle. Il s’agit, par exemple, de déterminertiéade charge dans
une conduite, I'efficacité de la dispersion d’'un polluant ou les contraméeEsniques exercées par
I'écoulement sur un obstacle.

— la seconde attitude consiste a aborder la turbulence comme un problémesipielstatistique :
c’est I'attitude du physicieri_e physicien s'intéresse aux processus stochastiques élémentaires de
I'agitation du fluide. Il veut comprendre le comportement du systeme dangé&ail; & petite
échelle. Il s’agit principalement de mettre en évidence des propriétésigtaisuniverselles des
fluctuations turbulentes.

La difficulté du probléme de la turbulence réside principalement dans leufdinty a pas de sépa-
ration entre les grandes et les petites échelles: on ne peut pas traiter lerteonent a grande échelle
sans tenir compte explicitement du détail des mécanismes mis en jeu a petite écimykesement. Les
deux attitudes, mécanique et physique, sont donc fortement liées I'unatéel’ Dans ce mémoire, je
tacherai d’aborder la problématique de la turbulence en mélant ces ttidudes : en rappelant que dans
le traitement statistique il s'agit aussi d’'un probléme de mécanique des fleidd'sawutre part que des
considérations statistiques sont inévitables dans la description de la mécansguen jeu.

Ce premier chapitre introduit les principaux concepts inhérents a la déseriju mouvement tur-
bulent d'un fluide. Il s’agira aussi de poser les questions, de seilley points qui me paraissent intéres-
sants et surtout motivent les travaux présentés dans les chapitrastsifleux a six). Dans un premier
temps, nous aborderons la turbulence du point de vue de la mécaniqflaides (section 1.1) puis
nous montrerons qu’un traitement statistique est nécessaire (sectioBdn®)un second temps, nous
présenterons le probléme statistique de la turbulence (section 1.3) et legltédfirencontrées (section
1.4). Enfin, les travaux présentés dans ce mémoire seront introduii®iise®) puis développés dans
les chapitres suivants.

Larédaction de ce chapitre d’'introduction a été un exercice laborieur’gwonduit a faire le point
sur mes connaissances et chercher a en présenter une synthiesdegagcessible (je 'espére) au plus
grand nombre.

1.1 Le phénomeéne physique ; I'attitude du mécanicien

1.1.1 Lécoulement de Poiseuille, en régime laminaire

Considérons I'écoulement permanent d'un liquide visqueux (incomiptessians un tube fin in-
cliné: il s'agit de I'écoulement de Poiseuille (1841) [2]. Les trajectoiredldide sont rectilignes et
paralléles & I'axe du tube, de sorte que) est la seule composante non nulle de la vitesse (figure 1.2).
Le mouvement se décompose ainsi en filets de fluide paralléles, glissamslesirules autres sans se
mélanger : I'écoulement elminaire
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Fic. 1.2 —Schéma de I'écoulement de Poiseuille dans un tube fin (capillaire) inglidésigne I'accé-
Iération gravitationnelle.

La force de frottement visqueux (par unité de surface) entre les fiéssltant des mécanismes de
collision entre les particules du fluide, s'écrit

(1.1)

1 est laviscosité dynamiquéu fluide. Cette notion de viscosité remonte a Newton (1687) qui proposa
I'idée d'une résistance intérieure, proportionnelle a la vitesse relativéldenents de fluide [3].

La quantitég = p + pgz, oup et p sont respectivement la pression et la masse volumique du fluide,
représente la charge de I'’écoulement: c’est une force par unitéridezeuCette force est constante
sur une section du tube et diminue linéairement le long de I'axe du fait de lasitiéau fluide. En
hydraulique, on dit qu'il y goerte de chargg4] (cours de mécanique des fluides). Plus précisément, la
conservation de la quantité de mouvement impose I'équation

1
T(r) = §G7“, (1.2)
ou la constant&s = —dq(Z)/dZ > 0 désigne la diminution de la charge par unité de longueur. Les
équations (1.1) et (1.2) conduisent au profil de vitesse parabolique
ulr) = 1 (B =) w3

vérifiant la condition de vitesse nulle a la paroi.
Pour le débit volumiqué), on obtient

R 4
Q E/O 2rru(r)dr = W?f . (1.4)

Il s'agit de la loi mise en évidence expérimentalement par Hagen (18B8&) Poiseuille (1840) [6].

La puissance dissipée (par unité de masse) par I'écoulement est gamnée

GU
Ediss. = — (15)
p
oulU = Q/7R? est la vitesse moyenne (sur une section). Il en suit ainsi
8ulU . U?
= PuIS  Ediss. = 8V —5 (1.6)

R? R?
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7]

u(r)

7]

FiG. 1.3 —Le profil moyen de vitesse est parabolique en régime laminaire. En edgiioulent, ce n’est
plus le cas. La vitesse moyenmg-) varie rapidement au voisinage de la paroi et est prati-
guement constante au centre du tube. Cette variation rapide de la vitefisié uide couche
limite, dont I'étude sera abordée au chapitre 6.

en notant = u/p la viscosité cinématiqudu fluide. Ce taux de dissipation correspond a la puissance
gu'il faut dépenser pour maintenir le régime d’écoulement permanest,atdire pour compenser le tra-
vail des forces visqueuses. Nous obtenons que la puissance disgip@st directement proportionnelle

a la viscosité du fluide et augmente avec le carré de la vitesse moyenne.

En réalité, les calculs précédents ne s’averent valables que pouhdssie trés petite section. On
peut s’en rendre compte en calculant la vitesse moyenne dans un tubede ¢m incliné d’'une pente
de0,1%. L'eau prend, d’aprés la loi de Poiseuille, sous I'action de la seulenpmsa(en supposant que
la pression est la méme aux deux extrémités du tube), une vitesse de l'eddrerd/s. Dans un tube de
rayonl m, la loi de Poiseuille donnerait une vitesseldan/s. Les vitesses que I'on observe en pratique
sont beaucoup plus petites. D’autre part, le profil moyen de vitessepiiesparabolique : la vitesse
varie trés rapidement au voisinage des parois et est pratiquementterastaentre du tube (figure 1.3).
Enfin, la perte de charge par unité de longueur n’est plus proportlerdié (selon I'équation (1.6)) mais
plutdt AU2. La puissance dissipée, quant a elle, n’est plus proportionnélferaais a une puissance de
U voisine de 3.

1.1.2 Latransition laminaire — turbulent

On a pu expliquer ces différences en remarquant que, dés que lesesgithspassent certaines va-
leurs critiques, la permanence et la régularité de I'écoulement cessenm@eements irréguliers et
tourbillonnants, dans lesquels les particules de fluide suivent des tisgecémchevétrées, prennent
place. Les gradients de vitesse sont alors beaucoup plus importantscetngéquent, les résistances
(visqueuses) trés supérieures a celles qui correspondraient auvement régulier de méme vitesse
moyenne. On passe du régime d’écoulement laminaire a céoodlement turbulent

Reynolds (1883) a mis en évidence cette transition en introduisant daoslééwent, a I'intérieur
d’un tube de verre, un filet de fluide coloré (figure 1.4). A partir d’uegaine vitesse, le filet se trouble
et se perd dans le liquide extérieur (figure 1.5 (b) et (c)). Le mouvelasmbaire est stable pour les
faibles vitesses et instable a partir d’'une certaine vitesse critique.

1.1.3 Les contraintes turbulentes, ou contraintes de Reynis

En régime turbulent, la vitesse (tridimensionnelle) du fluide en un point doar&sbace subit
des fluctuations temporelles rapides et sans période définie (figureOh@st ainsi amené a consi-
dérer chaque composante de la vitesgé,t), au pointZ a l'instantt, comme la résultante d'une vi-
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Fic. 1.4 —Gravure de I'expérience d’Osborne Reynolds, extraite de I'article edperimental investi-
gation of the circumstances which determine whether the motion of watkbshdirect or
sinuous, and of the law of resistance in parallel channeB»ReyNOLDS, Phil. Trans. Roy.
Soc. London Ser. Avol. 174, 1883, p. 935-982.

tesse moyenng;(Z,t) variant lentement en fonction déet det, et d’'une vitesse d’agitation,(Z,t) =
ui(Z,t) — w;(Z,t) variant trés rapidement en fonction det det [7].

En théorie, la vitesse moyenne est définie comme la moyeatistisjue sur des réalisations indépendantes de
I'écoulement. En pratique, cette estimation est difficilagttre en oeuvre. Dans le cas d'un écoulement turbulent
(statistiquement) stationnaire, on invoque une propdétégodicité pour assimiler la moyenne d’ensemble a une
moyenne temporelle [8]:

1 t+T/2
u; (Z) ~ —/ wi(Z,7)dr a.7)
T Ji—1)2

en choisissant l'intervalle de temfistrés grand devant les périodes temporelles de la vitedsel¢umte.

Quoigue nulle en moyenne, la vitesse d’'agitation intervient dans les lois duemam moyen. En
effet, le produitu;u; se décompose seldn; + u;)(w; + u’) etil en suit

W = U Uj + ugu. (1.8)

Nous voyons donc que

— I'énergie cinétigue moyenne de 'unité de voluém est la somme de I'énergie cinétique de
I'écoulement moyergpuﬁ u; et de I'énergie cinétique d’agitation turbuIer%tﬁugu;.

— letenseur d'impulsion;; = —pu;u; estlasomme du tenseur correspondant aux vitesses moyennes
—pu; u; etdu tenseur—pu;ug correspondant aux vitesses d’'agitation turbulente.
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@)

- RN ©

L

Fic. 1.5 —(a): régime d’écoulement laminaire — (b) : «The colour band would athce mix up with
the surrounding water, and fill the rest of the tube with a mass of colowegdr» — (¢) : «On
viewing the tube by the light of an electric spark, the mass of colour ra$adtself into a
mass of more or less distinct curls, showing eddies»

Par conséquent, pour tenir compte de la turbulence dans I'étude du mauvemen, il faut ajou-
ter aux contraintes associées aux vitesses moyennes, les conm@'nﬁes—pu;u; liées a I'agitation
turbulente. Ces derniéres sont appeléesdedraintes de Reynold$895) [9].

1.1.4 La cinétique de I'écoulement moyen
les équations cinétiques::

Historiguement, les équations qui régissent le mouvement d’'un fluide visqdwtonien) sont
connues depuis le début du Xi% siecle. Il s’agit desquations de Navier-Stokeforme locale du
principe fondamental de la dynamique énongant la conservation de l&tgudsmouvement [12] [4].
Pour chaque composanig(7,t) de la vitesse :

Du;  0u; Ou; 1 0p 5 0%u;
(%cjaxj'

= iR 1.
Dt ot g O0x; p Ox; (1.9)

Par ailleurs, nous supposons que la masse volumpguie fluide ne varie pas, c’'est a dire que le
fluide estincompressibleLa conservation de la masse impose alors la contrainte supplémentaire

8u,~
= 1.1

qui est aussi satisfaite par la vitesse moyemnet la vitesse d’agitation;.

En moyennant les équations de Navier-Stokes, on obtient pour chaqueosanteaz; (Z,t) de la
vitesse moyenne :
Dw; 0w 0w 1op Ou 0%u;

(1.11)

_ =t Uj— = —— v .
Dt ot * J@xj p Ox; Ox; * O0x;0x;
Ce sont les équations du mouvement moyen.
Pour I'énergie cinétique (par unité de masgex %u_ﬁ :

De; _0e  _0dec 0 ([ 1___ S _wa S — W) S
= = a—x] (—;uj D+ (21/5@ — uéué) uz) — (2VS7;J‘ — uéué) S;i. (1.12)

Dt~ ot “ox
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vitesse turbulente : u'(t) [m/s]

-15 ‘
0 0.1 0.2
temps : t[s]

FiG. 1.6 —On peut enregistrer les fluctuations temporelles de vitesse turbulente painindonné de
I'espace, au moyen d’'un anémomeétre a fil chaud [10]. Il s’agit icing mesure de vitesse,
loin dans le sillage d’'un cylindre vertical (réalisée par Christophe Baudetoine Naert,
Sergio Ciliberto et Gerardo Ruiz-Chavarria au laboratoire de physige&ENs-Lyon, 1995
[11]). Le fluide est I'air.

— 1 /0w Ou;
Sl] - 5 <81‘J * &r,) (1.13)

représente le tenseur des vitesses moyennes de déformation [13]dedurbulence).

la transition laminaire-turbulent et le nombre de Reynolds:

La transition laminaire — turbulent est relative a la prépondérance du teéagitadion turbulente
uéu} (transport convectif) vis-a vis du terme de dissipation visquet®eS;; (transport diffusif). De
maniére heuristique, Reynolds proposa de quantifier I'efficacité reldévees deux mécanismes (au
sein de I'’écoulement) par le nombre sans dimension

UL
Re=— : nombre de Reynolds (1.14)
v
U et L caractérisent la vitesse et la taille de I'écoulement. A partir des équatioamitymes, on retrouve
le nombre de Reynolds en considérant

o US . U2
/V—u;u;. Sy~ et /VHSH%? (1.15)

fv désigne une moyenne sur I'écoulementeatignifie «<se comporte comme » (a une constante multi-
plicative d’ordre un pres).

Le régime turbulent correspond aux grands nombres de Reynolds qtuenBimportance des
contraintes liées a I'agitation turbulente par rapport aux contraintes visgaeDans ce cas, la viscosité
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cinématiques n’est plus un paramétre pertinent (de I'écoulement moyen) et I'équatsonde I'énergie
cinétigue devient
redistribue I'énergie au sein de I'’écoulement moyen
De. 0 1_
Dt ai'j

~
~

; u_Z') + '’ S . (1.16)

~
<

transfert vers I'agitation turbulente

Le termeu;u; S;; est important: il représente un transfert d'énergie cinétique vers ialance.
Cette énergie cédée par le mouvement moyen sera finalement dissipédeam pha I'agitation du
fluide a trés petite échelle. La puissance dissipée (par unité de massequaldment s’écrit donc
Jy =i Sij ~ U/ L, d'aprés les estimations (1.15).

Pour illustrer ces propos, revenons a I'écoulement de Poiseuille. BEneédgrbulent, la perte de
charge par unité de longueur s’exprime sous la fofHe U, R). Un argument d’analyse dimensionnelle
conduit a

pU?

~

Cette prédiction est en accord avec les observations expérimentales.ZJaguissance dissipée, elle
devient

(1.17)

GU U3
Ediss. = ~ 5 (118)
p R

ce gui est cohérent avec le raisonnement précédent.

1.1.5 Le probleme de fermeture des équations du mouvement mery

Pour caractériser le tenseur des contraintes turbule@teﬂ;faudrait connaitre en chaque point et &
chaque instant les propriétés du mouvement d’agitation. C’est la I'objebadsreux travaux fondés sur
des considérations statistiques,@{iz,t) est considérée comme une fonction aléatoire de la position
et du temps.

A partir des équations dynamiques, on serait tenté de calefuleren considérant

ouiu; ou'. o’
J / J ! 7
= - . 1.19
ot “ar o (1.19)
et en substituant les équations dynamiques pagyot et 8u§-/@t. On aboutit de cette maniere a une

expression impliquant les corrélations tripk@&;u;. De méme, I'équation pour les corrélations triples
implique les corrélations quadruples, et ainsi de suite. Ce probléme, dermeture statistiqueest
inhérent a la non-linéarité des équations de I'hydrodynamique. Cedfisign’'une information sup-
plémentaire, sur la nature de la solution turbulente des équations de Neokes,Sest nécessaire pour
décrire les contraintes de Reynolds avec un nombre fini de paramétrea®$empiques).

1.2 Du concept de viscosité turbulente a celui de cascade d’énergig, la
nécessité d’étudier le phénomeéne d’agitation turbulente dans son
détail spatio-temporel

Comme nous l'avons présentée dans l'introduction, I'attitude du mécaniciegiste a aborder la
cinétique de I'écoulement turbulent dans son ensemble. C’est la dénsaicleepar Osborne Reynolds.
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L'étude du mouvement moyen a du sens car elle permet d’accéder actéamtiques importantes de
I'écoulement: perte de charge, force de trainée, coefficient de n&labhg Cependant, le probleme
de fermeture des équations du mouvement moyen souligne aussi la nédessractériser la nature
(statistique) de l'agitation turbulente. Nous allons voir que cette nature egilexe et échappe a une
description classique. Il s’avére ainsi nécessaire d'étudier la turbell@ans son détail spatio-temporel :
c’est I'attitude prise par le physicien. De ce point de vue, le problémeoasest idéalisé. Le désordre
turbulent est supposé (localement) statistiquement homogene et isotrepessa du fluide est décom-
posée en modes de Fourier ou encore en ondelettes [14] (thése dex3[H) (livres sur le sujet). Il
s’agit principalement de caractériser les corrélations spatiales et tdfapate mouvement d’agitation
turbulente.

1.2.1 Le concept d’'une viscosité turbulente et ses limites
I'approche phénoménologique de la viscosité turbulente :

Supposons que I'écoulement moyen se décompose en filets horizorttgue, la vitesse moyenne
T, SOit croissante suivant la direction verticgle

— les particules de fluide qui pénétrent dans un filet par Ie1k1§3>(0) ont en moyenne une vitesse
horizontale plus petite que la vitesse moyenne du filet« 0.

— les particules qui pénétrent par le hauf (< 0) ont quant a elles une vitesse horizontale plus
grande que la vitesse moyenne du filef:> 0.

- - - - _ ﬁ
Ainsi, dans les deux situationg,, = —pu/,u; > 0.
Le méme raisonnement s’applique lorsque la vitesse moyepnest décroissante suivapt et
conduit cette fois &, = —puju; < 0.

Ty —

Cette description phénoménologique suggére l'existence d'un frottemdmitlant responsable
d’échanges de quantité de mouvement entre les filets du mouvement mogeagidas rapides vers les
régions lentes. Ainsi, Boussinesq (1877) proposa d’'écrire

duy

U;:y = Hturb. d—y (120)

ou le coefficient de proportionnalifé.,,1,, > 0 s'interpréte comme unéscosité turbulente

Il s’agit ici de traiter la turbulence comme un état de la matiére en considé@samiouvements
turbulents comme des mouvements moléculaires, mais avec des molécules doatdariiours moyen
serait macroscopigue et non plus microscopique [16]. Dans le cadretdeapproximation, le tenseur
(complet) des contraintes de Reynolds, symétrique et de trace nullerisiexgous la forme

1 —
ij = Mourb.Sij — gp%z%‘ (1.21)

et la viscosité turbulente,, (Z,t) peut a priori dépendre de la positidret du tempsg. Ce concept est

aujourd’hui a la base de trés nombreux modeles numériques de la tudgulgitisés dans I'industrie.

Nous reparlerons de la viscosité turbulente dans les chapitres 3 egfiidarsus aborderons le probleme

de la modélisation numérique des grandes échelles de la turbulence.
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I'ordre de grandeur et la modélisation de la viscosité turbulente :

Il est possible d’établir I'ordre de grandeur de la viscosité turbulenteomsidérant la puissance
dissipée localement, c’est a dire= —u;u; S;; (par unité de masse). L'hypothése de viscosité turbulente
conduit a

£ = 2Wum. || (1.22)
En comparant ces deux expressions, on obtient donc

_alay Q..
Vturb. Uty SU
~Y

TR 429

On retrouve ici une estimation (locale) de la prépondérance des efégfisadion turbulente vis a vis
des effets de dissipation visqueuse (sur I'écoulement moyen). La ié&oosléculaire est ainsi multi-
pliée par un facteur de I'ordre de grandeur du nombre de Reynoldsdponer la viscosité turbulente.
Ce résultat fournit une explication du caractere fortement dissipatif giéedtaon turbulente.

La viscosité cinématique turbulentg,,;, est homogéne au produit d'une vitesse par une longueur,
suggérant d’écrire en analogie avec la théorie cinétique des gaz:

Vturb. = Ulﬁm (124)

ouw’ et/,, désignent respectivement la vitesse caractéristiquda@tdmeur de mélangae la turbulence
[17].

On a—uju); S;j ~ u?[[S|| d'ot ' ~ fn, | S| puis veur ~ €2, ||S| en utilisant les équations (1.22)
et (1.24). Si I'on revient maintenant & la puissance dissipée, on obtien®2, |[S||> ~ u'*/¢,, et donc
finalement

bo~L et u~U (1.25)

en comparant avec I'estimatidn’® /L de la puissance dissipée globale (par unité de masse). Ce résultat
indique que la turbulence impliqgue des mouvements dont la taille et I'énergielediardre de gran-

deur de celles de I'’écoulement moyen. On s’attend ainsi a ce que la turbeuterque profondément la
cinétique globale du systeme. Par la suite, nous verrons que l'agitatiometatdoimplique des mouve-
ments, non seulement a I'échelle de I'écoulement, mais sur un continuunetigschllant de la taille de
I'écoulement a I'échelle de la dissipation moléculaire.

Au dela de ce modéle de longueur de mélange, une alternatigiste a construire des lois de comportement
de certaines quantités susceptibles de caractérisectssitié turbulente. Par exemple, on peut chercher a modélise
la viscosité turbulente selon )

k
Vturb = 0?7 (126)
ol k ete représentent respectivement I'énergie cinétique et Isspuice dissipée de I'agitation turbulente. Il s’agit
de la classe des célébres modeéles)([18] (cours de turbulence), qui nécessitent par ailledusilider deux
équations modeles supplémentaires (fermées) satisfaitdes deux quantitésetc.

les limites du concept d’une viscosité turbulente :

L'analogie avec les mouvements moléculaires comporte de sévéres limitatiorigieéoDans un
gaz dilué de sphéres dures, les particules se percutent de facanallen@léatoire et indépendante.
Cette interaction est bien décrite en terme de probabilité de transition relativeoBiséon entre deux
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particules. D'autre part, le libre parcours moyen des particules estdtggipvant I'échelle de varia-
tion spatiale de la vitesse du gaz, c’'est a dire la taille du systéme : on suppibseagqune séparation
d’échelle entre I'agitation moléculaire et le mouvement du gaz. Ces hypstlkésduisent a I'intro-
duction d’'un coefficient phénoménologique de diffusion, appelé vitgc@soléculaire). Au contraire,
I'agitation turbulente résulte de I'interaction continue, simultanée, d’'une multtadeouvements tour-
billonnants dont les échelles (spatiales) atteignent la taille du systéme (figlreds hypothéses faites
en cinétique des gaz sont donc profondément mises en défaut. Lggeesrenétiques respectives des
tourbillons en interaction peuvent étre significativement différentegitdion turbulente serait I'ana-
logue d’'un gaz dont la température changerait d’'un ordre de grasdele libre parcours moyen des
particules en interaction. On percoit dés a présent que le probléme deiquicatatistique, relatif aux
échanges d’énergie entre les tourbillons turbulents, ne pourra pasagtEede maniére habituelle : il
s’agit d'un systéme thermodynamique dans un état (fortenhensyéquilibre

1.2.2 Le concept de cascade d’énergie de Richardson

A I'époque ou fut introduit le concept de viscosité turbulente, Lewis Ru$an (1922) suggéra
I'idée d’'unecascade d'énergieers les petites échelles [19] : des mouvements tourbillonnants a I'échelle
de I'écoulement moyen sont générateurs de tourbillons a des échellea phup petites, qui eux-mémes
généerent des mouvements a des échelles plus petites, etc. Ce proeesassadle d’énergie se termine
finalement lorsque les mouvements de trés petite taille sont amortis sous leffetvicosité molé-
culaire. Ce concept de cascade fait abstraction de I'écoulement mogerfaxalise sur I'organisation
spatio-temporelle de I'agitation turbulente. En particulier, il ne s’agit pas diauvement localisé a une
échelle de mélange mais d'une hiérarchie de mouvements en interaction petenaéaisant un trans-
fert d'énergie des grandes vers les petites échelles. De maniérenpéidologique, Richardson a ainsi
introduit une premiére information sur la nature de I'agitation turbulente. Cdtiemation marquera
profondément I'approche du probléme de la turbulence.

Une description phénoménologique de la cascade d’énergie, portdattemps caractéristique du
transfert d’énergie a travers les échelles, sera proposée au elgapitr

1.3 Laturbulence comme probleme de mécanique statistique ;
I'attitude du physicien

1.3.1 Les équations de Navier-Stokes forcées

les équations cinétiques de I'agitation turbulente :

Le physicien s’intéresse a I'agitation turbulente. A partir des équationsageiNStokes, on peut
établir pour chaque composantgz.t) :

ou, 0 , O _8u;> 1o 02!

i Y (T i) - - v 1.27
ot * 0 (uzu] u2u3> * (u] Ox;j i Ox; p Ox; V@xjaxj (1.27)

et pour I'énergie cinétique moyenag = %u;f (par unité de masse):

production  dissipation

7 o/ o 1 1 — —
, Gtc +U_j8x§ = “on; <§u;u;u; + ;u;-p’ — 2vugng> —upu} Sy —2v||S[]2. (1.28)

redistribue I'énergie
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FiG. 1.7 —Dessin de Léonard de Vinci (1508) représentant le mouvementiémtidiun fluide autour
d’'un obstacle (en haut) et dans une chute (en bas).
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"approche du mécanicien" "approche du physicien"

dissipation
molécula

lajre . .
energie interne

énergie cinétique forcage turb Ienc% énergie cinétique

u mouvement moyen ’de I’agitation turbulente|

mise en mouveme

de I'écoulement

20||S]> < —wju); Si;: Re>> 1:nombre de Reynolds

FiG. 1.8 —Représentation schématique des échanges moyens d’énergie dascmulgment pleinement
turbulent, statistiguement stationnaire et homogéne [18]. La turbulestcpleinement déve-
loppée lorsquer||S||* < —uju); Sj;.

S}; désigne le tenseur des vitesses turbulentes de déformation
1 /0 !
Sl =- ( Iy a“l) : (1.29)

On retrouve le termeuu’iu;. S;; de I'équation (1.12), qui représente ici une production d’énergie
(turbulente) ; le terme-2v/||S’||? représente la dissipation moléculaire ; le terme de transport convectif
—0( )/0x; redistribue I'énergie (en la conservant) au sein de I'agitation turbulenteegime station-

naire et homogene, ce bilan d’énergie devient

—ujuy Sij = 2v||S'||2. (1.30)
Les différents échanges d’'énergie mis en jeu sont représentés shéfaade la figure 1.8.

la micro-échelle de I'agitation turbulente et le nombre de Reynolds tubulent :

La description des variations (spatiales) fines de la vitesse suggérediintion d'une micro-échelle
turbulente. Il s'agit d’exprimer les gradients de la vitesse turbulenteladasme||S’[|2 ~ (v’ /). Pour
le taux moyen de dissipation locale:

2
e =—ulu S;; ~v (E,) (1.31)
12U Y . .

L'échelle caractéristiqua est lamicro-échelle (turbulente) de Tayl¢1938) [20].

En considérant-uju’; S; ~ u'?|[S]|, on obtient||S|| ~ v/A2. Ainsi, la prépondérance locale des
effets turbulents par rapport aux effets visqueux (sur le mouvemergmgg re-écrit

U S <“/_A>2 (1.32)
v||S? v
Cette nouvelle estimation conduit a la définition du nombre sans dimension

/
Ry = uA : nombre de Reynolds turbulent (2.33)
14
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Le régime de turbulence pleinement développée est atteint pour les gramiises de Reynolds
turbulents. En utilisant I'équation bilan (1.30), on obtient également que lbalance est pleinement
développée lorsque

157112
15l
c’est a dire lorsque les gradients de la vitesse turbulente sont grangi®yenne quadratique) comparés

a ceux de la vitesse moyenne.

Ry ~ > 1, (1.34)

Il est important de préciser que la description de I'agitation turbulentegestssairement locale (en
espace) car la turbulence est excitée par les gradients de vitesse mSygmui ne sont pas uniformes
au sein d’'un écoulement. Pour I'écoulement dans le tube incliné, on s’aterdque les propriétés
statistiques de I'agitation turbulente prés de la paroi, ou les gradients desvibeg®nne sont grands,
soient trés différentes des propriétés loin de la paroi, ou ces gradatitpresque nuls. Le nombre de
Reynolds turbulent et les propriétés de la turbulence dépendent aitesidistance a la paroi. On parle
dans ce cas deirbulence inhomogén€e point sera abordé au chapitre 6.

Dans la pratique, on préfére définir un nombre de Reynolds local giopoeel aR3 [21] (these de
Laurent Chevillard). Par abus de langage, on parle fréiquemmentdoraale Reynolds en désignant le
nombre de Reynolds local:

/
L
Relocal = UT ~ Ri (135)

L représente la longueur de corrélation de la vitesse turbulente (voir larssabi@nte).

le lien avec la cascade de Richardson:

La cascade d'énergie vers les petites échelles est assurée par ledaveeitde I'équation (1.28).
Ce terme non-linéaire transmet I'énergie fournie par I'’écoulement moy&tcleelle des gradients de la
vitesse moyenne) vers les petites échelles ou elle sera finalement dissgbédesm.

En régime de turbulence développée, on obtient

o (1 1 o (1——— 1
J J

et I'équation globale de la cascade d'énergie devient

production a grande échelledissipation a petite échelle
o 1 . — ———
Lo o,
Dt © Oz

—u;u’- Sij —21/”5/”2 . (1.37)

1——
—U; U U + —USD j

2ZZ] p]

cascade d’'énergie

le modéle du physicien:

Le physicien se place dans le référentiel de I'écoulement moyen (I'hgpetthomogénéité locale
est sous-entendue) et se concentre sur la dynamique de la casbatenter || considére pour les com-
posantes:;(Z,t) de la vitesse turbulente, les équations de Navier-Stokes forcées :

ou, ,0ul 10p 02!
A iy 1.38
ot R oz, p Ox; + V@a:jﬁxj +f ( )
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ou la force extérieurd;(Z,t) rend compte de l'influence de I'écoulement moyen sur I'agitation turbu-
lente. Cette force stochastique assure une production constantegiténgrande échelle de sorte que

fi—ug 3 —u;u; Sij- (2.39)

Dans la suite, nous examinerons les propriétés statistiques de la solutioquiité (1.38). Pour
simplifier les notations, les primes seront omis pour représenter les fluckiatibulentes et la densité
volumique du fluide sera prise égale a yn= 1.

1.3.2 Lafonction de corrélation de la vitesse ; constructioes macro et micro-échelles
de la turbulence

L'objet central de la description statistique de I'agitation turbulente (sumstationnaire) est la
fonction de corrélation spatiale (a deux points) de la vitesse [22] :

Rij(Z,7t) = (wi(Z,t)uj(Z + 7,t)) (1.40)

ou (.) représente la moyenne d’ensemble (notation du physicien).

Dans le cadre (académique) d’une statistique stationnaire, homogénepésetrsans hélicité la
fonction de corrélation ne dépend que de I'échelte |]. Il est alors judicieux de considérer séparément
les corrélations longitudinales et transverses [23], en écrivant

1 1
Ry(r) = S(ui)f(r) et Ri(r) = (ui)g(r). (1.41)
On obtient alors
1 —
Ritr) = ) (P54 405, (142
et la condition d'incompressibilité impose la relation supplémentaire
B rdf (r)

On voit ainsi que I'étude des corrélations de la vitesse turbulente se &éckiie des seules corréla-
tions longitudinales (figure 1.9).
la construction (explicite) des macro et micro-échelles de la turbulese :

— pour une séparation nulle, la fonction de corrélatityi0) = $(u?) > 0: il s'agit d'une mesure
de l'intensité énergétique de I'agitation turbulente.

— pour des séparations suffisamment grandes, on peut considérgf(git) etw (7 + 7,t) ne sont
plus corrélées de sorte qig (r) = 0.

Le comportement dé&2 (r) permet ainsi de définir une longueur de correlation spatiale, ou macro-
échelle de la turbulence (figure 1.10). Cette macro-échelle caractérigkeldea plus grands tourbillons
de I'agitation du fluide ; elle est généralement estimée par

L:/ f(r)dr :échelle intégralale la turbulence (1.44)
0
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‘Bl\\

FiG. 1.9 —L’outil central de la description statistique de I'agitation turbulente, supgos&tionnaire,
homogéne, isotrope et sans hélicité, est la fonction de corrélation spatiadgtudinale :
Ry (r) = (uy (@ + Ft)uy (T4)) = 5{(uf) f(r) .

0.8r |
0.7r 1
06 j‘g f(r) dr = 0.06 m : échelle intégrale

Sost 1

0.3f 1
0.2f 1

0.1F 1

0 005 01 015 02 025 03 035
r [m]

FiG. 1.10 —Mesure dans le sillage turbulent d'un cylindre vertical (C. Baudet efl8195), suffisamment
loin de I'obstacle pour supposer que la statistique turbulente soit homoggateope et
sans hélicité. On retrouve pour I'échelle intégrale une longueur de Il grandeur du
diamétre du cylindrep) = 0.10 m). On peut néanmoins remarquer que I'échelle intégrale
donnée par I'équation (1.44) sous-estime assez largement la porséeod@lations de la
vitesse.
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,/ L : macro—échelle

)\” . micro—échelle

I
N

=
o
T

<® uII (r)2> /2 <uﬁ>

10°F

107 107 10"
r[m]

Fic. 1.11 —Le spectre (en échelle) de la turbulence pleinement développée estemésl.€On peut
montrer explicitement que/\| ~ R, (nombre de Reynolds turbulent).

Les mesures expérimentales indiquent que I'échelle intégrale est deldedrandeur de la taille de
I'écoulement, ce qui signifie encore que I'agitation turbulente est coréléehelle du systéme. Cette

observation est cohérente avec le raisonnement mené pour estimer lauomigumélange turbulent
(section 1.2.1) .

Il est également possible de construire une micro-échgllen caractérisant le comportement de
f(r) au voisinage de 0. En effet, la condition d’homogénéité spatiale imfigge= 0 et

2 2
r 1 1d°f
=1-(— 4 — = ———2(0). 1.4
f(r) <>\”> +O(r*) avec /\ﬁ 5 2 (0) (1.45)
Si I'on considere l'incrément de vitesse longitudinal (r) = w (¥ + 7,t) — v (Z,t), on obtient
d’'une part
(0uy(r)?) r\’
— x| — 14
2<Uﬁ> (A) pour r — 0 (1.46)
et d’autre part
M ~1 pour r 2> L. (.47)
2(uf) ~

La représentation deiu”(r)2>/2<u|2> en fonction de I'échelle permet ainsi de visualiser la sépa-
ration entre la macro-échelle et la micro-échelle de la turbulence. Cetteasépatéfinit I'étendue en
échelle de I'agitation turbulente (voir la figure 1.11).

Pour le tenseur des vitesses turbulentes de déformation, I'hypothésteapis conduit a

u?

1. Les corrélations croisées sont nulles, €@,,(Z,t)u, (Z + rez,t)) = 0.
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A est donc bien conforme a la définition de micro-échelle turbulente formutéptar (section 1.3.1).
Cependant, on aurait pu construire de la méme maniére une micro-échéleartir de la fonction de
corrélation transverse. En pratique, c’est d'aillehrsque I'on choisit pour représenter la micro-échelle
turbulente\ de Taylor. Ona\| = )\H/\/i par I'équation (1.43) d'ou

1 (Ouy(r)?)
— = lim —5——+. 1.49
N0 (uf)r? (1.49)
La puissance dissipée moyenne s’écrit alors
2
¢ = 15y txms (1.50)

A2

Ol Uppms = (uﬁ>1/2 est I'écart type de chaque composante de la vitesse [23].

La puissance dissipée moyennpermet d’établir le lien entre la macro-échelle et la micro-échelle
de la turbulence. En régime stationnaselésigne la puissance qu'’il faut fournir a grande échelle pour
maintenir la permanence de I'agitation turbulente. Ainsi, par un argumerglg&ndimensionnelle on
peut estimee ~ 2, ./ L. On obtient alors

<§> ~ Rj. (1.51)

L'étendue en échelle de I'agitation turbulente est proportionnelle au natetiReynolds turbulent.

a propos de la micro-échelle turbulente de Taylor:

Par construction, la micro-échelle de Taylor représente I'échelle cegticfée des fluctuations spa-
tiales les plus fines de la vitesse. Selon Tayloit:ay be regarded as a measure of the diameters of the
smallest eddies which are responsible for the dissipation of energy

La relation ([|S]|?) ~ (urms/A)? sous-entend I'existence d’un processus d'agitation décorrélé a
I'échelle \, mais cette hypothése n’est pas valable)ca: L! Il convient donc de considérer les corré-
lations de la vitesse turbulente a I'échelle des gradients. Ce constat motivedlintion d’une micro-
échellen satisfaisant la relation

U 2
(i) ~ LA, (152)

Dans ce cas, il est nécessaire de décrire le comportementgle')?) en fonction de I'échelle: pour
déterminenm. Il s’agit de I'approche suivie par Kolmogorov (1941).

Nous avons vu que la fonction de corrélatiin(r) contenait des informations importantes sur la
portée des interactions de la turbulence, et constituait de ce fait un adiited pour la construction
d’une description statistique. La fonction de corrélatig(r) détermine aussi le spectre d'énergie (en
nombre d’onde) de la turbulence. A ce jour, il n’y a pas de théorie péarire 2 (r). Ainsi, lorsqu'il
est mentionné que la turbulence reste un probléme non résolu, celardend-en tout premier lieu que
I'on ne sait pas décrire le comportement/@g(r) a partir de principes physiques fondamentaux.
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I'hypothése de turbulence gelée:

Dans le cadre (idéalisé) d’'une turbulence homogéne, lemiflitions turbulentes sont solutions des équations

de Navier-Stokes dans le référentiel de I'écoulement moyen

Ou; Ou; 0 Op 0?u;

— +Uj— | + 77— (wu;) = — :

( o " Yiag, )t ag, ) = o T anan,

Cela signifie que la turbulence se développe indépendansiiembuvement d’advection, ou en d’autres termes,
gue la turbulence est passivement transportée par I'éoememoyen. Si la vitesse moyenbieest grande devant
la vitesse caractéristique de I'agitatian,,s, il est alors légitime de considérer que le profil spatial desse
turbulente est transporté par I'’écoulement moyen sansemur sur des temps trés courts : il s'agit de I'hypothése
deturbulence gelégl].

(1.53)

Si I'on introduit le taux de turbulence

U
7T =" 1.54
e (1.5)

I'hypothese de turbulence gelée est valide pour les faitdag de turbulence: dans la pratique on considére
7T < 10% comme une condition acceptable. Les résultats expérimemqeésentés dans ce mémoire utilisent
cette hypothése.

1.4 Ladifficulté du probléeme statistique

La théorie statistique de la turbulence fait référence aux propriétés stastitg la solution des
équations de Navier-Stokes. Le besoin d’une description statistiqueadippaturellement du fait de la
complexité intrinseque de cette solution et de sa sensibilité a de faibles ptoishies conditions aux
bords et initiale. Il semble ainsi judicieux d’examiner un ensemble de réalisapilutét que chaque
réalisation individuellement, et de vouloir mettre en évidence des lois delplithbaimples [24] (livre
sur la mécanigue statistique de la turbulence).

La statistique des fluctuations observées dans les expériences etdiabpoa dans les simulations
numériques directes des équations de Navier-Stokes, est complexstritaution & un point de la vi-
tesse turbulente est proche d’'une distribution Gaussienne mais les distrsbatinjointes a plusieurs
points(Z,t) s’écartent nettement de la loi Gaussienne : ce comportement est heergtiguassocié a la
concentration de vorticité le long de filaments.

Enfin, mentionnons que le probleme statistique de la turbulence est d’urt suasidérable du point
de vue de la mécanique statistique des systémes irréversibles [25] (articigdasation).

1.4.1 Les équations statistiques de I'écoulement turbulent

Nous allons tout d’abord raisonner de maniére tres générale.

Pour construire une description statistique du champ de vitesse, comsidér@nsemble infini de
réalisations de I'’écoulement et établissons des moyennes sur ces réaigzijoPour chacune de ces
réalisations, la vitessg(Z,t) s’écrit comme la somme de deux composantes, moyenne et fluctuante :

vi(Z,t) = Ui(Z,t) + ui(Z,t). (1.55)

La statistique de la partie fluctuante nous intéresse plus particulierement. tediécege par I'en-
semble (infini) des fonctions de corrélation

Uy (@) = (w(@ ) (7)) (1.56)

Uijk(:ﬁ’,t;ﬂ,t';x7’,t”) = <ui(:ﬁ’,t)u]-(x’,t')uk(x7’,t")> ,

etc.
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Le probléme statistique est a priori bien posé, si a l'instant initian donne la vitesse moyenne
Ui(Z.ty) et la fonction de corrélatioly;; (Z,to; ' ,t(,) et si 'on suppose que la distribution de la vitesse
turbulentei(%,ty) est Gaussienne.

Aux tempst > t, la distribution dei(Z,t) n’est plus forcément Gaussienne du fait des corrélations
imposées par la dynamique (non-linéaire) des équations de Navier-St@tisévolution est gouvernée
par 'ensemble (infini) des équations statistiques satisfaites par les fondéasrélation (1.56).
I'équation statistique pour la fonction de corrélation U;;(Z,t; 5’,75’) :

Ne serait-ce que pour se rendre compte de la faisabilité des calculs!

On considére la vitessg 7,t) du fluide (incompressible) dans un domaine

— la premiére étape consiste a éliminer la pression des équations de Nakis-Sto
La pression est solution de I'équation de Poisson

2
. 8 V;Vy

2 o - -
Vep(Z,t) = didz, (Zt), TeV. (1.57)
On peut exprimep(Z,t) sous la forme
0*v;v; 0?v;(ij,t)
p(Zt ——/df’*Dfﬁ L (gt —y/ d3yD(Z,§)n;—2L 1.58
(Zt) L4y ( y)ayiayj (#:t) 1Y (Z.9) () (1.58)

avec par conventiofi?/on? = n;jn,,8%/0z;0z.,. La fonction de Green du Laplacién(z,y) est
la solution poutz,y € V de I'équation

Disi
ViID(Z,j) = 6%(& — i) avec IDEY) _ o zeoy. (1.59)

Le terme de surface de (1.58) est lié & la condition aux bords imposée a kevi@s considere
ici que la composante normal®¥ est nulle n;(Z)v;(Z,t) = 0, ce qui revient encore a poser
Op(Z,t O (Tt

PED — () 20T,
on(T) on(F)?

i€ ov. (1.60)

— l'étape suivante consiste a ré-injecter I'expression de la pressio8) (dahs les équations de
Navier-Stokes. On obtient alors une équation de la forme

<% _ yv2> U(E ) = ~Lis (V) vy(E 1) — 3 Py(V) 5@ on(E0), (16D)
ou les opérateurs intégro-différentidlsj (V) et Py, (V) sont définis par
Pon(V) = Py(V)gp—+ PV
avee P5(9)/(0) = 6,/(0) - 5.0 [ #upEnsm ws2)
et Lij(V)f(z) = v ii /6 § d@D(f,g)nj(gj)%. (1.63)
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Un terme supplémentaire de forcage peut apparaitre au reaeldroite de I'équation (1.61) si le fluide
est soumis a un champ de force extérieure. Par exemple,’poaulement dans un tube incliné (infiniment
long) il faudrait rajouter un terme pge, pour représenter la force de pesanteur s’exercant surdieflui

Si I'on considére maintenant = U; + u; avec(u;) = 0, on établit d'une part

0
<8t — I/V2> Ui(Zt) + Lij(V) Uj(f,t) = (1.64)
1 . N 1 R
—5 Uk(v) Uj(l‘,t)Uk(l‘,t) - §Pz]k(v) Ujk(l‘,t; x,t)
et d’autre part
0 2 = R A
a - ij’ Uil(xvt; z't ) + LZ](vf) U]l(xata x'\t ) = (165)
- 1 -
—P;ji(Vz) Uj(Zt) Uy (Tt 2/ ) — ipijk(vf) Ujii(Z,t; 2.t 27 ,t).

On observe que la corrélation triplg,; intervient dans I'eéquation statistique g, ce qui signifie
qu'il est nécessaire de considérer I'équation statistique pour De la méme maniere, on peut montrer
gue les corrélations triples s'expriment en fonction des corrélationsrgplad, et ainsi de suite. Cette
situation, que I'on avait déja rencontrée dans I'étude du mouvement mogestitue une difficulté
majeure [26]. Une condition de fermeture statistique sera proposée gitret2a sur la base d’arguments
phénoménologiques.

1.4.2 Lareprésentation et la formulation du probleme statiique

Nous allons maintenant nous placer dans un cadre idéalisé. Comme parddigmobléme statis-
tique de la turbulence, nous allons considérer la solution tronquée datsoégude Navier-Stokes forcées
dans une boite cubique de c@téavec des conditions périodiques sur toutes les faces [27] (cours sur la
mécanique statistique de la turbulence).

la solution tronquée de la turbulence:

Le développement en série de Fourier de la vitesse turbulente (de maydha)est donné par

. . L2
i(#t) =Y a(kt) explik - 7) avec K= %ZS (1.66)

—

k

et les modes de Fourier sont solutions de I'équation dynamique

dissipation & grané > kq forcage a faibles < ko
0 VAN i - N - = o
(pT  vRaR) = —gPas(R) D asB0)in(@t)  + Pask)fs(Ra)  (167)
pa=k
redistribue I'énergie entre les modes < k < kq
ou Lk
Pogy(F) = kgPan (k) + kyPag(k) €t Pag(k) = 603 — Z—gﬁ (1.68)

est I'opérateur de projection sur I'espace des fonctions de diveegauile.
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L’opérateurPag(E) préserve la condition d’incompressibilité imposée au temps initial :

koo (K t) = 0. (1.69)

Une solution tronquée est obtenue en limitant la dynamique d’interaction {pde Xides équations
de Navier-Stokes aux excitations dont le nombre d’onde est infériene &ertaine coupure (spectrale)
ke:

P, |q1<ke
0 - 7 o o o N N
(waﬁ?) ia(Ft) = 2P (B) > B0)in (@) + Pog(R)[(Rt) pour [F] < .
p+a=k

(1.70)

Nous allons étudier la statistique de cette famille de systéemes dont les pararostresfsrce ex-

térieuref(k,t), la viscosité cinématique et le nombre d’onde de coupuke. A force fixée, la limite
thermodynamique (infinité de degrés de liberté excités) est obtenue empren

lim < lim ()> . (1.71)

v—0 \ kc—o0

L'ordre des limites est important, c’est ce que nous allons maintenant examine

une remarque sur l'influence de la coupurek, :

En régime de turbulence développée stationnaire, la puissance dissippgense (en moyenne) le
taux de production d'énergie cinétique == 3" R(Pag(k)a (k.t) f5(k.t)). La viscosité cinématique
n'apparait donc pas dans le bilan global de dissipation turbulente. Gamtefa viscosité reste un para-
meétre important du probléme lorsque I'on examine la dynamique individuelle désswe Fourier.

Le coefficient d’amortissement visqueux s'éerit> pour les modes de nombre d’ondeOn s’at-
tend ainsi a ce que les modes de la vitesse turbulente soient fortement aidéndéla d'un certain
nombre d’'onde:;. Une estimation dé, peut étre obtenue en égalant I'amplitude du terme d’interaction
non-linéaire, qui entretient I'agitation turbulente, et 'amplitude du terme d@pdison visqueuse, qui
l'atténue, soit

E(k)?E3? ~ vk?E(k) pour k= kq. (1.72)

E(k) désigne le spectre moyen d’énergie turbulente. Le nombre d’'ondewjrure dissipativé:; est

ainsi donné par
<M> f e (1.73)
kq

A force extérieure et viscosité donnégg,est fixé. Si I'on choisit la coupurk, de la solution tron-
guée de sorte que. > kg, la solution tronquée constitue une bonne approximation de la solution com-
pléte des équations de Navier-Stokes, car les modes négligés (ou fitnéspss presqu’éteints. En
revanche, si I'on choisik. < k4 on observe que la solution tronquée est tres différente de la solution
compléte. Cela signifie que pour bien traiter la dynamique de la turbulence,néesssaire de tenir
compte des interactions non-linéaires entre tous les modes de Fourier,exe&es dire entre les modes
de nombre d’onde

0 <k < kq. (1.74)

Dans la limite des faibles viscosités; — oo. |l est donc important de considérer d’abord la limite
k. — oo avant de prendre — 0.
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On peut résoudre numériquement le systeme dynamique (1.70) par unedeygtkado-spectrale
[28] (livre sur les méthodes spectrales).

— sil'on choisit la coupure de la représentation numérique (disckgte)k,, la solution numérique
est une bonne approximation de la solution (continue) des équations we-Stakes. Dans ce cas,
on dit que I'on effectue ungimulation numérique direc{®Ns pourDirect Numerical Simulation
des équations de Navier-Stokes.

— sil'on choisitk. < kg4, pour économiser des ressources informatiques par exemple, il eshélor
cessaire de modeéliser les interactions (d&éess-maill¢ entre les modes résolus et les modes
filtrés. En général, on tient compte de ces interactions en ajoutant une sam@durbulente
vk, (Kot) & la viscosité cinématique :

7 - PN - -
—5Pasa () > (D)t (G5) = —vrurn (Bt Kt (K t). (1.75)
P+q=k avec|pl,|q>ke

Il s’agit de la problématique abordée dans le chapitre 3.

la représentation du systéme:

Revenons a la solution tronquée des équations de Navier-Stokes). = Z _ﬁ)(E,t) exp(ik - T).
k<ke

Les coefficients de Fourie?(/?) ne sont pas linéairement indépendants: ils satisfont la condition
d’'incompressibilité (1.69) et la relation de conjugaison

Qo (—k) = @ (k). (1.76)

Il est préférable de travailler avec un ensemble de variables indépesdRour ce faire, on considére
les parties réelle et imaginaire des composantes de Fourier indépendsaidteiswdes contraintes (1.69)
et (1.76). On les ordonne en un ensemfjg}.—1.... n. Cet ensemble représente les degrés de liberte
indépendants de notre systeme.

Pour chaque vecteur d'onde, on décompdge) sur une base orthonorméa, (k),7»(k)) dans le plan per-
pendiculaire &. On considére ensuite les parties réelle et imaginairepemigantes de cette décomposition, que

I'on note g, /v/2.

Les équations dynamiques pour lgsse mettent sous la forme

QQ + VaQa = Z Aaﬁw 44~ + fa (Aocﬁv = Aoc”/ﬁ)- (1-77)
By

Vo €t A, cOrrespondent respectivement aux coefficients de dissipation etigéage non-linéaire des
éguations de Navier-Stokes. L'énergie cinétique (par unité de massgstiume est donnée par

1 2
E=: ;qa. (1.78)
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au sujet du tenseurA, gy

Le tenseur d'interactionl,, 3, caractérise le couplage non-linéaire entre les differents degrés de li-
berté de I'agitation turbulente. Dans le cas inviscide=(0) et sans forcage:

— I'énergie totaleF(t) est conservée, soit
E = ZQaQa = Z Aaﬁ’yQaQﬁQ’y =0 (Vomfoz = 0) (179)
@ a8,y

[l en suit que pour tout triplefe,3,7v) :

Aaﬂ,y + Aﬁya + A’yaﬂ =0. (1.80)
— un second invariant du mouvement, apgedéicité est défini par
H(t) =i Y €ijm kmia(kt)az(kt) = H=0. (1.81)
k|<K

— enfin, de nombreuses composantes du ten$ggly sont nulles. En effet, en considérant I'équation
(1.70) on remarque quaaﬁ7 # 0 si et seulement si les variablegs, g3 et ¢, correspondent aux
vecteurs d’ondesk, k' etk’ tels quek: +k £ k" =0.0n peut alors établir que

Anpy # 0 sietseulement si«, /3,y tous différents (1.82)

On peut constater que les deux invariants quadratiques (I'énergietktit&) sont des invariants de
la dynamique inviscide des équations de Navier-Stokes (sans forgageysistent lors de 'introduction
de la coupuré:.. Il existe une infinité d’'invariants des équations continues : toute circuldéda vitesse
sur un contour fermé est une constante du mouvement, mais ces invariaotst pas préservés aprés
coupure.

1.4.3 Les états d’équilibre du systeme inviscide

Nous nous intéressons tout d'abord a I'état statistique du systéeme eatifser = 0, f: 0. Il s’agit
de mettre en place une méthode et d’examiner comment celle-ci peut, outpapgeéire étendue au cas
de la turbulence, c’est a dire pour> 0 et f # 0.

La conservation du volume dans I'espace des phases s’exprime par
9a
= =0 1.83
> 5 ) (1.83)

qui peut étre vue comme I'analogue du théoreme de Liouville pour les vasicdn®niques d’'un systéme
Hamiltonien [29] (livre de physique statistique). La densité de probabilitdhdme de vitesse tronquée
(au tempg) est définie pap(g,t) avec la condition de normalisatiofpdy = 1; du = qua désigne

«
I'élément de volume infinitésimal dans I'espace des phases. La conserdatia probabilité s’exprime
alors sous la forme

Yo el Yy o _
&= o + “Bgn Bl + 2 Aapy qﬁq’yaqa =0. (1.84)
A I'équilibre 9p/ot = 0:
op
E Aaﬂ'y QﬁQ’Ya = 0. (1.85)

afy
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I'état d’équipartition de I'énergie :

Une constante du mouvement est particulierement importante, il s’agit @ediércinétique totale du
systeme. La densit¢= p(F) est une solution de I'’équation (1.85). Le principe de maximum d’entropie
conduit au choix particulier de la distribution de Maxwell-Boltzmann

p(E) ~ exp (—PE). (1.86)
Cette distribution correspond a I'état d’équipartition de I'énergie :
(@)~ + (L.87)
al ™~ g :

Dans cette formulation généralisée du postulat fondamental de la mécataitistigsie, le paramétre
(£ apparait comme un multiplicateur de Lagrange fixé par la valeur de I'énetgie.t8i I'on revient aux
composantes de Fourier, on obtient

(t (k.0 ak (kb)) = %

Cet état statistique est effectivement observé lorsque I'on simule nuragrani I'équation (1.70)
avecy =0etf =0.

P(k) pour k| < k.. (1.88)

SiI'on prend en compte la conservation de I'hélicité, la densité de probabiléguilibre s'écrit
p(E,H) ~ exp(=B(E — {H)) (1.89)
ou ¢ s'interprete comme le potentiel chimique associé a I'hélicité. L'équilibre thermendigue est
caractérisé par
p

/82_7%' (1.90)

(q2) ~

On peut remarquer que les coefficientsg, n'interviennent pas dans la distribution d’équilibre.
Cela implique que toute modification du tenselr, préservant I'énergie et I'hélicité ne modifie pas la
statistique de I'équilibre thermodynamique. Cette propriété ne sera pase/@ofié la turbulence, dont
I'état statistique dépend, de maniére cruciale, de la structure des intesawiggs en jeu.

1.4.4 Laturbulence a énergie constante

Nous nous plagons maintenant en régime turbulent: 0 etf;é 0. Nous supposons que la force
fa(t) estajustée a tout instande maniere a ce que I'énergie totale du systeme reste constante. Dans I'es-
pace des phases, la trajectoire du systéme est ainsi contrainte a reenstace d’énergie constante
E = 1/2Zq§. Allons nous pour autant obtenir un état stationnaire d’équipartition derfybef?

[0

Pour répondre a cette question, on peut effectuer une simulation numditgate des équations de
Navier-Stokes. A chaque pas d’intégration, I'énergie dissipée ésjadée a faible nombre d’onde. On
observe alors que le systéme évolue vers un état statistique stationnageyaéonstante, mais celui-ci
ne correspond pas a I'état d'équipartition de I'énergie entre les ddgr@serté (figure 1.12). Le spectre
d’énergie décroit rapidement en suivant la prédiction de la théorie Kalmwed1941)E (k) ~ k~5/3,
soit

11

(@2) ~ ko °. (1.91)
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Direct Numerical Simulation K=128 (2563), R)\ =130

-7 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2

l0g, (1)

FiG. 1.12 —Spectre d’énergie stationnaire en nombre d’onde d’'une simulation nguedirecte des
équations de Navier-Stokes a énergie constante (E. Lévéque). diatimé de la théorie de
Kolmogorov (1941) est donnée pAXk) ~ k~5/3. L'énergie n'est pas distribuée uniformé-
ment entre les modes de Fourier : le systéeme n’est pas a I'équilibre duymamique.

comment comprendre ces différences?

Le systeme isolé, inviscide et sans forgcage, conserve I'énergie diansaivement. Cette contrainte
détermine les états microscopiques accessibles du systéme et rien ne pepnetiégier (a priori)
certains états par rapport aux autres. Le postulat fondamental de laimécatatistique consiste alors
a admettre qu'a I'équilibre tous les états accessibles sont équiprobablescare, que la distribution
d’équilibre est, parmi toutes celles qui vérifie la contrainte imposée au syst@the qui maximise
I'entropie statistique [30]

S = /plogpdu. (1.92)
Pourquoi ce méme raisonnement ne s’applique-t-il pas au systeme turdoéleergie constante?

Dans le cas de la turbulence, tous les états accessibles ne sont pastidpgs. |l y a des états
microscopiques privilégiés : il s’agit des états participant au transtamedgie des petits vers les grands
nombres d’onde. Le postulat fondamental de la mécanique statistiqudevadaln le systéme isolé, est
ainsi mis en défaut par le phénoméne de cascade d'énergie. L étatqiatistationnaire) réalisé par le
systeme dissipatif turbulent est un état (fortement) hors-équilibre.

Tout postulat physique doit étre confronté a I'expérience: il s’agitiecisavoir si les probabilités
des états microscopiques accessibles sont égales. Ce postulat 8'éstdmmt. En effet, si la prépara-
tion du systéme I'a placé dans un état particuli¢p,ason état a I'instant ultérieur est parfaitement
déterminé par les équations dynamiques (déterministes), on s’attend dergua seuls certains états
microscopigues accessibles soient atteints. C'est le comportement ceahiigystéme, sa sensibilité a
une perturbation infinitésimale, qui assure la validité du postulat fondamexitai un systéme isolé et
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a l'équilibre, visite successivement et régulierement tous les états micigses@accessibles [29]. Dans
le cas de la turbulence, le systéme est chaotique mais suit des chemins pestdarie 'espace des
phases, de sorte que tous les états accessibles ne sont pas visitésrdree réquence. On attribue ce
comportement particulier a la présence du terme de dissipaWﬁ(E,t) qui contraint le systéme a
développer une dynamique (particuliere) de cascade d’énergiecbaas, la spécificité des interactions
entre les degrés de liberté du systeme (la structure du tedsguy devient importante. L'ensemble des
chemins parcourus dans I'espace des phases définit I'attracteustdmsy L'attracteur de la turbulence
est trés complexe : on dit qu'il eétrange[31].

1.4.5 Lacascade d’énergie et la statistique hors-équilibre

Quant une force extérieurﬁ(t) s’exerce sur le systeme, la situation devient compliquée lorsqu'’il
s’agit par exemple d’évaluer le tenseur de corrélatirit)gs(t')). On peut considérer le développement
de Taylor

! — o ’ o (t, - t)Q
at') = q(t) + GO — t) + G5 + .
et utiliser I'équation dynamique pour estimer toutes les dérivéesidlemais alors il faut connaitre non

—

seulemenff(¢) mais aussi toutes ses dérivées.

En toute généralité, une description statistique compléte nécessite la détermihaimdensité de
probabilité

v ((aw.fw)) (1.93)
"

7(t).f
définie sur I'espace des paires de fonctiaézj’st),f )) satisfaisant I'équation dynamique (1.77).

On peut s'affranchir de cette dépendance vis a vif(@ en posant par exemple
fo =V qa (1.94)

ouv,’ > 0 est un coefficient d’entrainement de la vitesse a faible nombre d’ontse @amene ainsi a
une description classique, ou la densité de probabhi(i#ét),t) est solution de I'équation de Liouville

dp

Eri Lp=0 (1.95)
avec I'opérateur
3 N T 0
E = - (l/a — Vo ) o — Aaﬂ'y qﬁq'y— . (196)
o aqa ﬁ’y 8g0&

On peut aussi supposer que la foﬁ‘e) est Gaussienne, de moyenne nullé-etorrélée en temps. Dans
ce cas la contribution du forcage apparait comme un terme de diffusion’égnation de Liouville
précédente.

Le probléme reste néanmoins tres difficile car la détermination de la densit@lbi@bpité p(q)
ne peut pas étre menée de maniére directe: une approche perturbitiggedenvisagée. Sur ce su-
jet, deux travaux remarquables doivent étre mentionnés. Il s'agit gprbahe perturbative proposée
par Kraichnan [32] et de I'approche variationnelle de I'équation de \lill@u(1.96) proposée par Qian
[33]. Ces deux méthodes permettent de retrouver analytiquement lessgéctergie prédit par Kolmo-
gorov (1941). Cependant, elles ne parviennent pas a décrire le cdemgmt anormal des corrélations
d’ordre supérieur de la vitesse turbulente [34]. Ce comportement ahfaitng@férence au phénomeéne
d’intermittence que nous présenterons dans la section 1.4.7.
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I'approche de Kolmogorov :

L'approche de Kolmogorov (1941) est fondamentale car elle permetédire a partir d’arguments
d’analyse dimensionnelle simples, le spectre d’énergie de la turbulené®ofd construire la statistique
hors-équilibre de la turbulence, Kolmogorov «exploite» une propriéenésie du systéme : la cascade
d’énergie vers les petites échelles.

1.4.6 Une loi statistique de la cascade d’énergie : la théeride Kolmogorov (1941)
les hypothéses de similarité de Kolmogorov :

L'approche de Kolmogorov differe de celle de Taylor, en considdeardistributions des incréments
de la vitesse
5ui(f7f’,t) = uz(f—l- F,t) - ui(f,t). (197)

Kolmogorov suppose que la statistiquedde est stationnaire, homogéne et isotrope (sans hélicité).
Cette hypothése est moins stricte que celle de Taylor, en considéramogestgs d'invariance non plus
sur la vitesse mais sur les incréments spatiaux de la vitesse. On parle icridimoealocale plutdt que
d’invariance globale. Comment les distributionsidg(r) évoluent-elles avec I'échelle?

La théorie de Kolmogorov repose sur deux hypothéses de similarité [36] :
— pour des échellespetites devant I'échelle intégralg les distributions des incréments de vitesse

du;(r) sont universelles (indépendantes du mécanisme de forcage) eb@ast ffiar la viscosité
cinématique et le taux moyen d’énergie dissipée par unité de masse

En particulier, si I'on considére le second moment longitudinal

By(r) = (5uH(r)2>, (1.98)
on obtient .

7n est I'échelle élémentairde la cascade d’énergie &t ) est une fonction universelle sans dimension.
Un argument d’analyse dimensionnelle donne

3\ 1/4
n:<V_> , (1.100)

3

— pour des échellesgrandes devant, les distributions déu;(r) ne dépendent pas de

On obtient ainsi aux échelles< r <« L
(duy(r)?) = B (er)*/? (1.101)

ou B est une constante universelle.

Lintervalle d’échelles) < r <« L est lazone inertielle ce sont les effets inertiels du mouvement
qui dominent a ces échelles.

On peut remarquer que la loi d’échelle (1.101) ne fait intervenir auéahelle caractéristique. Cette
propriété sous-entend que I'énergie se propage de maniére auto-sif@lagens statistique) a travers
les échelles [35] (theése de P. Chainais).
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Fic. 1.13 —Spectre d’énergie en nombre d’onde, mesuré expérimentalemesiudaet turbulent (C.
Baudet et A. Naert au laboratoire de Physique d&ns-Lyon). Le signal temporel de vitesse
est enregistré en un point fixe de I'écoulement. La turbulence estd@macet isotrope en
espace; le nombre de Reynolds turbuléit ~ 390. On observe une loi de décroissance
du spectre en accord avec la prédiction de Kolmoga{\k) ~ k~°/3. On a utilisé ici
I'hypothése de turbulence gelée = Uk ouU est la composante moyenne de la vitesse.

a propos des micro-échelles de Taylor et de Kolmogorov :

L'échelle élémentaire) peut étre vue comme I'échelle de coupure (ultra-violette) de la cascade
d’énergie : la turbulence accomplit un transfert conservatif d'éngurgeu’a I'échellen, puis toute I'éner-
gie est dissipée. Ainsi, on retrouve a partir des équations (1.100) 6ij1.1

ou 2
£~ I/M. (1.102)
n

La micro-échelle de Taylor correspond, quant a elle, a I'échelle caistjé@e des fluctuations de

vitesse (supposée indépendantes) contribuant a la dissipation :

u2

g~V /r\r;s (1.103)
En rassemblant ces deux estimations, on obtient finalement
)\> 2 u?ms
—) ~ (1.104)
<n (0w (n)?)

Le rapport\ /n met ainsi en évidence les corrélations spatiales du champ de vitesse aprijiks
échelles. En utilisant les définitions de ces deux échelles, on obtient expécite

<%>2 _ V3R, (1.105)

Cette équation met I'accent sur I'importance des corrélations du champ deevaetres petite échelle
dans le régime de turbulence pleinement développée. Cette propriétértifiénettement I'agitation
turbulente d’un bruit (blanc) classique.
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la prédiction du spectre d’énergie :

Dans I'hypothese ou le spectre d’énergig:) décroit suffisamment rapidement a tres grand nombre
d’onde, on obtient a partir de I'équation (1.101) la célébre prédiction

E(k) = Ce¥3E75/3, (1.106)

C est laconstante de KolmogoroCette expression caractérise la variance des fluctuations turbulentes
aux nombres d’onde ou la dynamique est dominée par le terme d’interactidimgaire. Ce spectre est
bien vérifié expérimentalement (figure 1.13) et numériqguement (figurg 1.12

On peut étendre la prédiction de Kolmogorov a tous les nombres d’onde:

E(k) = C*3k™/3 f(kﬁ), (1.107)
d
ou f( ) est une fonction universelle et
eNl/4 1
S ~ = 11
ka (Vg) ; (1.108)

est le nombre d’onde (dissipatif) de Kolmogorov.

Au chapitre 3, un autre nombre d’onde caractéristique sera introdu@igonnant non plus sur le
spectre mais sur la fonction de transfert d’énergie.

la mécanique de la cascade; I'étirement de la vorticité :

Derriére les hypothéses de similarité de la théorie de Kolmogorov (194ddlusant au spectre
d’énergieE (k) ~ k~°/3, se cache l'image d’une cascade d’énergie par interactions localesmére
d’'onde: la décroissance rapide du spectre suggeére que seuls les deodegEme nombre d'onde in-
teragissent entre eux pour transférer de I'énergie a des nombmdedius petits. D’un point de vue
mécanique, si I'on considére un tourbillon d’une certaine taille, les mouvsragius grandes échelles
ont principalement pour effet de le transporter sans le déformertie'gart, les mouvements a plus
petites échelles, plus rapides, sont en moyenne nuls a I'échelle de nobildawet de ce fait le per-
turbent peu. Finalement, les seuls mouvements susceptibles d’affectécaiyement la stabilité d'un
tourbillon sont les tourbillons de méme taille. Le mécanisme responsable dettatiéhergie vers des
échelles plus petites est alors celui daitement de la vorticité

un peu de cinématique:
La vorticité est définie comme le champ rotationnel de la vitesse :
B(@t) =V x d@(T0). (1.109)
En prenant le rotationnel des équations de Navier-Stokes, on obtigaatién dynamique

D& 0F
F“: = 8—‘;’ + (@G = (@.V)i + vAw. (1.110)
Pour illustrer le réle fondamental du terrﬁéﬁ))ﬁ dans le mécanisme de transfert d’énergie, consi-
dérons I'équation précédente sans dissipation :

D& o
57 = (3.V)i. (1.111)
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ligne de vorticité au temps

ligne de vorticité au tempis+ dt

FiG. 1.14 —Pour un fluide parfait (inviscide), le théoréme de Helmholtz indique quigne de vorticité
demeure constamment une ligne de vorticité [4]. Comme la nature chaatigla turbu-
lence tend a séparer deux éléments de fluide trés proches, la lignetadt@a tendance a
s’étirer.

Cette équation est identique a celle qui décrit la séparation de deux éléradhtigld tres proches
par un champ de vitess&
Dés . -
7; = (65.Y)1 (1.112)
ol 65 représente la distance initiale entre les deux éléments.

Si I'on choisitds le long d’'une ligne de vorticité, on obtient

par I'équation (1.111)

D iWj OUj; 1 D 2 . 1Dw? D
5s  wiw; du N s soit LD _ Dds (1.113)
9 2 w? ds

Dt w2 Oz S_EE

On en déduit ainsi que/ds est conservé et donc que I'allongement de la ligne de vorticité s’ac-
compagne d’une intensification de la vorticité (figure 1.14). Une distributitials de vorticité aura
ainsi tendance a s'étirer et se concentrer sur des objets géométritgies dilongés (figure 1.15). Ces
objets sont defilaments de vorticitéNous utiliserons explicitement cette information dans le modéle
d’exposants d’échelle présenté dans le chapitre 2.

La théorie de Kolmogorov repose sur I'hypothése d’un transfertattfa homogene en espace, car
seule la valeur moyenne de la dissipation est prise en compte. Au contraitécsmisme d’'étirement
de la vorticité indique que ce transfert est principalement réalisé parbgis étirés, qui ne remplissent
gu’une faible partie de I'espace. Le mécanisme d’étirement de la vorticitdselatc remettre en cause
I'approche de Kolmogorov.

la généralisation de la théorie de Kolmogorov :

On peut genéraliser la theorie de Kolmogorov a tous les moments statistigigg deou fonctions
de structure de la vitesse,(r) = (|du)(r)|?). Les hypothéses de similarité conduisent a la prediction

(|0uy(r)|P) = B, (er)?/® : n<r< L. (1.114)
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Leveque & She, 1993

FiG. 1.15 —Instantané de la solution numérique des équations de Navier-Stokeai(socnubique avec
conditions aux bords périodiques, forcage aléatoire isotrope a faible nomtlonde) ou
'on a représenté les iso-surfaces de forte enstropifiez,t) = |V x @(Z,t)|2. L'activité
tourbillonnante se concentre sur une faible fraction de I'espace : le londatadnts.
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Les constante®, sont universelles.

A partir de I'équation (1.114), on obtient que tous les moments normalisés

{low) (r)[P)

_— 1.115
15wy (22 (1.115)

sont universels, indépendants du taux moyen de dissipagbnle I'écheller (dans la zone inertielle).
Nous verrons que cette prédiction est contredite par les donnéesnespies et numériques (figure
1.16).

une équation statistique exacte en turbulence homogéne et isop®:

A partir des équations de Navier-Stokes, on peut établir une équatioteertiant le comportement
des fonctions de structure longitudinales d’ordre deux et trois [37]:

2 18<5u”(7’,t)2) _ 1 8T4<(5’U,H(T,t)3> v 0 48<5u”(7’,t)2>
ST e e Ao o G110

avec ) )
e(t) = _ 3 dums(t) _ 15v 97

2 dt 2 Or?

Cette équation est satisfaite dans le cadre d'une turbulence en dédinaaéae sans production
d’énergie cinétiqgue a grande échelle [38]. Dans le cas d'une turlriationnaire, on montre de la

méme maniére qu’aux échelles petites par rapport a I'échelle de forcgige [3

(O (r,t)%)|r=o. (1.117)

Sy (r)?
—%sr = <5u||(r)3> - 6ud<cy:)>. (1.118)

L’ équation de Karman-Howartfi.118) établit qu’aux échelles inertielles
5 4
(Suy(r)?) = —ger (1.119)

Cette équation indique que la distribution &e(r) n’est pas symétrique. Cette dissymétrie peut
s'interpréter comme une signature de l'irréversibilité (temporelle) de la dyneigbulente. En effet,
en changeant en —t, l'incrément de vitesséu, (r) devient—du(r); si le systéme était réversible la
distribution deju (1) serait symetrique et le moment d’ordre trois serait nul.

1.4.7 Audelade lathéorie de Kolmogorov : prendre en compteelphénomene
d’intermittence

L'hypothese d’'un comportement en lois de puissance des fonctionsu¢usér de la vitesse (dans
la zone inertielle) n'est pas remise en cause par I'expérience mais lesagxpal’échelle mesurés ne
varient pas linéairement avec I'ordpd40] :

Sy(r) ~ % mais ¢, # %’ (sauf ¢3 = 1). (1.120)

Cet écart a la loi de Kolmogoray, = p/3 est la signature d’une forte intermittence aux petites échelles.

Aux petites échelles (sous-entendues petites devant I'échelle intégagiggtion turbulente du fluide
s’organise en une assemblée de structures tourbillonnantes intepseéeséar des régions plus calmes
et plus désordonnées (figure 1.15). L'intermittence fait référeneecdmportement et rend compte de
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FiG. 1.16 —Le coefficient d'aplatissement de la distributionide () est défini comme le moment renor-
malisé d'ordre 4 :F(r) = (duy(r)*)/(du;(r)*)? (C. Baudet et al.). Pour une distribution
Gaussienne centréé; = 3. On observe qué’(r) n'est pas constant aux échelles< L
(échelle intégrale). Les hypothéses de similarité de Kolmogorov sonta@nement mises
en défaut.

l'importance des zones actives par rapport aux zones calmes. De enghigiquantitative, la statistique
de I'agitation du fluide a I'échelle est caractériseée par I'incrément spatial de vitesggr). Du fait

de lintermittence, la distribution déu(r) s’écarte fortement d'une distribution Gaussienne a petite
échelle. Cet écart peut étre quantifié par le coefficient d'aplatissement

" = (Ouy (r)*)
(o (r)2)?

On observe sur la figure 1.16 que I'intermittence augmente lorsque I'éehedleroit. Une description
originale de I'intermittence sera présentée dans le chapitre 4.

(1.121)

la théorie (raffinée) de Kolmogorov et Oboukhov :

En 1962, Kolmogorov et Oboukhov [41] ont propose de raffiner larie&le Kolmogorov (1941) en
attribuant un réle prépondérant a la distribution spatiale du taux de dissifgptiounité de masse):

S N Qui(T,t)  duj(Zt)\”
e(@t) = 2| S@ DI = 3 ZJ:< o, + > 0. (1.122)
Localement, le taux de dissipation a I'’échellest défini par la moyenne (spatiale)
1
3T Jlgl<r

Les hypotheses de similarité précédentes sont reprises, en consglérda turbulence est locale-
ment conditionnée a I'échellepar la valeur de, (Z,t)

By(Z,trlen(£,t) = B(&@t)r*3e, (z,t)*/3. (1.124)
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Par intégration sur toutes les valeurs possibles &) :

By (#t,r) = B(&t)r*/? <er(f,t)2/3> . (1.125)
Dans le cadre d’'une statistigue homogéne et stationnaire

L K
By(r) = B(er)*/? (—) (1.126)

T
en notant

L K

(e0(Z,4)2/3) = &2/3 <—> . (1.127)

T
Le paramétre: est leparameétre d'intermittenceil caractérise I'écart a la prédiction de la théorie de
Kolmogorov (1941) pour le moment d’ordre deux.

D’une maniere plus générale, on obtient pour les fonctions de structlsevitesse

p/3>

([0w)(r)|P) = By(er)?/3 (er

R (1.128)

Les corrections a la loi linéairg, = p/3 sont donc contenues dans le comportement du terme
(2/3) /eP/3 en fonction de 'échelle :

<5$/3> N (r

si 7 —) "7 alors ¢, = g + Tp3- (1.129)

L

De maniére heuristique, Kolmogorov et Oboukhov associent ainsi leophéme d’intermittence aux
fluctuations du taux de dissipation d'énergie, et ouvrent par la mémeiocaase boite de Pandore
contenant I'ensemble des distributions statistiques possibles pour le taissigiation [42] [43].

la statistique log-normale :

Kolmogorov et Oboukhov ont proposé un candidat plausible pour latigjatsdes, : il s'agit du
modele log-normal, dans lequel la distributionldge, est supposée Gaussienne :

1 —(log e, — m,.)?
P(loge,) = ot exp < 207 . (1.130)

Les paramétres:,. et o2 représentent respectivement la moyenne et la variandegde. Le modéle
log-normal conduit a la prédiction du spectre des exposants

1
G = g + §Mp(p —3) avec p>0. (1.1312)

Le choix d’'une statistique log-normale payrest raisonnable mais reste arbitraire. Il s’agit princi-
palement d’obtenir une correction quadratique a la théorie linéaire méwef/oir le chapitre 4).
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FiG. 1.17 —Coupe du champ de dissipatie(i,t) obtenue par simulation numérique directe des équa-
tions de Navier-Stokes (E. Lévéque). L'intensité de la dissipation estsemtée par une
barre de couleurs graduée de 0 a 1. Le champ de dissipation estieggpatialement. On
observe que la dissipation se concentre sur des structures fines.
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au sujet du taux de dissipation:

Dans la théorie de Kolmogorov (1941), la statistique des fluctuations inertigllesvitesse est fixée
par le taux moyen de dissipatian Cette hypothése se justifie si I'on considére gueprésente aussi
le flux moyen d’énergie de la cascade (par conservation de I'énetgieuede ce fait étre interprétée
comme une grandeur inertielle.

La théorie de Kolmogorov (1941) ne suppose pas «dgt) est constant mais seulement que les
fluctuations des(Z,t) ne sont présentes qu’'a des échelles plus petites que I'échelle de equpurx
échelles inertielles, les fluctuations du taux de dissipation sont négligéea ethsidére, (7,t) ~ ¢.

Dans la théorie raffinée de 1962, Kolmogorov et Oboukhov prennempmpte les fluctuations
inertielles de=(#,t). Cependant, la considération du taux de dissipation a une échelle inertiedst
pas véritablement satisfaisante eafz,t) reste une grandeur dissipative. Il n’y a donc a priori aucune
raison de vouloir relier la statistique de (r) et celle des,- [42]. Il semblerait plus naturel de considérer
une quantité directement liée au transfert d’énergie a I'échgt8].

au sujet de la cascade::

Dans la theorie raffinée de Kolmogorov et Oboukhov (1962) les distribsiti@sw  (r) sont fixees
par la viscosité cinématique le taux moyen d’énergie dissipéet I'échelle intégrald.. L'introduction
de I'échelle intégrald. est motivée par l'idée d'un transfert d'énergie résultant de la répétition
méme processus élémentaire de fission des tourbillons en tourbillons plus leetits: de la cascade.
Le nombre de pas nécessaires pour propager une excitation de I'éobéljeale L a I'écheller est
alors mesuré pdog(r/L). Il est aussi sous-entendu que chaque pas de cascade eshitatépes pas
précédents. Cette représentation de la cascade d'énergie condoritcapicdeorocessus multiplicatify
travers les échelles, qui sera par la suite développé par BernardnQd4].

Enfin, dans la théorie de Kolmogorov (1941) les exposants d'échellefigés par un argument
dimensionnel. Ici, toutes les valeurs positives du paramésant a priori permises : c’est la structure du
tenseur des interactions, s, qui fixe la valeur du parametre d'intermittenge ce lien n’a pas encore
pu étre établi.

la log-normalité et I'étirement de la vorticité :

Dans le contexte du mécanisme d'étirement de la vorticité, I'augmentation derfiittemce vers
les petites échelles est liée a une activité tourbillonnante se concentramesfraction volumique de
I'espace de plus en plus faible.

Un modéele simple consiste a supposer que la vorticité est étirée par un tirentédt aléatoire :
Dw
— =b(t 1.132
D = b ( )

ou b(t) représente I'étirement effectif du champ de vite$$e. est supposé aléatoire et indépendant de

w(t). Cette équation conduit a
log <M> = /t b(s)ds (1.133)
w(0) 0 ' '

Pourt grand devant le temps de cohérenceb@g, la statistique dev(t) devient log-normale. En
supposant(i,t) ~ vw?(Z,t) cette dynamique fournit un argument en faveur du modéle de Kolmogorov
et Oboukhov (1962). Cependant, si I'on choisit une équation modéterghliste pour la vorticité, en
considérant par exemple une corrélation ehfrg etw(t), on obtient une nouvelle loi statistique pour
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w(t). Finalement, on peut s’interroger sur le processus stochastique séheécpiar le mécanisme d’éti-
rement de la vorticité. Il s'agit la d’une autre fagon d’aborder la prolligque de la turbulence [44]
(article de revue).

Enfin, mentionnons que I'importance de la dynamique du fluide dans |'aperstatistique motive
naturellement une approche Lagrangienne du probléme. Ce point geruet de s’affranchir des effets
d’advection par les mouvements a grande échelle, et de se concemtternsécanisme du transfert
d’énergie vers les petites échelles. Cette approche sera dévelomsde daapitre 5.

1.4.8 Le formalisme de cascade multiplicative de Castaing

Le formalisme développé par Bernard Castaing reprend I'idée d’'urepsos de cascade multiplica-
tive a travers les échelles, et permet de traiter tous les processusstitpodsaa priori possibles.

L'hypothése d’'auto-similarité (statistique) formulée dans la théorie de Kolnowd@941) implique
que la distribution déw () a I'écheller est a un facteur de dilatation pres, ndt&r/L), identique a
celle dedu (L) a I'échelle intégrale :

x

Pr(e) = 5 PL

5 ). (1.134)

Les lois d'échell€(|5u (r)[?) = B, (er)?/? sont retrouvées po(r/L) = (r/L)"/3.

Une généralisation immédiate de cette relation d’auto-similarité est obtenue posanp que le
facteur de dilatationV(r /L) n’est pas fixe mais peut fluctuer (en restant positif). Il en suit

X

Jy)dlog W (1.135)

Po(z) = / Gr.1 (log W)%PL(

ou la fonctionG,. , représente la distribution de la varialig )V (r/L). Toute l'information concernant
la forme de la distribution déu () est contenue dans fgopagateurG;. ..

Lidentité (1.135) repose sur des hypotheses tres générales. Ensefie distribution deju(r)
est fixée de maniere univoque par la distributionéde(L), et non pas par toute la succession des
distributions entre les échelleset L, cela signifie que le processus de cascade a travers les échelles
est supposé Markovien. Une autre hypothése apparait si I'on ésedaldistribution®,. de la variable
log [0u (r)|. Léquation (1.135) est equivalente a la relation de convolution

Qr =G, ®9r, (1.136)

ce qui revient encore a poser
r
[duy () = W(F) - [6uy(L)] (1.137)

en supposant que les variables stochastiyues/ L) et|ou (L)| sontindépendantes. La variabh(r /L)

peut ainsi étre vue comme umultiplicateur mettant en correspondance les fluctuations des incréments
de vitesse aux échellds et r. La description de la cascade se rameéne ainsi a la caractérisation de la
distribution delog W(r /L) : le propagateué,. ..

Ce formalisme sera utilisé dans le chapitre 4 pour rendre compte de la déferahedidistributions
deduy (r) dans la zone dissipative.
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1.5 Présentation des travaux

— Chapitre deux : Kiérarchie statistique et structures dynamiques intermittentes

Le probléme de la turbulence réside en grande partie dans la difficultéudéritans la description
statistique, une information (objective et pertinente) concernant la dyoardig mouvement. De
maniére trés schématique, on peut cependant mentionner les point¢suivan

¢ la cascade d'énergiRichardson (1922) a introduit une premiere information importante sur la
turbulence, a savoir que la dynamique du fluide réalise une cascade(eative) d’énergie des
grandes vers les petites échelles. Des résultats expérimentaux et n@méngmontré qu'il était
nécessaire de spécifier le mécanisme de la cascade.

o |'étirement de la vorticité et I'intermittencde transfert d'énergie vers les petites échelles se réa-
lise par un étirement de la vorticité. Ce mécanisme est responsable de fludwataymalement
élevées et conduit a une statistiqgue fortement non-Gaussienne dasentséle vitesse a petite
échelle : il s’agit du phénoméne d’intermittence.

o les filaments de vorticitéLe mécanisme d’étirement de la vorticité conduit asymptotiquement a
la formation d’'objets dynamiques identifiables : les filaments de vorticité. Orlgmedétecter, leur
associer un temps de vie, une extension spatiale et un taux de tranéfemtgie. Ces événements
participent aux fluctuations extrémes du systéme.

Le modéle de hiérarchie statistique intégre ces différents points. Il peapues structure hiérar-

chique des fluctuations turbulentes, qui permet d’inclure les caractéastides fluctuations ex-
trémes dans la description statistique. Ce modéle est cohérent avec |aioka(saus-jacente)

d’'un processus de cascade multiplicative suivant une loi log-PoiSsmrte point, nous présente-
rons un travail récent ou ce processus est explicitement identifié.

— Chapitre trois : €oncilier cascade d’énergie et viscosité turbulente : & quel prix?

Nous reprendrons de maniére plus formelle la description de la cas@atergie. Par des raison-
nements phénomeénologiques, il est possible de caractériser cettescagcagonnant sur le taux
de transfert d’énergie vers les petites échelles. Il apparait quedadmse se fait pas au méme
rythme a toutes les échelles: des grandes vers les petites échelles, edéstadans la zone
inertielle puis se ralentit progressivement dans la zone dissipative. rGgoctement dynamique
met en évidence un nouveau nombre d’'onde caractéristique, quedéparones d’accélération
et de décélération de la cascade. Quelle est la signification physiquendenbee d’onde carac-
téristigue? Peut-on relier ce nombre caractéristique a la portée des intesamiive modes de
Fourier? Ces questions seront abordées. Nous montrerons alilsssigpossible de thermaliser
I'agitation turbulente au dela de ce nombre d’onde caractéristique, sensbee la dynamique
des modes de la zone inertielle. Ce travail propose une nouvelle apgtedhsimulation numé-
rique des grandes échelles de la turbulence: il s’agit ici de couplenkanaigue des équations de
Navier-Stokes avec un thermostat tres visqueux a grand nombre d’onde.

— Chapitre quatre :@atastrophe ultra-violette de la turbulence®

L'intermittence rend compte de la prépondérance des zones activesppartraux zones calmes
du mouvement turbulent. Sur la base de raisonnements simples, nousgpomgase description
guantitative (sans parameétre ad hoc) de l'intermittence, de I'échelle intggggléaux plus petites
échelles de I'agitation turbulente. Nous montrerons en particulier que cetmiittégce augmente
fortement aux trés petites échelles, lorsque les effets dissipatifs s'indamns@iela peut paraitre a
priori contradictoire car I'on s’attendrait a ce que la dissipation réga@#gsoulement, mais peut
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néanmoins se comprendre en considérant que les effets dissipatifstpasaniformes: ils sont
importants dans les régions calmes et désordonnées alors que la disgipatea adoucir les sin-
gularités du champ de vitesse associés aux structures cohérenteffetsegdissipatifs renforcent
donc le contraste entre les régions actives et calmes, d’ou une augnredéstiatermittence. Ces
arguments phénomeénologiques seront repris de maniere explicite et div@ntdaus montrerons
en particulier que cette augmentation de I'intermittence dépend du nombre delfRegt diverge
avec celui-ci.

Chapitre cing : Approche Lagrangienne de l'intermittence»

L'approche Lagrangienne en turbulence consiste a étudier la dynadegygrticules de fluide de
I'écoulement. Le mécanisme de transfert d'énergie se formule naturellemeéstme de suivi de
particules puisqu’il s’agit de comprendre comment un tourbillon se défatares son mouvement
d’advection par les grandes structures, pour transmettre son énglyie petite échelle. Notre
approche est principalement phénoménologique, motivée par des t®sultaériques et expéri-
mentaux. Nous montrerons que I'accélération des particules de fluide stanifecomportement
complexe : son module reste corrélé sur des temps longs (comparable aurtEg@de de cor-

rélation de la vitesse) alors que sa direction se décorrele sur des tempautriss Un modéle de
marche au hasard pour décrire ce mouvement sera propose.

Chapitre six : «urbulence prés d’'une paroi»

Bien que I'agitation turbulente soit entretenue par les gradients de la vitegsane le tenseur
ou; /Ox; wintervient pas dans la description statistique des fluctuations turbul&mtéait, il est
habituellement sous-entendu qu’a une échelle suffisamment petite dedcdllé intégrale, la
dynamique des tourbillons est dominée par le mécanisme d’étirement de la vettigigSent peu
le gradient de vitesse moyenne : ce gradient est considéré comme nchalléédu tourbillon.
Il existe néanmoins des situations ou cette hypothése n’est plus valabbxgmaple prés d'une
paroi solide. Dans ce cas, I'agitation turbulente est affectée a touteshiel4es par le gradient de
vitesse moyenne, appelé cisaillement.

Nous proposerons une description unifiée de la turbulence en peésenagon, d’'un cisaillement.
Cette description conduit a I'introduction d’une fonction de structure igdisée du champ de
vitesse, comportant un terme supplémentaire relatif au cisaillement. Cette tlesdtigorique
est en bon accord avec les données expérimentales.

Une application directe de ce travail concerne la modélisation numérique deolgence. Les
méthodes de simulation des grandes échelles rencontrent des problémdsgparois : lorsque
I'on s’approche de la paroi le cisaillement s’intensifie et ses effets sdyrlamique turbulente
deviennent prépondérants ; les conditions de fermeture des équatiogsaades échelles doivent
étre modifiées. Nous proposerons une solution qui repose sur la émigid des fonctions de
structure généralisées au lieu des fonctions de structure usuellesdetagifait incorpore direc-
tement les effets du cisaillement. De cette facon, les zones «loin de la pasgisestde la paroi»
peuvent étre traitées de maniére unique : la viscosité turbulente n’estjptéeade maniere ad
hoc en fonction de la distance a la paroi.



CHAPITRE DEUX

Hierarchie statistique et structures
dynamiques intermittentes

2.1 Une absence de consensus mais quelques idées maitresses

De trés nombreuses études expérimentales, numériques et théorigagsrarhées depuis les pre-
miers travaux d’Osborne Reynolds (1883). Cependant, il n'existepesre, aujourd’hui, de véritable
CONsSensus sur ce qui pourrait constituer une solution du probléeme debldence [25] [48] (articles
sur les challenges de la turbulence). On peut néanmoins identifier ge@iouEiétés fondamentales sur
lesquelles une majorité de gens s’accordent:

— toutd’abord, un écoulement turbulent est intrinsequement déscédbachaos est spatio-temporel
et impligue un trés grand nombre de mouvements tourbillonnants en interaatmanante et simulta-
née. L'état statistique qui décrit ces interactions met en défaut les loigalglibre thermodynamique ;
les corrélations mises en jeu sont spécifiques a la forme mathématique désnésqiiamouvement (les
équations de Navier-Stokes).

— les interactions entre tourbillons assurent un transfert d’énergiadedeas échelles, ou I'agitation
est entretenue par les gradients de vitesse moyenne, vers les petities @chelle est dissipée en chaleur
par friction moléculaire.

— un ordre spatio-temporel est visible (par intermittence) dans le désqrdezest de 'agitation
turbulente. Cet ordre apparait sous la forme de mouvements isolés deofbidé. Expérimentalement,
il a été possible de visualiser ces mouvements particuliers en introduisant dscoies bulles d’air
dans un écoulement liquide [49]. Les bulles viennent se placer pnéifdtement dans les zones ou la
rotation du fluide est grande. Ainsi, on observe par instant une cttatien importante de bulles le long
de filaments, puis les bulles se dispersent avant que cela ne se repitleigs. Sil'oeil (de la caméra)
décele cet ordre ponctuel, c’est parce qu'il s'impose de maniéere @etemouvements d’enroulement du
fluide sont en général trés intenses, d’'autre part ils sont étendsizobes dhfluenceet dedépendance
des filaments de vorticité peuvent atteindre la taille du systéme. A cet instanstéangy développe
une dynamique particuliére, qui réalise une cohérence (de phasexentdegrés de liberté, et conduit
a une fluctuation anormalement grande du mouvement d’agitation. On peaivetrla I'origine des
fluctuations non-Gaussiennes de la turbulence [50].
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L'importance des structures dynamiques cohérentedre dans le désordrapparent de la turbu-
lence, est maintenant devenue évidente [51]. Ces observations stimuteapproche statistique nou-
velle. En effet, la présence de ces structures suggére I'importandeisiee la dynamique des fluides
dans la description statistique. Dans ce contexte, nous avons propodésaription des lois d’échelle
des corrélations spatiales du champ de vitesse turbulente :

e «Universal scaling laws in fully developed turbulence», Z.-8ES E. LEVEQUE, Physical
Review Lettersvol. 72, 1994, p. 334

Cette description conduit a une prédiction (sans parametre ad hoc)mesaais d'échelle des fonc-
tions de structures de la vitesse, en trés bon accord avec les donpéesiextales et numériques. L'idée
maitresse est I'existence d’une relation de hiérarchie entre fonctiomudtuse d’ordre croissant. Cette
relation caractérise l'interaction des structures dynamiques et établitd@nsianiere concréte, un lien
entre statistique et dynamique. Les seuls parametres qui entrent enfjeelatis a la nature des struc-
tures dynamiques cohérentes : leur dimension fractale et leur expdéetmlte (exposant d’'Hdlder de la
singularité associée). Dans cette description, les caractéristiquesaeatfins extrémes gouvernent la
statistique. Cette approche s’oppose clairement a une description ctessfumule un intérét théorique
[52] [53] [54].

Le tres bon accord entre les prédictions du modele de hiérarchie statistitpserésultats expé-
rimentaux est encourageant. Afin d’aller plus loin dans la validation, at @oorofondir le lien entre
statistique et dynamique, nous avons conduit une étude détaillée du moaelechie de la turbulence
(homogeéne et isotrope). Le modéle en couche de la turbulence esttamsydynamique modéle, qui
manifeste les propriétés essentielles d'un systeme turbulent, mais avec urerftéd) restreint de de-
grés de liberté. Des études numériques et analytiques peuvent étresrprgfacilement qu'avec les
équations de Navier-Stokes: il constitue de ce fait un outil d’étude de alance trés intéressant.
Nous avons mis en évidence que les propriétés statistiques du modéle e dépendent de la na-
ture des événements extrémes (en modifiant le mécanisme de dissipation a petie.é&ependant,
cette dépendance disparait lorsque les fonctions de structure sdengjges les unes en fonction des
autres: le comportement relatif des fonctions de structure est univeeseésultat est important car la
notion d’universalité est centrale en turbulence ; la détermination desigtésprobustes, intrinseques,
des systémes turbulents est un point essentiel [55]. Nous avonssprape interprétation théorique de
l'universalité de ces comportements relatifs.

Dans ce chapitre, nous rappellerons et discuterons les principautderiaboutissants du modéle
de hiérarchie statistique, et les résultats obtenus pour le modéle en ceuetterbulence (section 2.2).
Dubrulle (1994) et She & Waymire (1995) ont montré que la statistique du lmaldehiérarchie est
exactement réalisée par un processus (multiplicatif) de cascade awiedloi log-Poisson. Sur ce point,
nous présenterons des résultats récents sur I'identification de cesgwedsous-jacent) log-Poisson a
partir de données expérimentales (section 2.3). Enfin, nous mentiosrieggemapidement la généralité
du modéle de hiérarchie statistique (section 2.4).

2.2 Le modéle de hiérarchie statistique

2.2.1 Lesingrédients

La dynamique globale de I'agitation turbulente résulte de I'interaction de stasctpatio-temporelles
présentant différents niveaux d’intensité et de cohérence. Nagogons de caractériser cet ensemble
de structures par une suite croissante de niveaux (typiques) d’ampiiéuiigctuations, définis comme
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le rapport de moments successifs du taux de dissipation a I'éehelle

@ = &)
T

p=20,1,etc (2.1)
On rejoint ici I'approche de Kolmogorov et Oboukhov (1962), qui atteilau champ de dissipation
e(#,t) un réle prépondérant dans la description statistique de la turbulence.

Si I'on introduit la famille de distributions (indexée par

erP(e,)
(e7)

ou P(e,) désigne la distribution dg., le niveau de fluctuation d’ordgepeut étre vu comme la dissipation
moyenne pondérée par la distributiQq (figure 2.1):

Qp(er) =

(2.2)
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FiG. 2.1 -Q), désigne ici la densité de probabilité du champ de dissipation normali&é) /<. Lorsque
l'ordre p augmente, le poids de la distributi@p, porte sur des amplitudes de plus en plus
grandes (données numeériques, E. Lévéque).

La hiérarchie définie par I'équation (2.1) s’étend du champ m@ﬁ?érE ¢ aux fluctuations extrémes
5500) = lim eﬁp). En termes de lois d’échelle, chaque élément est associé a un exppselrque
p—00
()
(er)

Nous nous placons ici dans le contexte d’une turbulence pleinemerbgdpge, homogéne et isotrope.
L'hypothese de lois d'échelle pour le champ de dissipation s'éctjt~ ™ d'oli A\, = 7,41 — 7).

57(}’) = ~ 7P, (2.4)
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Par construction, la suite des exposaxi®st nécessairement décroissante :

/\0 =0 Z )\1 Z Z /\oo = lim )\p. (25)
N—— p—0o0

e =(c,)=e par définition

On obtient ainsi :

— Si A\s = A alors tous les\, sont égaux: le champ de dissipation est mono-fractal. Avec la
condition)\o = 0, on retrouve la théorie de Kolmogorov (1941}%) = ¢P.

— SiAx < Ag alorsT, est une fonction non-linéaire ge le champ de dissipation est multi-fractal
[56]. Si en particulier\, est linéaire erp, on retrouve le modéle log-normal de Kolmogorov et
Oboukhov (1962).

Le formalisme introduit est donc trés général ; chague modéle poss¢uiepsa hiérarchie de ni-
veaux de fluctuation. Dans la suite, nous proposerons une hiéraatieupére, construite sur I'idée
que les fluctuations extrémes du taux de dissipation sont associées audegestrdynamiques bien
identifiables : les filaments de vorticité.

2.2.2 Lexistence d’'une fluctuation extréme identifiable

Dans le modele de hiérarchie statistique, la sUitg,>o converge vers\.,, < oo lorsquep — oc.
Cette hypothese implique que les fluctuations extrémes du taux de dissipatiaesdifiables (en terme
de singularité de Hdlder) par leur exposant. Dans le cadre du modéle multifractal, cela revient a
supposer que le spectre des singularités du champ de dissipation adnbetro@enférieure) .. On

obtient ainsi

Aco
e®) ap € (%) pour p — oo. (2.6)

r

Remarquons que cela n'implique pas forcém#nt sgp) < oo car I'on peut a priori avoirlim a, = oo.
p—00 p—00

une remarque concernant les fluctuations extrémes:

En pratique, les moments statistiques sont estimés par une moyenne trongc@m®@/grge lorsque
la taille de I'échantillon tend vers l'infini, ainsi par exemple

N
(P =~ > _el(@nti) — (7)) pour N — oo. 2.7)

=1

1
N
En considérant la limitp — oo avant de faire tendre la taill& vers l'infini, on obtient alors

< ;D+1>N

lim 7 e (1) ( )
1m = Sup l'o, i) -
p—oo (el)y 1N ‘ L

pour N — oo, (2.8)

ce qui confére ala fluctuation d’amplitude maximum (pour un échantillon aaffisent grand) une signi-
fication particuliére: c’est une singularité de Hélder du signal qui esttifible de maniere univoque.
Ce point important a été spécifiguement examiné pour le modéle en counkd'adtcle

e «Cascade structures and scaling exponents in a dynamical model déhuduMeasurements and
comparisons», E. EVEQUE & Z.-S. SHE, Physical Review Evol. 55, 1997, p. 2789
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2.2.3 La condition de fermeture statistique

Pour caractériser notre hiérarchie statistique, il est nécessairedisgpréne relation entre les diffé-
rents niveaux de fluctuation. Nous proposons la relation

8(p+1) g(p) p
T4, pour toutp > 0. (2.9)
el el

0 < 8 < 1 estun parametre universel 4} est un coefficient indépendant de I'échelleCette relation
de récurrence peut étre vue comme une solution simple, compatible avendi#sons suivantes :

— un comportement en lois de puissance pour tousﬁifés

— une suite croissante et convergente de niveaux de fluctuationkmayec,, 5?’ ) — 57(5’") .

On obtient ainsi\, = Ao + BP(Ao — Axc) PUiS pour les exposants :
Tp = Ao + C(1 = 3P). (2.10)

La condition supplémentairke,, + C(1 — 3) = 0 est imposée par la contraintg = 0.

une interprétation phénoménologique (possible) :

L'agitation turbulente apparait comme un enchevétrement de tourbillons plhmins étirés. Pour
rendre compte dedtat turbulentil est nécessaire de caractériser la facon dont ces structuregissera
entre elles. Cette interaction est compliquée et vouloir la décrire d’une regmigise (ou déterministe)
n'est pas réaliste. D'un point de vue qualitatif, on peut néanmoins affijme: une structure intense en-
traine et étire les structures moins intenses et plus désordonnées tpuirken, d’'autre part le désordre
environnant contribue aussi a la perturber, voire a la détruire. Geasoésouligne l'interaction entre
structures présentant des degrés d’intensité et de cohérence voissstructure intenseﬁpﬂ) en-
traine les structures moins intensé@ qui I'entourent, qui elles mémes entrainent des structures moins

intenses, etc.

Ce raisonnement motive une relation entre niveaux de fluctuation d’'sudessifs. D’autre part, le
parametres caractérise I'efficacité de ce mécanisme d’entrainement (ou d’étirement) :

— pourg ~ 1: s$p+1) ~ 85}7) ~ ¢. On retrouve le champ de dissipation (sans fluctuations inertielles)
de la théorie de Kolmogorov (1941); il n'y a pas d’étirement des tourbillons

— pour0 < 8 < 1:ily a étirement de la vorticité, intermittence et lois d’échelle non-linéaires.

Le paramétre” > 0 s’interpréte comme la co-dimension fractale du support des fluctuations ex-
trémes. En effet, on obtient

Aocp+C
T) 8 pour p — oo. (2.11)

@~ (2
Le facteur(r/L)“ représente ainsi (4 une constante d’ordre un prés) la probabilitéutieace de la
fluctuation extréme a I'échelte[57].
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lois d’échelle en turbulence homogene et isotrope

Les exposants d'échelle, sont fixés par les propriétés caracteristiques des fluctuations extrémes:
leur exposant de singularité,, et leur co-dimension fractal@. Dans le cadre d’une turbulence homo-
géne et isotrope, on obtient par un raisonnement simple d’analyse dimeelo\,, = —%. D’autre
part, les fluctuations extrémes de la dissipation sont associées a la prédsestizictures filamentaires de
dimension fractale égale & un et donc de co-dimen&iea 2. La prédiction du modéle devient donc

2 2 2
=3P +2(1— (g)p) ou encore ¢, = g +2(1 - (g)p/:g). (2.12)

Les résultats expérimentaux et numériques sont en trés bon accorgsapeédictions (sans parameétre
ad hoc) de ce modele [11]. Enfin, remarquons que I'information acdessibcernant la dynamique de
I'agitation turbulente, est ici suffisante pour fixer tous les paramétres délmo

2.2.4 Application au modele en couche de la turbulence : clas d’'universalité des
exposants relatifs

— extrait de l'introduction de l'article : «Cascade Structures and Scalipgiants in a Dynamical
Model of Turbulence : Measurements and Comparisons» BEYEQUE & Z.-S. SHE, Physical Review
E, vol. 55, 1997, p. 2789

«...It is widely accepted that the motion of an ordinary imgoessible fluid is accurately described by the
Navier- Stokes equations for a wide range of viscosity, gniéls number. The Navier-Stokes equations have so
been regarded as the first principle for describing turtederthe turbulent state is identified as the very chaotic
solution of the equation. At the present time, rigorous ma@r analysis of the equation has yielded few construc-
tive results. The nature of the difficulty seems to lie in amkmowledge about the functional space in which a
typical turbulent solution evolves. Any a priori estimatighout taking into account such knowledge does not seem
to yield any optimal characterization of the propertiesunbtilence. Physicists rather investigate these progertie
from a phenomenological standpoint, that is, starting ffoyipotheses motivated by experimental and numerical
observations. Interestingly, this is also the approaciptadbby the mathematician Kolmogorov, according to Ya-
glom. This line of study has yielded very fruitful resultsrihg the past half century and continues to expand
nowadays. While recognizing that eventually the Naviek&saurbulence needs to be fully understood, it is wor-
thwhile to examine carefully various other systems extmbithe essential features of fully developed turbulent
dynamics. These features include, from the present phemaloggcal understanding, the existence of an inertial
range of scales where cascade dynamics are fully develdgathe moves away from a deductive approach based
on the first principle, such studies are particularly imaott Indeed, studies on various turbulent systems allow
one to differentiate the Navier-Stokes system from othatkidentify the role of the essential ingredients in the
N-S system: e.g., the conservation laws, the degree of thinearity, etc. More importantly, it may stimulate the
development of a general theoretical framework for noriggium systems presenting critical and scale inva-
riance properties. This has been the essential motivagbint the present study of a dynamical-system model of
turbulence, namely the Gledzer-Ohkitani-Yamada shellehod

Le modéle en couche de la turbulence peut étre vu comme une caricatéguadions de Navier-
Stokes dans I'espace de Fourier. || posséde néanmoins sa prapigjdiu fait de son nombre restreint
de degrés de liberté et de la stricte localité de ses interactions [60] (artickewerécent).

La dynamique est gouvernée par le systéme d’'équations différentielles

. kn “ . * * k‘)n* * * k‘ln* * *
Up + I/k% <k_d> Up =1 (knun+1un+2 - Tlun—l—lun—l - T2un—1un—2> + fn (213)

pour 'ensemble des variables complexgst) avecn = 0,1, ...,N.
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La variable dynamique,,(t) peut étre vue comme I'excitation effective des modes de Fourier de la
vitesse dans l'intervalle (ou couche) de nombre d’'ondes= k2" < k < k,+1. Le couplage entre
les couches est ici strictement local et limité aux deux plus proches voisinggitne stationnaire, les
excitations du modeéle en couche sont entretenues par uneffoagissant a faible nombre d’onde. Enfin,

6%
la dissipation d’énergie est assurée par un terme de dissipation hypeewie —vk2 (%) Up, OU
I'exposanta > 0 est la dissipativitéy est la viscosité (cinématique) k§ = (¢/v3)'/* est le nombre
d’onde dissipatif de Kolmogorov (1941).

Le terme non-linéaire du modéle en couche ressemble a celui des équatiNasideStokes. I
conserve le volume dans I'espace des phases et I'énergie totale

N 4 ,
E:T;ﬁuny . (2.14)
Un second invariant est donné par
H = i(_l)nknmnpa (2.15)
n=0

qui s’apparente a I'hélicitéH,, n’a pas de signe défini &tl,,| ~ k, F,, .

0 L L L L L
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T
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Fic. 2.2 -Le modéle en couche de la turbulence développe une cascade éaefyx moyen
constant:(F,,) = ¢ (taux moyen de dissipation). Le spectre d’énergie décroit en loi de puis
sance :(E,) ~ k; %™ (données numériques, E. Lévéque).

Du fait de sa faible dimension, ce systéme dynamique peut étre étudié nueméeigiude maniére
intensive. Ainsi, les études ont montré qu’apres un régime transitoirestirsg évolue vers un attracteur
étrange [61]. Sur cet attracteur, la dynamigue manifeste les propriétdanentales d’une dynamique
turbulente : une cascade d'énergie gouvernée par le terme d'intera@amomplit entre les échelles de
forcage et de dissipation, et définit une zone inertielle caractérisédepdois d’échelle satisfaites par
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les moments statistiques de I'amplitude de vitesse et du flux d’énergie :

(unlP) ~ kn et (|Fu|P) ~kn™ avec ¢, = é—’ + T3 (2.16)

Le flux d’énergie est construit en établissant un bilan d’énergie daswilzhern :

: ke \ @ 1
By = Fp_ — Fy +R(u’ fn) — 20k? (k—> E, (En= §!un|2) (2.17)
d
avec k
F, = *Zn%(unflununJrl + 4unun+1un+2)' (218)

Les exposantg, du modele en couche sont différents des prédictions de la théorie de Kmiowog
(1941) et cet écart est lié au phénomene d’intermittence : le flux d'@&néfd¢) est une quantité trés
fluctuante dont la variance augmente avec l'indice de couchgans le cas d'une dissipation hyper-
visqueuse a grand nombre d’onde, nous avons montré qug tpendent de la dissipativité et ne
sont donc pas universels vis a vis du mécanisme de dissipation. Cetteldéperest liée a I'existence
d’'une cascade inverse d'énergie, induite par la dynamique de dissidadgicascade inverse s'intensifie
lorsquea augmente. Pour chaque dissipativitél’interaction des cascades directe et inverse d’énergie
conduit a un nouvel état statistique stationnaire, caractérisé par de®ldiskk spécifiques. Cependant,
une classe d’universalité est observée : les exposants relgtifs ne dépendent pas de la dissipativité
a. Ces résultats ont été publiés dans l'article :

e «Viscous effects on inertial range scalings in a dynamical model of turbele E. [EVEQUE &
Z.-S. $HE, Physical Review Lettersol. 75, 1995, p. 2690

au sujet de la dissipation:

La notion d’universalité vis a vis du mécanisme de dissipation fut suggérdéofmogorov (1941):
les propriétés statistiques dans la zone inertielle sont indépendantes dusmécde dissipation puisque
les effets dissipatifs sont négligeables a ces échelles. Cette hypothégmésmlement admise dans
de nombreux modéles théoriques, ou le role de la dissipation se borne &idaticia d’'une coupure
ultra-violette des fluctuations inertielles. Les résultats obtenus pour le madétmuehe suggérent, au
contraire, qude mécanisme de dissipation soit pris en compte explicitement dans la diescdps
fluctuations inertielles

Dans le chapitre d’introduction, nous mentionnions que la dissipation p@ixaitenue responsable
de sélectionner, parmi toutes les solutions possibles des équations de $takies, celles qui réalisent
une cascade d’énergie des grandes vers les petites échelles. Podéle erocouche, nous avons mon-
tré que le mécanisme de dissipation marque aussi profondément le détaitepaiarel de la cascade
d’énergie: le flux inverse d'énergie (prenant origine dans la zorgpditve) semble jouer un rdle im-
portant. Nous en reparlerons dans le chapitre suivant.

Dans le cadre du modéle de hiérarchie statistique, nous pouvons justifistdiece d'une classe
d’'universalité des exposants relatifs pour différentes dissipatiwité3ette explication repose sur I'hy-
pothése que le mécanisme de dissipation hyper-visqueuse modifie I'ekgsdrelle de la structure la
plus intense mais laisse inchangée la relation hiérarchique entre les ddfénaraux de fluctuation. En
d’autres termes, I'exposant, dépend de la dissipativitg alors que le parameétf@n’en dépend pas, ou
encore, les fluctuations extrémes sont sensibles au mécanisme de dissijpasigue le paramétrgne
I'est pas. Ce dernier serait plutét lié & la structure des interactions néairls mises en jeu.
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2.3 La solution du modéle de hiérarchie statistique : le propagateur
log-Poisson

Dans le formalisme de cascade multiplicative présenté dans I'introductiomdiition de fermeture
du modele de hiérarchie est satisfaite par le multiplicat®@r,., :

108 Wi, ry = Ao log -- + 1 <ﬁ> log 3, (2.19)
T2 T2

oun (r1/re) est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre

A\ (%) — Clog (%) . (2.20)

Il s’agit du processus de cascade multiplicative log-Poisson, prapdgpendamment par Dubrulle
(1994) [58] et She & Waymire (1995) [59].

« Est-il possible d’'identifier explicitement ce processus multiplicatif log-Paissure les fluctua-
tions du taux de dissipation moyenné a deux échelles inertielles difféngraes, :

Ery (@t + AL) = Wy 1y (t) €y (z,8) 7> (2.21)

Nous aborderons ce point dans la section suivante.

g (x,t)

time t

60 r,=r,/2

) . h /
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
time t

FiG. 2.3 —Le taux de dissipation moyenné a deux échelles inertielles différenéts, (données expé-
rimentales, C. Baudet et al.). Est-il possible de mettre en correspaedas fluctuations des
deux signaux par un multiplicateur (indépendant) suivant une loi logseaoi
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2.4 Article présenté

2.4.1 «Some experimental support for an underlying log-p@ison process in
turbulence», E. LEVEQUE, 2004

A turbulent system exhibits chaotic fluctuations over a waltege of temporal and spatial scales. In the statis-
tically steady state, these fluctuations are sustained stales via different mechanisms. Large-scale fluctuation
are usually triggered by an external forcing or a fluid inBigbAt smaller scales, fluctuations are maintained by
the so-called cascade dynamics, which propagate (in meaigions towards small scales until the dissipative
range is reached; fluctuations are then strongly dampedyaublecular viscous effects. The range of scales where
cascade dynamics prevail, is called the inertial range.

The cascade dynamics are governed by strongly non-lineaaitions between triads of Fourier modes. These
couplings operate an intense mixing of information betweees, rendering extremely chaotic fluctuations and
inciting to take a probabilistic outlook at the cascade pssc The modelling of the inertial-range cascade, as a
stochastic process, has stirred many studies [1, 2, 3, 4, Bolfowing the pioneering works of the Russian school
[7, 8, 9] in the 60’s, the cascade process is described aacptal

Ery = Wm,rz Eryy (222)

where fluctuations of the coarse-grained (locally averagedrgy dissipation rate at inertial-range scaleandr-
(with ro < ry) are related by an independent random multipér, ., [10, 11]. Among existing models, the so-
called Log-Poisson process proposed by Dubrulle [5] and&SWaymire [6], has attracted much attention. This
process is provided by a quantized random cascade picturehich small-scale fluctuations of the dissipation
rate are generated from large-scale fluctuations via aatsenultiplicative factor. The random multiplier of the
Log-Poisson model explicitly reads

Wm,rz = Qry,ry B, (223)

where0 < 8 < 1 is a scale independent parameter anig a Poisson random variable with mean vakje,.,.
The terma.,, ., IS deterministic and characterizes the rate of amplificafazross the scales) of the most intense
dissipation fluctuations ; the parametemay be viewed as a modulation quantum of this determinigtipldica-
tion.

The Log-Poisson cascade process leads to statistics, fittiohwhe scaling model of turbulence proposed
by She & Lévéque [12] can be exactly derived. The scaling eepts predicted by [12] are found in striking
agreement with both experimental and numerical valueschvBiiggests the existence of an underlying Log-
Poisson process in turbulence. However, the realizatiGucti cascade process has not been demonstrated yet.

In homogeneous and isotropic turbulence, the power-lavingcaredictions of [12] are exact solutions of the
random multiplicative process governed by (2.23) provitied

2 r 2
Qpyry = —3 log (f) , B= 3 (2.24)
and that the Poisson variablds characterized by the parameter (mean value)
Aryry = 2log (r—z) . (2.25)
1

In the present study, we shall provide some support for takzedion of such a discrete mapping between small-
scale fluctuations of the energy dissipation rate, in a lertiyet flow.

The turbulent jet flow originates from a nozzle of diamdber= 50 mm. The fluid is air. The instantaneous
streamwise component of the velocity is measured by a heteannected to a TSI constant temperature anemo-
meter. The hot wire is & mm long platinum wire of thicknes$ m. The velocity measurements have been made
on the centerline of the jet at a distanc®D downstream from the nozzle. The jet is not confined on latedals
in order to avoid boundary effects. The turbulent rate of#tlecity signal isT ~ 28%. Such a large value a priori
endangers the use of the mean velocity in order to switch feanporal to spatial increments (Taylor’'s hypothe-
sis). However, we have not observed any major qualitatifferénces in our results when resampling our signal
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FIG. 2.4 —The range of scales whef&u,.®)| /r is close to the horizontal dashed lige= (4/5)z can be
viewed as the inertial range of the energy cascade. In the preseatiment, a jet turbulence,
this domain approximatively extends over a decade.

by use of the local velocity. Eventually, our measuremeatgetbeen recast into the space domain according to
u(z,t+At) = u(x—uAt,t), whereu denotes the mean velocity. The Reynolds number based oarTajdroscale
is Ry ~ 600. The integral scalé ~ 25 cm and the characteristic energy-dissipation sgate130 pm.

A peculiar feature of the cascade process refers to the \diger that all moments of inertial-range fluctua-
tions display a power-law dependence on scale. In the casenobgeneous and isotropic turbulence, such a scale
dependence can be established rigorously from the dynhetjcations of turbulence, namely the Navier-Stokes
equations, for the third-order longitudinal velocity stiure function [15] :

(0u,*) = —%ér, (2.26)

wheredu,. denotes the longitudinal velocity increment across a dista andz is the mean dissipation rate. The
equation (2.26) is interesting as it allows us to identifg thertial-range of the cascade process; it also provides
a good test of consistency for experimental data. In thegotesxperiment, we observe in the figure 2.4 that the
equation (2.26) is eventually well satisfied over a finite donof scales.

The local energy dissipation ratér,t) has been estimated by the one-dimensional surrogate

2
e(n,t) = 15u(8“a(z’t)> ,

wherev denotes the kinematic viscosity of air. The space derigdias been approximated by a discrete fourth-
order scheme. The (spatially) coarse-grained dissipaitanis obtained according to

(2.27)

1 x+r i t
er(z,t) = 7/ e(z' t)dz' = — / ez, t')dt'. (2.28)

r T Ji—r/a

The random propagatot,., ., underlying the Log-Poisson process does not a priori cdrsigwltaneous
events in space and time; this is actually a necessary éomdiit the case of a discrete process. In general, the
mapping therefore reads

Ery (T + Am,t + At) = Wy, 1, €5, (2,1). (2.29)

Under the Taylor’s hypothesis, one then obtains

Ery (T +02,t) = €y (x,8 + ) = Wy 1y €7, (2,1), (2.30)

Taylor hyp.
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with éx = Ax — a/At anddt = —dz/a. The multiplierVv,, ., may therefore be viewed either as a multiplier in
space (along the direction of the mean flow) at a fixed instarit, time at a fixed location. The Taylor's hypothesis
ensures that these two formulations are equivalent. Theeptexperimental context imposes the mapping in time,
the space variable being fixed by the location of the velocity probe. Note thatinumerical simulation, one
would rather opt for the mapping in space.

Let us now consider the function

1 Ery (Tt +T)
N(t,T) = 1 ER —1 o | - 2.31
() log 3 <og er (T,t) 08 Ay, 2) ( )

If the Log-Poisson mapping eventually underlies the cascBahamics, it is expected that for althere exists a
time shiftét such that
N(t,6t) = n, (2.32)

wheren is a random Poisson variable with mean .., .

The dynamical meaning of the cascade process, viewed as@ngdpetween fluctuations at different scales,
remains unclear. As already mentioned, non-linear cogpliiretween modes render extremely chaotic dynamics,
which a priori prevents from defining this mapping in a deteigtic manner. Our approach will consist in as-
suming that (2.32) is satisfied, i.e. a discrete multipheaprocess eventually underlies the cascade dynamics.
Afterwards, the (integer) random variablewill be inferred by simple intuitive arguments that we shadiw
present.

In practicery denotes a small (inertial-range) scale; the funchién,r) is rapidly changing in- and displays

large fluctuations. Therefore, one expects to find a smaé 8hiftst such thatN (¢,0t) takes an integer value. If
ot is small, one may approximabé(t,ot) by

N

N(t,0t) ~ N(¢,0) + %—(uo) ot. (2.33)

T
This approximation inevitably presents some limitatiaag, when second-order terms must be considered in the
Taylor expansion (2.33). On the other hand, these situatiwa not very frequent and do not notably alter the
statistics ofa.

We are looking for an independent multiplicative procegspiindependent of,., . According to the equation
(2.28), this condition incites to rather consider positfirae shift §t. Indeed, forét < 0 the coarse-graining
intervals ofs,, (x,t) ande,, (z,t) are embedded one inside the other, whereaétfor 0 the overlap between the
two intervals is reduced [14]. According to the approxiraat(2.33), the inferred value afis then given by

if %—]Tv(t,opo Cn = int(N(£0)) + 1 (2.34)
if %—]Tv(t,())m cn o= int(N(£0)), (2.35)

whereint(N) denotes the integer part of the real numiyer

We have constructed the probability density function (jadf} for various pairs of scales,rs) with e, ,,
andg given by the equation (2.24). Does one obtain a Poissornitdistin forn? If yes, does the parametgr, ..,
evolve according to the equation (2.25) with respect tandr, ?

The agreement between our experimental results and thedhgisedictions is striking (see figure 2.5) over
a domain of scales which extends over a decade. Increassogegancies with the theoretical Log-Poisson dis-
tributions were found as scalés, ,r2) move off this range (see figure 2.7). This will be discusseet fvehen the
Log-Poisson mapping will be interpreted in terms of poveer-bcalings. In a lin-log coordinate system, one can
observe in the figure 2.6 that the agreement remains sdtisfaior large values of. (positive tail of the pdf).
One must notice that the range of observation of the LogsBaisnapping does not exactly correspond to the
inertial-range previously identified from the equatior2@). In this sense, we believe that Kraichnan’s remark [13]
is very relevant : “There is a priori no reason to relate ttadisg properties obu, ande,. at the same scate. We
observe here that. display scaling properties but on a different range of scalis also suggests that the notion
of scaling range is closely related to the fluctuations urdesideration.
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FiG. 2.5 -The pdf ofn is displayed for various pairs of scales scales/r: = 2 (a), 3 (b), 5 (c) and
10 (d). The scaler is fixed withr, /n = 750. The plain line is the theoretical Poisson law
given by (2.25), extrapolated for non-integer values by using the ganmm#do. The circles
indicate experimental results.
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FiG. 2.6 —The same pdf of as in figure 2.5, displayed in a log-lin coordinate system. The (positive) tail
of the pdfs remains in good agreement with the Poisson distribution.
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F1G. 2.7 —The pdf ofu is displayed for various pairs of scales with a fixed ratigr, = 5: r; = 1000
(@), 1 = 7500 (b), 1 = 5007 (c) andr; = 1007 (d). The plain line is the (extrapolated)
theoretical Poisson law given by the equation (2.25).

The independence of the random propag&tyy ., on the fluctuation.., is a key assumption in the modelling
of the cascade dynamics by a stochastic process. In the f)8rave demonstrate that this condition is well
satisfied, i.e. that is independent of,, .

As already mentioned, the Log-Poisson process is expeaztgitrate in the range of scales where the moments
of the coarse-grained dissipation rate display power-laiirsgs. According to [12], it is expected that

2 2
P ~2p+2(1-(2)7)
(ers?) _ <r2> (2.36)

1

for r1 andry in that range. In this instance, we display in the figure 289dbpendence anof the moments of
the renormalized (to the mean) dissipation eatéc,.). A power-law dependence anis not as clearly evidenced
as for (6u,) in the figure 2.4. However, one may notice thdtmomentsof ¢, approach locally the power-
law scaling prediction given by the formula (2.36), in thega of scales where the Log-Poisson mapping was
previously identified. Our observation of the Log-Poissoapping is therefore consistent with the power-law
scalings predicted by [12]. Deviations from the Log-Poisseapping, previously mentioned, may be related to
deviations from (2.36).

An other very popular scaling model of turbulence is the INgrmal model proposed by Kolomogorov [7].
The prediction of Log-Normal model reads

D %(pQ*p)
() e

wherey is an adjustable parameter. Ror= 2/9, the predictions of the Log-Normal and Log-Poisson models
coincide forp = 2 and remain very close far/3 < 10.

The Log-Normal model can be recast into a random multipliegirocess of the form (2.22) with log-normal
statistics for the propagatw,, ., i.e., the pdf ofog(W;, ,) reads

1 exp <(33 — m””)z) . (2.38)

2
(9752 20
2roy, o,

1,72

P(x) =
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FiG. 2.8 —In subplot (a), the pdf ofog(e,,) is displayed forr, /n = 750. The pdfs of:, conditioned
on various amplitudes of,., are presented for /ry = 2 (b), r1/ro = 3 (c) andr;y/ry =
5 (d). The conditional pdfs collapse, in agreement with the assumption ofdmpendent
multiplicative process.
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FI1G. 2.9 —Scaling behavior of the moments of the renormalized coarse-grainsigai®n rates,. /(<)
(plain line). In the range of scales, where the Log-Poisson mappingveasously observed,
all moments approach the theoretical power-law dependence (ssjugireen by (2.36).
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FiG. 2.10 —The same pdf of as in figure 2.5 are displayed. The log-Poisson prediction (dashed line)
and experimental data (circles) are indicated. The Log-Normal ptesicwith . = 2/9, is
shown by the plain line. The two statistics are very close.

The mean and the variance are related by the equations

1 T2
Myy ry = __Uzl,rz’ and 0’?1,7‘2 = /JlOg (H) . (239)

2
In order to distinguish between the two models we compargttief n obtained previously, with the pdf
predicted by the Log-Normal model with= 2/9 (see figure 2.10). We observe that the two statistics renein v
close, particularly for large scale ratii. However, a bettgreement is found with the Log-Poisson statistics. Note
that changing the parameterwould not improve notably the agreement between the exgertiah data and the
Log-Normal prediction.

We have provided some support for an underlying log-Poiseatiplicative process in a turbulent jet si-
gnal. Furthermore, the parameter, ., of this process is found in striking agreement with the préaoin of the
statistical-hierarchy model proposed by She & Lévéque.
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FiG. 2.11 —La hiérarchie des niveaux de fluctuation est bien satisfaite par le taux dsidiffd’'un sca-
laire passif (ici, la température) dans le sillage turbulent d'un cylindreticaf. Les points
de coordonnéesy),(r1,r2),Yp+1(r1,72)) Se trouvent aux noeuds du maillage défini par le
systéme d’équations (2.40) aveées 4/5.

2.5 La généralité du modele de hiérarchie statistique

L'application du modeéle de hiérarchie statistique dépasse largement ledealdréurbulence hydro-
dynamique homogene et isotrope. De nhombreux travaux ont montré qoeneaisme pouvait s’'appli-
guer a une vaste classe de systémes désordonnés, caractériséslpiaraiéchelle anormales.

cas du scalaire passif:

Dans le cas d'un scalaire passif, la température par exemple, transpouté coulement turbulent,
nous avons montré que le taux de diffusion du scalaire satisfait la condéaitermieture du modéle de
hiérarchie statistique :

e «Scaling Laws for the Turbulent Mixing of a Passive Scalar in the Wale ©flinder», E. L&-
VEQUE, G. RU1Z-CHAVARRIA, C. BAUDET & S. CILIBERTO, Physics of Fluidsvol. 11, 1999, p. 1869

Pour tester la condition de fermeture du modéle de hiérarchie, il est judidiexaminer le compor-
tement de la fonctio), (r1,r2) = 1og(s£§)/s$§)) pour différents ordres et différents couples d’échelles
inertielles(r1,r2). Sila condition de fermeture est satisfaite alors

Yoq1(ri,r2) = B Y,(ri,re) + C®(r,r2)

" (2.40)
Ypy1(r1,re) = (1_@9) Yp(ri,r2)
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Ce systéme d’équations donne une représentation géométrique de la catelféometure (2.9). Les
points de coordonné€y), (r1,r2),Y,+1(r1,72)) sontles noeuds d’un maillage paramétré par le coefficient
G (figure 2.11).

deux articles récents:

Enfin, citons deux applications récentes du modéle de hiérarchie statistique :

— «Scaling relations for turbulence in the multiphase interstellar medium»pAT30K & M. N OR-
MAN, The Astrophysical Journa601:L55-L58, 2004

We employ a generalization of the She & Lévéque model to study velocity scalatipns based
on our simulations of thermal instability induced turbulence. Being a by-gtagfihe interstellar
phase transition, such multiphase turbulence tends to be more intermittent tharessible iso-
thermal turbulence. Due to radiative cooling, which promotes nonlineabifisés in supersonic
flows, the Hausdorff dimension of the most singular dissipative structDiean be as high as 2.3,
while in supersonic isothermal turbulence D is limited by shock dissipation to De2Zal¥é show
that single-phase velocity statistics carry only incomplete information on theléumcascade in
a multiphase medium. We briefly discuss the possible implications of these resttis bierar-
chical structure of molecular clouds and on star formati@n2004 The American Astronomical
Society. All rights reserved. Printed in U.S.A.

— «Hierarchical structure in healthy and diseased human heart rateilsa EMILY S. C. GHING,
D. C. LIN AND C. ZHANG, Phys. Rev. Evol. 69, 051919, 2004

It is shown that the healthy and diseased human heart rate variability (pt#®8psses a hierarchi-
cal structure of the She-Leveque (SL) form. This structure, firstdan measurements in turbulent
fluid flows, implies further details in the HRV multifractal scaling. The potentiafliafynosis is
also discussed based on the characteristics derived from the SLchief@2004 The American
Physical Society
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CHAPITRE TROIS

Concilier cascade d’énergie et viscosite
turbulente, a quel prix?

Dans la limite des grands nombres de Reynolds, I'agitation turbulente révélernbre infini de
degrés de liberté (ou modes du mouvement) soumis a des dynamiques detptiaseplitude non-
triviales. Un probléme important est la réduction de ce systeme infini, ersténsg fermé de dimension
réduite pour un ensemble restreint de modes. Les modes a grande éohiefiarticuliérement intéres-
sants car ils contiennent presque toute I'information sur la cinétique deul&goent [62] [63] (livres sur
le sujet).

Dans le contexte d’'une turbulence homogéne et isotrope, nous awp@sprun modeéle réduit des
éguations de Navier-Stokes restreintes aux modes de Fourier de faifibeend’onde :

¢ «Finite-mode spectral model of homogeneous and isotropic Navier-Siotesence : A rapidly
depleted energy cascade», EEMEQUE & C. KOUDELLA, Physical Review Lettersol. 86, 2001, p.
4033

Dans ce modéle, les corrélations a deux points du champ de vitesse sentament résolues jus-
gu’a la micro-échelle (spatiale) de Taylor. L'approche suivie est aalgirdans le sens ou il ne s’agit pas
de modéliser I'interaction entre les modes de Fourier retenus (grandseérbt les modes non-retenus
(petites échelles), mais de thermaliser tres rapidement la cascade auuteféodtibre d’onde particu-
lier: le point d'inflexion du transfert d’énergie vers les petites échellascascade d’énergie est ainsi
brutalement éteinte ; le nombre de degrés de liberté excités est de ce f@ibbpalus petit.

Concrétement, ce modéle permet de diviser le codt de calcut‘ppar rapport & une simulation
directe (sans approximation) a nombre de Reynolds équivalent. Le natebmeodes de Fourier est
réduit d'un facteur deux dans chaque direction. Outre son intéréiypea ce travail pose aussi des
guestions théoriques importantes : par exemple, I'interprétation du cougitrgde thermostat (a grands
nombres d’'onde) et la cascade d’énergie dans un contexte de méxsatatistique hors-équilibre est une
guestion ouverte [64] (livre sur la mécanique statistique de la turbulefici), ce modéle s’integre tout
a fait dans le cadre développé dans le chapitre précédent. La conditiberdnalisation est associée a
'image d’'un mouvement tourbillonnant (autour des concentrations de Wwéytgqui serait brutalement
amorti lorsque le fluide atteint le coeur du vortex. On retrouve ici I'idéetéjrer la dynamique dans le
traitement statistique de la turbulence.

Pour représenter la turbulence homogéne, nous considérons la stdatiqnée des équations de
Navier-Stokes dans un domaine cubique avec des conditions périodigeegorce aléatoire a grande
échelle (voir le chapitre d’introduction). La thermalisation de la cascadasssirée par une viscosité
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année résolution DNs R, (ordre de grandeur|
1972 323 (Orszag & Patterson [66]) 35

1985 1283

1991 | 2563 (She, Jackson & Orszag [51]) 140

1995 5123

2002 10242 (Gotoh [67]) 400

2005 20483 (Earth Simulator, Japan) 700

TAB. 3.1 —L'évolution (grosso-modo) de la résolution (en nombre de modesuegfpdes simulations
numeériques directes des équations de Navier-Stokes tridimensionhellegsolution est
multipliée par deux (dans chaque direction) tous les cing ans environ.

turbulenteyturb.(E,t) agissant sur la dynamique des modes a grand nombre d’onde [65]. Lasofg
dynamiques du modéle s’écrivent ainsi

<8t + (v + v (1) k2> ita(k,t) = —ik, (@w - ) S s (@) + falkoD)

—

=k

(3.1)
pour0 < k < K (coupure spectrale du modeéle). Les questions posées sont legasiivan

— comment construire la viscosité turbulenggfb_(E,t) pour éteindre rapidement la cascade d'éner-
gie sans perturber la dynamique des modes de la zone inertielle?

— est-il nécessaire de conserver une viscosité moléculaire cinématigueuepourquoi?

— est-il possible d’'éteindre (de maniéere satisfaisante) la cascade a pantimpporte quel nombre
d’'onde?

Les idées développées dans ce chapitre reposent sur une desoriigliiele de la cascade d’énergie,
construite a partir du comportement de la fonction de transfert d'énérgiavers les nombres d’onde).
Cette description sera présentée dans la section 3.2. Notre modele déecseiarapidement intro-
duit puis discuté dans la section 3.3 mais tout d’abord, quelques congdérmatérielles s'imposent
(section 3.1).

3.1 Quelques considérations matérielles, mais néanmoins importantes

Dans le cadre d’une turbulence homogéne et isotrope, le nombre dsdediberté excités est donné
par le rappor{L/n)3, ol L etn désignent respectivement I'échelle intégrale et I'échelle élémentaire de
I'agitation turbulente. L'échelle intégrale est un paramétre extérieut, IBebelle a laquelle on excite
la turbulence. L'échelle élémentaire (de Kolmogorov) est, quant a elle,satrire au systeme. Elle
correspond a la taille des plus petits tourbillons; elle est fixée par la dynardigtleide. Dans le
contexte d'une cascade d'énergie des grandes vers les petites®dhahéorie de Kolmogorov (1941)
prédit quen = (13 /£)1/4, olie désigne le taux moyen du transfert d’énergie.

Un argument d’analyse dimensionnelle conduit-a 3,/ L d’'ol finalement

3
(L> ~ Re’/* avec Re= umsk - ombre de Reynolds (local) (3.2)
n 14
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Le nombre de degrés de liberté excités diverge donc trés vite avec le eamtReynolds. Les
ressources informatiques étant nécessairement finies, cette contraintéalimfisdsentation numérique
des écoulements turbulents a des nombres de Reynolds modérés (voir [B.1ablees circonstances
stimulent le développement de modéles réduits des équations de Navies;Stakas gourmands en
ressources informatiques mais néanmoins pertinents pour décrire la anglidpale de I'écoulement.
L'intérét est pratigue, comme nous venons de le voir, mais aussi thé@agyeur réduire les équations
de Navier-Stokes, il faut «comprendre» le mécanisme de cascadegié&ne

les besoins en ressources informatiques d’'une simulation numériquirecte de la turbulence :

Pour simplifier, nous nous placons dans le cadre d’une simulation direct&gdations de Navier-
Stokes dans un cube de taill¢ discrétisé enV points de grille, soit une résolutialx = D/N dans
chaque direction. Afin de bien représenter le mouvement turbulent, i€essgaire de satisfaife > L
etox < 7 soit

N3 > Re/*, (3.3)

Supposons que I'on intégre le systéme sur un intervalle de t@hafiscrétisé en/ pas de temps
élémentairedt = T'/M. La stabilité du schéma numérique impose une contrainte sur I'ajustement des
résolutions spatiale et temporelle. Si I'on considére le critére de stabilité ule@d68] (livre sur les
méthodes numeériques en mécanique des fluides), on obtient

UpmsOt . Urms T \ N
o=—5 <1 soit ( 7 ) <. (3.4)
———

nombre Courant—Friedrich—Lewy

En général, il est nécessaire d'intégrer le systéme sur un intervalle de tentjordre de grandeur
du temps intégralé /u,,s. On obtient ainsis,,s7 /L ~ 1, d'ou N < M puis

M > Re®/*. (3.5)

Ces résultats montrent que si I'on veut considérer un nombre de Reydiddois supérieur, il
faut disposer d’'un espace mémoire environ deux cents fois plus dbéautre part, pour intégrer les
égquations de Navier-Stokes sur un temps intégral, le nombre de pas de trapsaire est environ dix
fois plus grand.

Raisonnons maintenant en termes d’opérations élémentaires. Pour undevbimhiggration pseudo-
spectrale [28], la tAche principale du code est la transformée de Fmapide (FT). Le nombre d'opé-
rations d'une FT étant de I'ordre déV log, IV, on peut estimer la consommation totale a

M x( N? x Nlogy N ) > N*log, N > Re3log, Re. (3.6)
. , . A/—/
intégration en temps FeT

~—_——
intégration en espace

Augmenter le nombre de Reynolds d’'un ordre de grandeur (dix foisggeond a une multiplica-
tion du codt de calcul par mille. On peut cependant remarquer que les sonalaumériques les plus
poussées permettent aujourd’hui d'atteindre des nombres de Retuntldients comparables a ceux des
expériences menées en laboratoire, soit envitQr= 700 pour un jet turbulent (table 3.1).
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transistors

Pentiumi4 prmoa,\m/[ 100,000,000

Pentium® il Processor
MOORE'S LAW e
Pontium® Il Processor 10,000,000
Pentiumit Processor /
4BB™ DX Processor /
/ 1,000,000
386 Processor .f‘.'
286 //

// ! 100,000
BO8s8 d

/ ), 4 10,000
8080 oz J

aooa/f
4004 £
- . 1000
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000

FiG. 3.1 —Evolution du nombre de transistors intégrés sur un processeur : la tabgmnentielle (loi
de Moore [69]) comme pour la résolution des simulations numériques.

guelques mots sur les modéles numériques de la turbulence :

Le mouvement turbulent se développe sur une gamme étendue d’échetiedegtension croit
avec le nombre de Reynolds. Les mouvements a grande échelle sont |éagnigétiques car le spectre
d’énergie décroit trés rapidement ; les petites structures sont prinoiaieesponsables de la dissipa-
tion. Pour le mécanicien, qui s'intéresse d’'abord a la cinétique globaléceulement, seul le mouve-
ment des grandes structures importe donc. Il s’agit alors de s’affiragie la représentation numérique
des petites structures. Dans ce contexte, les solveurs de pype ([Reynolds-Averaged-Navier-Stokes
sont sans doute les plus répandus. |l s’agit de I'approche suiviggyanolds, qui consiste a décomposer
I'écoulement en une partie moyenne et une partie fluctuante, et modéliskerelioe de la partie fluc-
tuante sur la composante moyenne (voir le chapitre d’introduction). Cesusslgermettent le calcul de
I'écoulement moyen et des grandeurs caractéristiques de la turbulersc@erdonnent pas acces aux
fluctuations instantanées. D’autre part, les conditions de fermeture mordrg assez mal contrélées;;
elles font appel a un fort empirisme [18].

La simulation numérique dite des grandes échellesftour Large-Eddy Simulationoffre un com-
promis entre la simulation numeérique directe (dont le colt de calcul estayément prohibitif) et la si-
mulation RANS, plus tractable numériqguement mais qui repose sur des hypothésentsmntestables.
Dans une Es, seule la dynamique des modes spatiaux a grandes échelles est intégoepdetement
des petites échelles (non-résolues) est modélisé. Par opposition auls ¢&eis, ou sont modélisés
I'ensemble des mouvements contribuant aux tenseurs de Reynolds, la atimi@l® porte ici que sur
une partie du mouvement d’'agitation turbulente : la composante petite échellesdparer les petites
des grandes échelles, on utilise généralement une procédure de fjltiagienine du champ total toute
contribution aux échelles inférieures a une certaine longueur de filteger du filtre).

3.2 Lacascade d’énergie de la turbulence homogeéne et isotrope

Cette section est tirée d’'un cours donné a I'Ecole thématiqderbylence : Measurements and
signals> a Cargése en mai 2002.
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—F(k,t) : flux d'énergie a travers

| |

e(t) : injection  —2vQ(k,t) . dissipation

nombre d’onde

FiG. 3.2 —Bilan d’énergie cinétique pour I'ensemble des modes de Fourier de moddtnde compris
entre0 etk : I'énergie transmise aux modes de nombres d’onde supérieidr@ar unité de
temps) définit le flux d’énergiB(k,t) a travers le nombre d’onde.

Les modes de Fourier de la vitesse satisfont les équations de Navies Rintées

0 - . ko k e -
<a + I/k2> Uo(k,t) = —ik, ((5a5 — k:26> Z Ug(P,t) iy (45t) + fa(k,t). (3.7)

—

p+a=k

A partir de ces équations, on peut établir un bilan d’énergie au nombneleka

OE(k.t)
ot

= T(kt) + euj.(k,t) — 20k*E(k,t) (3.8)

ou E(k,t) représente la densité spectrale d’éner@iék,t) est le transfert d’énergie relatif aux interac-
tions par triades impliquant les modes de nombre d’dngenfin, i, (k,t) est la puissance injectée par
la force extérieure.

En intégrant ce bilan d’énergie, on obtient

k k k K
9 / B 1)dk = / TR D)dk + / s, (K L) dK —2v / VREW Ak (3.9)
ot Jo 0 0 0
(k) —F(kt) (1) Q)
ou encore
85(%/;,15) = —F(kt)+e(t) — 2vQ(k,t). (voir figure 3.2) (3.10)

On faitici I'hypothése que le nombre d’ondest trés grand devant le nombre d’onde caractéristique
de l'injection d’énergie, de sorte qlféC einj. (K',t)dk’ = (t) peut étre considéré indépendantide

En régime stationnaire, on obtient finalement (pour les quantités moyennes)
F(k) =¢—2vQ(k). (3.11)

Il s'agit de I'équation bilan de la cascade d'énergie (figure 3.3).
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107 Direct Numerical Simulation (2563), RA:13O (Leveque, 2001)
X

T
1k F(k) : cascade d’énergie |
_
0.8 i
2 v Q(K) : dissipation
_ 06 1
3
fing
0.4r € : injection d’énergie 1
0.2f 1
0 L L
0 0.5 1 15 2 25

log, (k)

FiG. 3.3 —F (k) représente le flux moyen d’énergie a travers le nombre d’dn@mnnées numeériques,
E. Lévéque). L'énergie injectée a faible nombre d’onde est transfiEaéée mécanisme de
cascade vers les grands nombres d’onde, puis dissipée a trés goaniore d’onde.

3.2.1 Le nombre d’onde dissipatif de Kolmogorov

Dans la théorie de Kolmogorov (1941), la cascade d’énergie se d@ecjopqu’au nombre d’onde
dissipatif k; puis se termine brutalementi(k;) = 0 d’ou 2vQ(k4) = e par I'équation (3.11). Par
construction, on a

k
Q(k) = / K2E(K)dK . (3.12)
0
Si 'on considére la densité spectraigk’) = C=2/3k'~°/3, on obtient2(k) = (3/4)C=*/3k/3 puis
1 g\ /4
kg = EaG ()" (3.13)
2

On retrouve ainsi (a une constante multiplicative pres) I'expressioropégppar Kolmogorov, c’est
adireky(e,v) = (e/v3)V4

Nous allons maintenant montrer qu’il est possible de construire un autrereal’onde dissipatif, en
analysant le comportement de la fonction flux d’énefgié). Ce nombre d’onde prend en compte (plus
correctement) l'augmentation progressive des effets dissipatifs lotsquambre d’onde: augmente
(figure 3.3).

3.2.2 Le point d'inflexion du flux d’énergie

Dans la zone inertielle, le terme de dissipatiof)(k) reste trés petit devaat; le flux moyen de la
cascade est (presque) constantk) ~ . Lorsque le nombre d’'ondeaugmente, le terme de dissipation
s’'intensifie et par conséqueht k) décroit : la cascade s’éteint progressivement. Enfin pargs grand,
on aF(k) ~ 0:la cascade est éteinte.
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Direct Numerical Simulation K=128 (2563), R)\ =130
0.7 ‘

0.6 b

0.5¢ . |

L -
0.4f 3.= Kolmogorov scaling : t(k) Ok 213 i

IoglO t(k)
%

-0.2 I I I I
0 0.5 1 15 2 25

Iog10 k

FIG. 3.4 —Le temps caractéristique du transfert d’énergi&) est représenté en fonction du nombre
d’ondek (données numériques, E. Lévéque). A partir des équations (3.(B85).6}), on montre
quet(k) est minimum pouk = k..

Le flux d’énergie en fonction dieg k£ possede un point d’inflexion :

d*>F(k)

W =0 pour k= k.. (314)

dF

En dérivant I'équation (3.11) par rapporkaon obtient—%’“) = 2vk®E (k). Par conséquent

B dF (k)
dlogk

-3
= wk3E(k) et donc E(k) ~ E(k,.) <l<;£> pour k= k.. (3.15)

Ce comportemenfs (k) ~ k=3 autour dek,. rappelle le spectre d’énergie de la cascade directe
d’enstrophie de la turbulence bi-dimensionnelle [70] (voir I'article pré&seans la section 3.4).

3.2.3 Lerythme de la cascade d’énergie

Quel sens physique peut-on donné au nombre d'é@p@é&lous allons montrer qu'’il possible de relier
ce nombre d’onde caractéristique au «rythme» de la cascade d’énergie.

Un argument d’analyse dimensionnelle permet de définir le temps caractérigtiqransfert d'éner-
gie au nombre d’'ondg:

t(k) ~ E(k)~Y2E73/2, (3.16)

Dans la zone inertielle, le spectre de Kolmogofdik) ~ £2/3k~5/3 conduit &t (k) ~ e=1/3k=2/3,
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A partir de I'équation (3.16), on établit que

dlogt(k) 1 <C“LE(’@ +3> .

—_— = 3.17
dlogk 2 dlogk ( )

On obtient ainsi

— pourk < k.: le temps caractéristiquék) décroit lorsqueé: augmente ; le rythme de la cascade
s'accélere en progressant vers les grands nombres d'onde.

— pourk > k.: le temps caractéristiquék) croit fortement lorsqué augmente ; le rythme de la
cascade se ralentit de plus en plus en progressant dans la zonetigessipa

— enfin pourk = k. : I'énergie est transmise a un rythme constant au voisinage.de

On remarque que le temps caractéristique du transfert d’énergie est mpomat = k. (figure
3.4). On peut donc prétendre que le transfert d’énergie s'effelttda maniére la plus efficace autour
du nombre d’ondé:.. Pour permettre ce transfert optimal, on s’attend a ce qu’une syncationigune
cohérence de phase) s’accomplisse entre les modes de Fourier. &pacé physique, on s'attend a
ce que le mouvement d’agitation turbulente s’organise en structures spaporelles cohérentes. On
serait donc naturellement tenté d’'associer ce transfert optimal & lanpeédes filaments de vorticité
[51].

Ce raisonnement heuristique, qui conduit a I'existence de structuaée-$@mporelles cohérentes et
par conséquent au phénoméne d’intermittence, repose uniquementlslarud’énergie et une estima-
tion du temps caractéristique de la cascade (au nombre dignde

dF (k)

o = —WhE(R) et (k) o E(k) TR, (3.18)

au sujet de la localité des interactions entre modes:

Dans la zone inertielle, le spectre d’énergie est cohérent avec l'idée dascade locale en nombre
d’onde (voir le chapitre d’'introduction). Au contraire, on s’attend a ge kgs corrélations soient non-
locales au voisinage du nombre d'onide pour permettre une cohérence de phase a longue portée entre
les modes de Fourier. Sil'on relie cette propriété aux résultats obtercédgm@ment pour le modéle en
couche, la non-localité des interactions résulterait de la présencesteslea directe et inverse d'énergie
(figure 3.5).

3.3 Modeéle réduit des equations de Navier-Stokes
Nous forcons la persistance du mécanisme de transfert optimal aux rodionelek, < k£ < K
(coupure spectrale) afin de terminer le plus rapidement possible la ead@aukrgie. Pour cela, on

introduit une viscosité turbulentgk,t) qui impose une décroissance du spectre d’énergieén

-3
E(k) = E(k.) <£> pour k.<k<K. (3.19)

Les tenants et les aboutissants de ce modéle sont contenus dans I'aégelet@rdans la section 3.4.
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cascade d'énergie directe, «locale» en nombre d’onde

SN N LN 7N

zone inertielle

k—1 k k+1

/TN RN

k=k.
= N S

cascade d'énergie directe et inverse, «non-locale» en nombre d’'onde

FiG. 3.5 —La cascade d'énergie est locale en nombre d’'onde dans la zone iferti@sque les effets
dissipatifs sont négligeables. Au voisinage du nombre d’'épdes interactions entre modes
seraient plutét non-locales en nombre d’'onde et la dynamique réaiilths la compétition
entre cascade directe et cascade inverse d’énergie.

éléments de réponse aux questions du début:

— La viscosité turbulente(k,t) est calculée a chaque pas de temps afin de satisfaire la contrainte
(3.19) imposée sur le spectre d’énergiék,t) est une grandeur réelle et non complexe, ce qui
signifie que la phase des modes de Fourier n’est pas perturbée : laiceng’applique sur I'am-
plitude uniquement. Les phases des modes de nombre dioadé. (modes thermostatés) sont
donc libres de se synchroniser avec les phases des rhggéds (modes dynamiques) pour assu-
rer une extinction rapide de la cascade, sans perturber la dynamiqoedes de Fourier dans la
zone inertielle. Cette synchronisation semble étre la clé de la réussite de de ndoldt.

— La dissipation moléculaire est ici essentielle, dans le sens ou elle annitglegsivement I'ac-
célération de la cascade. Nous avons montré (par des arguments phélugigties) que lorsque
cette accélération s’annule, la cascade s’effectue de maniere sya@mie les modes de Fourier.
Il est alors possible d'éteindre rapidement la cascade par I'actiore d/isgosité turbulente sup-
plémentaire. L'action d’'une viscosité cinématique a grande échelle semhieetterun préalable
nécessaire a l'introduction d’une viscosité turbulente a petite échelle.

— Nous avons tenté d'éteindre rapidement la cascade d’énergie auudefdhbre d’ondé:. choisi
arbitrairement dans la zone inertielle. Dans ce cas, nous avons olasefeétes perturbations
en amont de la cascade aux nombres d’ohdg k.. Ce résultat indique qu’il n'est pas pos-
sible d’éteindre la cascade a partir de n'importe quel nombre d’ondg peaiturber la cascade en
amont: il y a un prix a payér
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3.4 Atrticle présenté

3.4.1

«Finite-mode spectral model of homogeneous and isopic Navier-Stokes
turbulence : A rapidly depleted energy cascade»,
E. LEVEQUE & C. R. KOUDELLA , Physical Review Letters, vol. 86, 2001, p. 4033

VOLUME 86, NUMBER 18

PHYSICAL REVIEW LETTERS

30 ApriL 2001

Finite-Mode Spectral Model of Homogeneous and Isotropic Navier-Stokes Turbulence:
A Rapidly Depleted Energy Cascade

E. Lévéque
Laboratoire de Physique CNRS, Ecole Normale Supérieure de Lyon, 69364 Lyon Cedex 07, France

C.R. Koudella

Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics, University of Cambridge, Cambridge CB3 9EW, United Kingdom
(Received 31 October 2000)

An eddy-viscous term is added to Navier-Stokes dynamics at wave numbers k greater than the in-
flection point k. of the energy flux F(log(k)). The eddy viscosity is fixed so that the energy spectrum
satisfies E(k) = E(k.)(k/k.)~3 for k > k.. This resulting forcing induces a rapid depletion of the en-
ergy cascade at k > k.. It is observed numerically that the model reproduces turbulence energetics at
k = k. and statistics of two-point velocity correlations at scales r > A (Taylor microscale). Compared

to a direct numerical simulation of R, =
of a factor 20 in CPU time.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.86.4033

In the limit of large Reynolds numbers, Navier-Stokes
(NS) turbulence exhibits an infinite number of excited
modes (scales of motions), each subject to nontrivial phase
mixing induced by the quadratic nonlinearities inherent to
hydrodynamics. A key issue lies in the reduction of the dy-
namics to a closed set of equations for a finite number of
modes. The low wave-number modes, or large-scale mo-
tions, are particularly important since they contain most
information about the energetics.

at

Summation over repeated Greek indices is implied. In (1),
Vmol 18 the molecular kinematic viscosity, while f, (k, £) is
an isotropic force acting at very low k.

Under isotropic conditions the wave-number—by—
wave-number instantaneous spectral energy budget is

9
[5 + 2ym01k2}12(k,z) = T(k,1) + €inj(k,1).

E(k,t) denotes the energy in the shell of wave vectors
k = |k| < k + 1, T(k,t) is the energy-transfer spectrum
comprising all triad interactions involving wave-number k
modes, and €j(k, 1) represents the rate of energy supplied
by the large-scale force f(k, ).

A finite-mode spectral model deals with a truncated ex-
pansion of the velocity field, such that v(k,t) = 0 for
|[k| > K (spectral cutoff). At very large wave numbers,
turbulent excitations are suppressed by viscous dissipation.
Consequently, if K is chosen larger than the characteristic
dissipative wave number Kyiss the missing triad interac-
tions in the NS system reduced to resolved modes may
be neglected. The integration in time of this reduced sys-
tem is known as a direct numerical simulation (DNS) of

(1). Dimensional arguments suggest that Kgiss ~ Ri/z 2],

0031-9007/01/86(18)/4033(4)$15.00

[i + Vmolkz}vﬂ(k,z) - —ik7<6ﬂﬁ -

kakg

130 an equivalent run with the present model results in a gain

PACS numbers: 47.27.Ak, 47.27.Cn, 47.27.Eq

We present a reduced set of dynamical equations gov-
erning the energy-containing modes of homogeneous and
isotropic turbulence.

As a paradigm for homogeneous and isotropic tur-
bulence we consider the incompressible NS equations
in a cyclic box of side length 27 [1]. The velocity
field may be expanded as a Fourier series v(x,f) =
> vk, t)exp(ik - x), so that the NS equations in Fourier
space read

) S wsp0uan + falkin). )

ptq=k

k2

where R, is the Taylor microscale Reynolds number. Be-
cause physical space is three dimensional, the number of
retained modes scales as Ri/z and thus precludes the in-
vestigation of high-R, turbulent flows by DNS. In what
follows we focus on case K << Kyjss S0 as to achieve a
substantial reduction of the NS system. A model account-
ing for missing triad interactions is then required.

Classical phenomenology pictures the kinetic-energy
transfer mechanism of turbulence as an energy cascade
from low to high wave-number modes [1]. The cascade
may be characterized by the flux F(k, 1) of energy across
wave number k in terms of which the local stationary
energy budget may be written as

20tk E(k) = —dF /d logk . ©))

When time dependence is omitted ensemble averaging is
assumed. A peculiar feature of F (k) as a function of log(k)
lies in the observation of an inflection point at wave number
ke, ie., [d*F(k)/dlogk*]x=k, = O [see Fig. 1]. In order
to capture the physical meaning of k. let us introduce the
characteristic eddy-turnover time teddy(k), or inverse rate of
energy transfer. Following Kolmogorov phenomenology
[2] it may be estimated as

© 2001 The American Physical Society 4033
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FIG. 1. F(k) denotes the mean energy flux across k. As a

function of log(k) the flux exhibits an inflection point at k =
k. For k < k. the energy cascade accelerates with k, whereas
for k > k. the cascade decelerates under predominant viscous
effects.

feaay(k) ~ E(k)™"/2k ™32, 3)

From (2) and (3) it is now seen that feqay(k) decreases,
i.e., the energy transfer accelerates, with k < k.; Kol-
mogorov’s spectrum E(k) ~ k=33 [2] yields teddy(k) ~
k=23, As k increases, viscous effects intensify and the
cascade acceleration progressively vanishes. For k < k.
the energy flows at a constant speed and E(k) ~ k3 lo-
cally. Finally for k > k. the cascade is decelerated and the
energy flux slowly vanishes. Based on these observations
we propose a finite-mode model obtained from adding an
isotropic force —v(k > k. | K, t)k*>v(k, t) to the (reduced)
NS dynamics at k., < k = K. As will be shown below the
additional force accounts for a rapid depletion of the en-
ergy cascade in the range k. < k = K (near the cutoff)
without perturbing the modes in the accelerated cascade
range. Further, incompressibility and Galilean invariance
of the NS equations are preserved. Note that only the
amplitude of modes k. < k = K is rescaled, their phase
remaining untouched. The model spectral energy budget
reads

[ vk K0 B0 = TR 1K1
+ €njlk, 1),

where T(k | K, 1) is the energy-transfer spectrum reduced
to triad interactions among resolved modes. Following [3],
Veddy(k | K, 1) = vmo1 + v(k > k.| K, 1) may be viewed
as a dynamic wave-number dependent eddy viscosity.

The variable component v(k > k.| K,t) of the eddy
viscosity is adjusted so as to extrapolate the mean E (k) ~
k3 scaling in the damping zone, i.e.,

E(k) = E(ke) (k/ke) ™,

The scaling E(k) ~ k=3 is heuristically associated with
the joined k independent enstrophy cascade and identi-

ke <k=K. &
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cally zero energy cascade in two-dimensional turbulence
[4]. Here the enforced E(k) ~ k3 is expected to transport
vorticity to k > k. and to rapidly deplete the energy flux.
This mechanism is connected with the picture of locally
two-dimensional fluid motion around regions of concen-
trated vorticity (coherent vorticity structures) displaying a
brutal energy penalty as the fluid reaches the core of these
regions. It is noteworthy that the scaling E(k) ~ k= has
been experimentally evidenced in the vicinity of a stable,
strong 3D vortex whose surrounding fluid is brought to spi-
ral rapidly towards the core of the vortex [5]. An important
point to note here is the potential nonlocality of the cascade
process in the damping range. Indeed, following Kraich-
nan’s arguments [4], a k3 spectrum is consistent with all
triad interactions contributing equally (the same amount) to
the energy transfer at k. It is therefore expected that the en-
ergy cascade (around k.) no longer operates through eddy
breaking but rather through locally coherent (in physical
space) fluid motions. Recall that the unmodified phases of
the forced modes in the model effectively allow for such
coherence to be established [6].

Numerical experiments performed with a parallel dis-
tributed memory pseudospectral NS solver [7] are pre-
sented next. The large-scale kinetic-energy forcing is
adjusted at each time step by scaling the amplitudes of
modes 1.5 = k < 2.5 uniformly (phases are left to fluctu-
ate freely), so as to compensate exactly the losses due to
eddy dissipation in the kinetic-energy budget. This robust
and efficient forcing scheme permits a rapid relaxation to
stationarity [8]. Results from DNS (K > Kg;ss) and finite-
mode model simulations (K << Kgiss) are compared using
identical initial conditions and statistics sampled in space
and time. Note that finite-mode simulations will be refer-
red to as large-eddy simulations (LES) in figure captions.

In practice the cutoff wave number K is fixed and the
molecular viscosity is chosen such that k. = 2K/3; the
damping zone extends over 1/6 of a decade. Figure 3
below shows that this width is sufficient for the com-
pletion of a rapid falloff of the energy flux. At
each time step v(k > k.| K,t) is updated in order to
enforce a power-law scaling of E(k,t) in the damp-
ing zone; E(k,t) = E(ke,t) (k/k.)™*® with a(r) =
—[0logE(k,1)/d1logkli=r,. This is to be viewed as
a linear extrapolation in log-log coordinates. An al-
ternative adjustment scheme consists in determining
k.(f) at each time step and extrapolating E(k,t) =
E[k.(t), t][k/k.(t)]73 for k > k.(¢). Both methods have
been tested and yield identical results. For convenience
the first one has been retained. The derivative is estimated
by a least-squares approximation. Comparisons between
aliased and dealiased (using the zero padding) schemes
have shown that the eddy viscosity suitably damps aliasing
errors, mainly concentrated in near wave number K shells.

The normalized mean Kinetic-energy and squared-
vorticity spectra [9] are shown in Fig. 2. They collapse
in the whole energy-containing range, indicating that
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FIG. 2. Energy E(k) and squared-vorticity (k) spectra from
direct and finite-mode numerical simulations. The spectra col-
lapse when normalized by the wave number k, of maximum
squared-vorticity spectrum and spectrum amplitude at k, [9].

our closure scheme does not notably affect energetics at
wave numbers k = k.. Normalized mean energy fluxes
for various Reynolds numbers collapse in Fig. 3. As
expected, energy fluxes rapidly falloff and vanish in the
damping zone.

An effective eddy viscosity is defined by Teqay(k | K) =
—T(k | K)/2k?*E(k). In Fig. 4, Teqay(k | K) exhibits a cusp
near K to compensate missing energy exchanges with un-
resolved modes and to avoid a piling up of energy at the
bottom of the cascade. Interestingly all eddy viscosities
collapse, showing some degree of self-similarity in the
energetics of the rapid depletion process. Note that this
self-similar form is expected to depend on the ratio k./K.
As k — k.t, Teaay(k | K) — vmo smoothly, suggesting
that k < k. modes are suitably synchronized with k = k.
modes.

Consider now the two-point correlations of the unfil-
tered velocity field v(x,t). All Fourier modes have been
retained in order to examine small-scale effects of our high

16 =
N — DNS (256°), R,=130
1.4 o —- LES (32°),R,=35 |1
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1.2r & LES (1289, R, =130 ||
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w
=08r F(k) ~-5/3logk |
“o.6f 1
0.4 1
kek,
0.2F E
oL ‘ L. ‘ ‘
-15 1 05 1

-0.5 0
log, o(k/ k)

FIG. 3. Normalized mean kinetic-energy fluxes, from direct
(DNS) and finite-mode (LES) numerical simulations, collapse
in the energy-containing range of wave numbers.

—— LES:32° R, =35
-o- LES: 64> R, =85
4 o LES: 128, R,=130
2 || = LES: 192° (dealiased), R,=130
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veddy(kIK) /v

0 . .
-0.1 -0.05 0 0.1 0.15 0.2
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log, (k7 k)

FIG. 4. The effective viscosity Peaqy(k | K) is displayed for
different LES simulations. As k — k., Zeday(k, K) — vmol
smoothly. Oscillations for k = k., at low resolution, result
from the discrete wave-number decomposition.

wave-number damping. We focus first on moments of the
longitudinal velocity increments &)jv(r) across a distance
r, also called structure functions [1]. An exact relation, the
Howarth-VonKarman equation [1], involving the second-
and third-order structure functions at small scales, follows
from the NS equations:

Buy(r)®) = —4/5emjr + 6vd(Svy(r)?)/dr.

This equation is verified in Fig. 5. The probability density
functions of §|v(r) are compared in Fig. 6. The agreement
is satisfactory.

Relative scalings of velocity structure functions have re-
cently received much interest [10,11]. The (local) intermit-
tency exponent u(r) is given by

2 + wu(r) = dlog(|8vy(r)|®)/d log(|Svy(r)P).

Results displayed in Fig. 7 are consistent with effective
values 1 = —0.2 as reported in [11]. At R, = 130, we
observe that all estimates of u(r) almost coincide at scales
r > A, the Taylor microscale [1]. Discrepancies at r = A
are clearly related to our rapid depletion procedure. The
Taylor microscale is here used as a reference scale and

12 : : : :
—a— LES : 256°, R,=215

_ —— LES: 128° R,=130 |
o — DNS:256% R,=130
5 08— - oy
&
@ 06
>
©
* 04t
)
@
Lozt

0 ‘ ‘

0.5 1 15 2 25 3

log,,(r/m)
FIG. 5. The Howarth-VonKarman equation is tested. The Kol-

mogorov’s dissipative scale n = (V;lol/einj)l/“. Note the linear
vertical axis.
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r=50n

—
| LES (128%), R, =130 r=250m

r=50n r=250n

FIG. 6. Distributions of longitudinal velocity increments, at
various scales, collapse. Small discrepancies may be due to
the two sets of compared scales not being exactly identical.

should not be taken as a strict lower bound for our model.
We would like to stress that w(r) is a sharp (local) estima-
tor of turbulence scaling properties. Finally, the numeri-
cal tests strongly suggest that both energetics and scaling
properties of the energy-containing turbulent fluctuations
are well reproduced by this model.

The present rapidly depleted energy cascade model is
of practical interest as it allows us to investigate the sta-
tistics at scales » > A, without resolving the full NS sys-
tem. A factor 20 gain in CPU time compared to a DNS
at R) = 130 is obtained. More importantly we may reach
R, = 5501in a 1024® LES. In virtue of the relatively ex-
tended F (k) ~ log(k) scaling (see Fig. 1) the closure is not
very sensitive to the exact values of (K, k¢, ¥mo1). From a
low-resolution simulation higher-resolution runs can be di-
rectly set up by simply rescaling the parameters K — aKk,
k. — ak., and vy — a™4? Vmol. However, the model is
of theoretical interest also, because understanding the in-
flection point of the kinetic-energy flux and recasting the
forced dynamics into the framework of nonequilibrium sta-
tionary states [12] are open and important problems.

Molecular viscosity acting at low wave numbers is es-
sential in that it progressively slows the energy cascade.
Our model has shown that it is indeed possible to rapidly
“thermostate” the cascade dynamics [12] from k ~ k. on-
wards when the cascade finally reaches a constant flow
rate. Note that thermostating the energy cascade in the
acceleration range, i.e., at k << k., produces strong back-
ward perturbations on unforced modes. The nonlocality
of triad interactions around k. is thought to be responsible
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FIG. 7. The intermittency exponent wu(r). The scale is nor-

malized by the Taylor microscale A = \/15vv2  /€in;.

for the adequate phase synchronization (coupling) of ther-
mostated modes with unforced modes and could provide
a clue to the relevance of this model. Finally, including
true viscosity at low wave numbers was already suggested
in [3,6], where it was demonstrated that proper dissipation
must act on low wave-number modes to be consistent with
an energy cascade displaying an E(k) ~ k~5/3 spectrum.
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Centre d’Etude Atomique, Grenoble (France).
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CHAPITRE QUATRE

Catastrophe ultra-violette de la
turbulence?

Aux petites échelles (sous-entendues petites devant I'échelle intégagiggtion turbulente du fluide
est intermittente. L'écoulement se compose d’'une assemblée de structugdotonantes intenses (as-
sociées a de brusques variations de la vitesse et de ses dériveégépsémar des régions ou le mouve-
ment du fluide est plus calme et désordonné [51]. Lintermittence faiteé& a ce comportement et
rend compte de la prépondérance des zones agitées par rappashasxcalmes [71].

Nous présentons dans ce chapitre une description quantitative de I'intexqaijtde I'échelle inté-
grale aux plus petites échelles du mouvement turbulent. Nous montrons deeniitence augmente
fortement aux trés petites échelles, lorsque les effets dissipatifs demtemqmrtants. Ce comporte-
ment peut paraitre contradictoire car I'on s’attendrait & ce que la dissipadioucisse les fluctuations
turbulentes, mais peut néanmoins s’expliquer en admettant que la dissipagi@gmpas de maniére uni-
forme sur I'ensemble de I'’écoulement. Les mouvements calmes et désorcdomhésrtement amortis,
alors que la dissipation peine & «dominer les singularités» du champ de visesgas aux structures
tourbillonnantes. Les effets dissipatifs renforcent donc le contrasteles régions actives et les régions
calmes, d’'ou une augmentation de l'intermittence. Ces arguments phénonigunetogeront repris ici
de maniére explicite et quantitative, dans le formalisme de cascade (étendahalles dissipatives)
présenté dans le chapitre d’introduction. Il s'agit d'un travail réaaené en collaboration avec Bernard
Castaing et Laurent Chevillard au laboratoire de physique desFEyon.

Dans la section 4.1, nous présenterons des résultats expérimentaumégigques concernant I'in-
termittence aux petites échelles de la turbulence. Ensuite, nous montrefibestquossible de décrire
guantitativement I'augmentation de l'intermittence a petite échelle (section 4.2)¢pendance de ce
phénoméne vis a vis du nombre de Reynolds sera discutée. Enfin, les détedite étude seront pré-
sentés dans l'article (section 4.3):

¢ «On the rapid increase of intermittency in the near-dissipation range of &llaped turbulence»,
L. CHEVILLARD, B. CASTAING & E. LEVEQUE, 2004
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— Jet turbulence, Re=11750 (C. Baudet, 1995)
- - Numerical Simulation, Re=1070 (E. Leveque, 2003)
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FiG. 4.1 -Mesure de l'intermittence des fluctuations de vitegsgr) en fonction de I'échelle, pour
deux écoulements turbulents différents (données expérimentales é&@iques). L'intermit-
tence est définie par la quantilég(F'(r)/3), ol F(r) est le coefficient d’aplatissement de la
distribution dedu, (r).

4.1 Lintermittence aux petites échelles ; observations expérinmeales et
numérigues

L'intermittence (a I'échelle’) est lié & une distribution non-Gaussienne de I'incrément (longitudinal)
de vitess&u, (). Elle peut ainsi étre quantifiee par

log <F (r)) , (4.1)
3
ou F(r) représente le coefficient d'aplatissement de la distributiofugér) :
{6uy(r)*)
Firy= —221 (4.2)
)= w2

Pour une distribution Gaussienne centtBes= 3 : I'intermittence est nulle. Plus I'écart a la distribution
Gaussienne est important, plus I'intermittence est grande.

Sur la figure 4.1, on peut observer différents comportements suiéahigller :

— aux grandes échelles > L (échelle intégrale) ' (r) ~ 3. Le champ de vitesse turbulent est
décorrélé spatialement ; sa statistique est Gaussienne (trés légerense@asssienne). Il n'y a
pas d’intermittence.

— aux échelles < L, l'intermittence augmente linéairement avdeg(1/r). Ce comportement li-
néaire se déduit de la dépendance en loi de puissance (vis a vis dellégates fonctions de
structure de la vitesse :

(Suy(r)P) ~ r*  pourn < r < L.
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Pour le coefficient d’aplatissemehtr), on obtient

<5UH (T)4> ~ pCP=C—2C

() = Gy

avec (p~ —0.1. (4.3)

— aux trés petites échelles (dissipatives), on observe tout d'abo@ugneentation rapide de l'inter-
mittence puis une saturation. Cette saturation de I'intermittence est compatiblia aaewlition
d’analycité du champ de vitesse:

duy(zo,r) = uﬁ (€o)r +o(r) pour r — 0. (4.4)
On obtient ainsi
<U1|4>
lim F(r) = indépendant de. (4.5)
r—0 <u1|2>2

L'augmentation brutale de l'intermittence a petite échelle définit une zone digsipatermédiaire
(near-dissipation rangeentre la zone inertielleirfertial range et la zone dissipativefgr-dissipation
range.

De nombreuses études ont porté sur la description de l'intermittence daonadarertielle [1].
Lintermittence aux échelles dissipatives a été beaucoup moins étudiéeuOméa@moins mentionner
la conjecture proposée par Kraichnan (1967), selon laquelle I'intermit@atamplitude des modes de
Fourier de la vitesse divergerait a grand nombre d’'onde [72]:

(E(k,t)?)

(E(h )2 — 00 pour k — oo. (4.6)

E(k,t) désigne la densité spectrale d’énergie au nombre d'én@®tte conjecture n’a jamais pu étre
démontrée pour la solution des équations de Navier-Stokes (forodéeshus nous intéressons a l'inter-
mittence des incréments de vitesse (grandeur dans I'espace physique)observons que cette inter-
mittence ne diverge pas lorsque I'échelle tend vers zéro, mais subit niésnume forte augmentation
(figure 4.1).

et pour le modéle en couche?

Pour le modéle en couche de la turbulence (voir le chapitre 2), il s'agiadieer l'intermittence
des fluctuations d’amplitude.,, (¢)|, ouwu,,(t) représente I'excitation effective des modes de Fourier dans
la couche de nombres d'ondg,; = k2" < k < k, 1. Le coefficient d’aplatissement de la distribution
de|uy,(t)| est défini par

_ (B3 Lo 2
F, = (E:>2 avec FE, = §|un| . 4.7
L'intermittence peut ainsi étre mesurée par
F,
1 — . 4.8
os (32 (48)

n = 0 désigne la couche de I'injection d’énergie (la couche intégrale).

L'analogie avec les incréments de vitesse turbulente est donnée heernstiqupar la correspon-
dance

1
|5uH(7‘)| ~ |u,| avec k, ~ p (4.9
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FiG. 4.2 —Pour le modéle en couche, l'intermittence diverge lorsguaugmente (grands nombres
d’onde) et ne sature pas: on peut parler de catastrophe ultra-violdttar{ées numériques,
E. Lévéque). Le nombre de Reynolds est ici défini Rar= +/(|ug|?)/kov ol 1/kq est
I'échelle du forgage extérieur.

On observe sur la figure 4.2 une augmentation rapide de I'intermittence damsdale dissipation
mais il n'y a pas de saturation. C'est une différence majeure avec le ctenmnt des incréments de
vitesse. La conjecture de Kraichnan semble étre satisfaite pour le modéadrec

4.2 Le cadre descriptif de la cascade, a toutes les échelles

Dans le formalisme de cascade proposé par Bernard Castaing (voipigetttintroduction), I'in-
termittence est directement reliée aux fluctuations du multiplicateuyfL) :

Sy (r)] = ﬁ(%) |6uy(L)|  (au sens statistiqe (4.10)

En effet, si 'on admet que la distribution des incréments de vitesse a I'édhdgrale est Gaus-
sienne, on obtient a partir de I'équation précédente, en utilisant la défi(dtid)t

log <%’”)) = ZQCP(%) <2pi'p - 2;—?> (4.11)
P>

ou C)y(r/L) désigne le cumulant d’ordpede la variabldog 3(r/L).

Dans la pratique, les cumulants de la série (4.11) diminuent trés fortemeanidpraugmente (pour
une échelle: fixée). A I'ordre dominant, on obtient ainsi

F
log ( ;T)) ~ 402(%) au premier ordre en cumulant (4.12)
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GT,LO (lOg ﬁ)

inertial

near — dlissipation

far — dissipation

log(BRex LLO)

FIG. 4.3 —Schéma de I'évolution du propagatedr. ,, en fonction de I'échelle ; L, désigne I'échelle
integrale. Les effets dissipatifs étirent fortement la distributigry,, pour les amplitudes
telles qued Re.(r/Lg) < 1; Re, désigne le nombre de Reynolds (local).

Lintermittence est de cette maniére décrite par la variance du propagater) :

"y = T2y T2
Csy(r/L) constitue une mesure alternative de I'intermittence, moins intuitivéag{é’(r)/3) mais plus
maniable d’un point de vue théorique.

les effets de la dissipation ; une approche qualitative

A I'échelle r, on peut considérer (de maniére phénoménologique) que les effdatifssamor-
tissent les fluctuation®u (r) qui satisfont

Suy(r)r
——— < R.. (4.14)
14
Cette condition revient a considérer que le nombre de Reynolds asségjéra est inférieur a une
constante (d’'ordre uni, [73].

Dans notre formalisme, cette condition se ré-écrit
T T
— « | = 1, 4.15
B(7) Re. (1) < (4.15)

ou Re, désigne le nombre de Reynolds (local) de la turbulence.

Lorsque le propagateur, ; pénetre dans la zone dissipative, la dissipation a pour effet d'étirer
fortement I'aile gauche de la distribution (figure 4.3). La variance de lalolision augmente d’ou une
augmentation de I'intermittence.

les effets de la dissipation ; une approche quantitative

Nous avons quantifié 'augmentation de I'intermittence dans la zone dissifative’article pré-
senté dans la section 4.3). Nous avons montré que la valeQt @€ L) est multipliée par un facteur
universel (proche de/4) lorsque I'échelle- traverse la zone dissipative intermédiaire (figure 4.4). Ce
résultat est intéressant car il ne fait appel a aucun parametre adl heggse uniqguement sur I’hypo-
thése d’'une cascade intermittente, progressivement dissipée enagganpvers les petites échelles. On
rejoint ici les arguments développés dans le chapitre précédent nantéorigine de I'intermittence.
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FIG. 4.4 —La variance du propagateur augmente rapidement dans la zone dissipatermédiaire.
Son amplitude est multipliée par un facteur universel (indépendant dibnectie Reynolds)
proche de9 /4.

~ log Re

slope : c2

0 v v
log(n-/Lo) log(n/Lo)
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FIG. 4.5 —Le comportement des deux premiers cumulants du propagateur dedade:C;(r/L) et
Cy(r/L) en fonction de I'échelle.
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I'approche perturbative de I'intermittence :

A partir de I'équation (4.10), on peut établir analytiquement

{I6uy ()P = (|6uy (L)[P) exp (cl (%) p+Ca (%) ]; + ) (4.16)

ouCy(r/L) désigne le cumulant d’ordrede la variabldog 5(r/L).

Ce développement permet d’aborder l'intermittence de maniére pertuwbativ

— sil'on ne considére que le premier terme de la série, on retrouve la tloédkielmogorov (1941)
en prenant
r 1 r . .
Ci(=) = - log (—) dans la zone inertielle (4.17)
L 3 L
— la premiére correction intermittente correspond au second terme de |&s8aer se limite a cette

premiere correction (en supposant dqug = 0 pourp > 3), on retrouve le modele log-normal
proposé par Kolmogorov et Obhoukov (1962), en prenant

Cl(%) = % (1 - g“) log (%) et Cg(%) = plog (%) dans la zone inertielle (4.18)

Nous avons décrit le comportement des deux premiers cumulaftg L) et Cs>(r/L) a toutes les
échelles (figure 4.5). Cette étude conduit a une représentation unifiée (a toutsshieles) de l'inter-
mittence (au premier ordre). La dépendance en nombre de Reynoldxett.d_es détails de ce travail
sont contenus dans I'article présenté dans la section 4.3.

au sujet de la catastrophe ultraviolette du modéle en couche:

Pour le modeéle en couche, le spectre d'énefgie= 1|u,|* décroit trés fortement dans la zone
dissipative (figure 2.2 dans le chapitre 2), de sorte que

. k
E, ~ —%%(un_zun_lun) — 21/k7%En pour k 2 kg. (4.19)
En régime stationnaire, on obtient ainsi pour le coefficient d’aplatissement

- < (Unf2un71un) En>

R
5 (4.20)
<%(un72unflun)>
La divergence de I'intermittence a grand nombre d’onde impliquerait
S(up—2un—1u,) < E, etparconséquentt, o+ 6,1+ 6, =0 [n], (4.21)

en notant,, la phase de la variable (complexg). Ce résultat associerait explicitement la divergence de
l'intermittence a une synchronisation de la phase des modes de Fouriergard avec les arguments
exposeés dans le chapitre 3.
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Abstract. Intermittency, measured as log (F(r)/3), where F(r) is the flatness of velocity increments at scale
r, is found to rapidly increase as viscous effects intensify, and eventually saturate at very small scales. This
feature defines a finite intermediate range of scales between the inertial and dissipation ranges, that we shall
call near-dissipation range. It is argued that intermittency is multiplied by a universal factor, independent
of the Reynolds number Re, throughout the near-dissipation range. The (logarithmic) extension of the
near-dissipation range varies as y/log Re. As a consequence, scaling properties of velocity increments in the
near-dissipation range strongly depend on the Reynolds number.

Key words. fully developed turbulence — intermittency — small-scale dissipative effects
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1 Introduction

Statistics of developed turbulence are commonly investi-
gated by means of (longitudinal) velocity increments dv(r)
across a distance, or scale, r. At r &~ Ly, where Ly rep-
resents the characteristic scale of the stirring forces (the
integral scale of turbulence), fluid motions are statistically
independent and the probability density function (pdf) of
dv(Lo) is found nearly Gaussian. At smaller scales, in-
trinsic non-linear fluid dynamics operate and turbulent
motions become intermittent; fluid activity comes in in-
tense locally-organized motions embedded in a sea of rel-
atively quiescent and disordered eddies (see [1,2] for first
numerical indications). As a consequence, the pdf of v(r)
develops long tails and becomes strongly non-Gaussian.
Deviations from the Gaussian shape may be quantified by
the flatness, defined as

_ (v
O = Goutryye

For a centered Gaussian distribution F' = 3; as long tails
develop F increases. F'(r)/3 may therefore be roughly
thought of as the ratio of intense to quiescent fluid motions
at scale r. In that sense, we shall assume in the following
that log (F(r)/3) provides a quantitative measure of in-
termittency [3].

The normalized (to the Gaussian value) flatness is plot-
ted as a function of the scale ratio r/Lg for two turbulent

Correspondence to: Laurent.Chevillard@ens-lyon.fr

flows in Fig. 1. Experimentally, a particular attention has
been paid to the size of the hot-wire probe and to the
signal-to-noise ratio; small-scale velocity fluctuations are
expected to be suitably resolved [4]. The “instantaneous
Taylor hypothesis” (see [5] for details) has been used to
estimate spatial velocity increments and reduce modula-
tion effects [3,4]. Details about the (standard) numerical
integration of the Navier-Stokes equations can be found in
[6]. We observe at scales r > Ly, F(r) ~ 3, in agreement
with the picture of disordered fluid motions: There is no
intermittency, since the flatness F'(r) is independent of the
scale r and (almost) equal to the Gaussian value F' = 3.
At smaller scales, F(r) displays a power-law dependence
on r: Intermittency grows up linearly with log(1/r). This
scaling behavior is inherent to the inertial (non-linear)
fluid dynamics and refers to the so-called inertial range.
The exponent (r ~ —0.1 is found very consistent with al-
ready reported values for homogeneous and isotropic tur-
bulence [7]. Interestingly, F'(r) exhibits a rapid increase as
viscous effects intensify, and eventually saturates at very
small scales. This rapid increase of intermittency, which
occurs over a range of scales that we shall call the near-
dissipation range, is the main concern of this article. We
shall here argue how intermittency in the near-dissipation
range is related to the build-up of intermittency in the
inertial range; the Reynolds-number dependence of this
phenomenon will be also addressed.

There has been a considerable amount of works on
intermittency in the inertial range (see [9] for a review).
Dissipation-range intermittency has received much less at-
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Fig. 1. Scale dependence of the flatness of longitudinal ve-

locity increments for two different turbulent flows: (solid line)
a turbulent jet (R) = 380) [8] and (dashed line) a direct nu-
merical simulation (R = 140) [6]. The control parameter Re.
is defined as Re/R., where Re denotes the (usual) Reynolds
number; the empirical constant R. = 56 [10,11]. Appendix A
is devoted to the (modified) Reynolds number Re..

tention. In 1967, Kraichnan conjectured “unlimited inter-
mittency” for the modulus of velocity Fourier modes at
very high wavenumbers [12]. Although no proof was ex-
plicitly established for the Navier-Stokes equations, Frisch
and Morf provided in 1981 strong mathematical argu-
ments (occurrence of complex-time singularities) [3] in
support of Kraichnan’s conjecture. Following a previous
study carried out by Paladin and Vulpiani in 1987 [13],
Frisch and Vergassola suggested in 1991 that multifractal
(local) exponents h of velocity increments, dv(r) ~ rP,
are successively turned-off as viscous effects intensify [14]:
As the scale r decreases, only the strongest fluctuations
(low h) survive while the others are extinguished by the
viscosity. This mechanism reinforces the contrast between
intense and quiescent motions, and thus provides a phe-
nomenological explanation for the increase of intermit-
tency in the near-dissipation range. However, as the re-
maining intense motions concentrate on a smaller and
smaller fraction of the volume, this approach again pre-
dicts “unlimited intermittency” for the velocity increments
0v(r), in the limit of vanishing scale r.

As mentioned above, our experimental and numerical
data indicate that intermittency, measured by the flat-
ness of velocity increments, does exhibit a blow up in the
beginning of the dissipation range but eventually satu-
rates in the far-dissipation range. At this point, it should
be mentioned that a spurious limitation of intermittency
may stem from a lack of accuracy (or resolution) in ve-
locity measurements or numerical simulations. However,
a special care has been taken here to reduce this effect [4].
In the following, we will argue that the observed satura-
tion of intermittency is not an artefact, but refers to some
peculiar properties of turbulence at very small, dissipative
scales.

L. Chevillard et al.: Intermittency in the near-dissipation range of turbulence

2 A multiplicative cascade description of
intermittency

In the present study, the issue of intermittency in the dissi-
pation range is reconsidered. The saturation of the flatness
in the limit of vanishing scale r is recovered by assuming
that the velocity field is smooth (regular) in quiescent-flow
regions (as already suggested in [15,16]): dv(r) is not zero
but behaves as r in these regions; 6v(z, r) ~ rd,v(z). This
key assumption is here recast in a multiplicative approach
of velocity-increment statistics along scales, as brought
forward by Castaing et al. in [17]. We shall then demon-
strate that it is possible to gain quantitative results, with-
out ad hoc parameters, on dissipative-range intermittency:
The amplification of intermittency in the near-dissipation
range and the extension of the near-dissipation range are
explicitly estimated as a function of the Reynolds number.
The build-up of intermittency along the whole range
of excited scales is related to the distortion of the pdf of
ov(r). In order to account for this distortion, let us for-
mally introduce a random independent multiplier 3(r/Lo),
connecting the statistics of du(r) at scales r and Lo:

T

dv(r) = [)’(LO) x dv(Lg) forr < Lo .

(1)
The integral scale Ly is taken as the reference scale. Eq. (1)
should be understood in the statistical sense, i.e., the pdf
of dv(r) equals the pdf of 3(r/Lg) x dv(Lo) (see [18] for a
Markovian description). The multiplier 3(r/Lg) is consid-
ered as a positive random variable. This approach there-
fore restricts to [§v(r)| or to the symmetric part of the pdf
of dv(r); the skewness effects are beyond the scope of the
present description.
From Eq. (1), it can be established that

ov. dl
P00) = [ Grallo9)Pr(5) ;gﬁ 7

where P, and G, 1, denote respectively the pdf of dv(r)
and of log 3(r/Ly). The pdf of duv(Ly) may be considered
as Gaussian, as mentioned in the introduction. Once Pr,
is known, P, is fully determined by G, p,,.

The so-called propagator kernel G, 1, [4,17,19,20] is
characterized by the whole set of coefficients C,(r/Lo),
defined by the expansion

<(5(LLO))P> =exp <Z Cn(LLo)Ir)L_,:> forallp. (2)

By construction, Cy(r/Lg) is the nthorder cumulant of
the random variable log 3(r/ Lo). For our purpose, we shall
only focus on the first two cumulants: The mean

Ci(-) = (o8 () 3)

and the variance

Co() = (10g” (/) — {log (/. ))*

(4)
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Experimentally, higher-order cumulants of log 3(r/ L)
are found very small compared to Cy(r/Lg) and Ca(r/Lg)
[19,20]. This motivates our main interest in the mean and
variance of log 3(r/Lg) [21]. However, the exact shape of
the propagator kernel G.,. 1, is not relevant for the follow-
ing analysis: Our arguments apply to the mean and the
variance but does not require G, 1, being Gaussian. This
point should be unambiguous. We shall demonstrate that
considering the mean and the variance of G 1, is valuable
in order to describe the amplification of intermittency in
the near-dissipation range.

What can be said about C1(r/Lg) and Ca(r/Lg)? First
of all, it is straightforward to get from Eq. (1) and Eq. (2):

> n
T \pP
([60(r)[?) = Kpo” exp (Z Cn(LO)n!>
n=1
by assuming that dv(Lg) is a zero-mean gaussian variable
of variance o2 (i.e., (|v(Lo)|?) = KpoP).
In the inertial range,

W) =500 (1) o)

This is the postulate of universal power-law scalings [9,22].
It follows that Cy(r/Lo) and Ca(r/Lo) behave as linear
functions of log(r/Lo):

r r
2y = e log(——
Cl(LO) c1 og(LO) and

CQ(L) =9 log(L) in the inertial range,  (6)
Lo Lo

where ¢; and ¢ are universal constants [19]. The depar-
ture from the Kolmogorov’s linear scaling law ¢, = p/3 is
directly related to ca < 0:
2
14
Cp251p+623+"'

In our framework, the build-up of intermittency (along the
inertial range) is related to the increasing width of G, r,
with the decreasing scale r, stating that the second-order
cumulant Ca(r/Lg) increases as r decreases.

In the far-dissipative range, velocity increments are
proportional to the scale separation r, which leads to

cl(LiO) - 1og(LiO) +Cdis and
Cz(LL) = C¢  in the far-dissipation range.
0

The constants O and Cg®s> a priori depend on the
Reynolds number, here defined as

e (™)
where Lo is the integral scale pointed out by Eq. (6), o
denotes the standard deviation of dv(Lg) and v is the kine-
matic molecular viscosity.

— Finally, the inertial-range and far-dissipation-range
behaviors of Ci(r/Lgy) and Ca(r/Lg) match in the near-
dissipation range. We will see that this matching is (very)
peculiar.

v

Gr,Lo(log B)

inertial

near — (lissipation

far — dissipation

N

‘ log(BRex LLO)

Fig. 2. Sketch of the distortion of the pdf of log 3(r/Lo) along
scales r, respectively in the inertial, near-dissipation and far-
dissipation ranges. The width of the pdf increases rapidly when
crossing the near-dissipation range from right to left; with de-
creasing scale r.

3 The near-dissipation range

Following Paladin and Vulpiani [13], one considers that
viscous effects at a given scale r only affect the fluctu-
ations of dv(r), for which the local Reynolds number is
smaller than a certain constant R.. In the classical phe-
nomenology of turbulence R, is fixed to unity [9], but for
our purpose, R, is kept as an empirical constant.
In our multiplicative cascade framework, the previous
hypothesis writes
oBE _p
v

This condition is equivalent to

r r
- R
sme (1) <1, 3)
where Re. denotes the (modified) Reynolds number
Re
Re* = E . (9)

The subscript * indicates that R, is not a priori equal to
unity; this point is clarified in the Appendix A.

The propagator kernel G, r, is sketched in Fig. 2 for
various scales r (the integral scale Lo is fixed) as a function
of log(8Resr/Lg): Grr, moves from right to left as the
scale r decreases. At a given scale r, fluctuations 3(r/Lg)
which satisfy Eq. (8) undergo dissipative effects. As viscos-
ity strongly depletes these affected fluctuations, a signifi-
cant stretching of the left tail of G, 1, is expected (see Fig.
2). Viscous effects then lead to a strong distortion of G, 1, ;
a significant increase of Ca(r/Lg) follows. This argument
provides a qualitative explanation of the increase of inter-
mittency due to (non-uniform) viscous effects. Within this
picture, the near-dissipation range may be viewed as the
range of scales 7 marked by the entering of G, 1, in the
viscous domain, and the leaving of G, 1, from the inertial
domain (see also Fig. 3).

In order to pursue a more quantitative analysis, an
explicit definition of the near-dissipation range is required.
To do so, let us introduce the two characteristic scales 7
and 7_ (see Fig. 3) given respectively by

Cl(%) +10g(Re*z—+0) = \/?Z—Jro) (10)
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Gr,L, (log B) and
viscous domain inertial domain 2, /Cz(%) ~ 210g(z—+) . (14)
0 —

=4
r=mn_

2\/C2(7;)

Cr(3=) + log(Res =)

2, /CQ(Z—z)
log(ﬁRe*LLO)

Cr(35) + log(Res )

Fig. 3. The near-dissipation range is given by n— < r < n4.
The characteristic scales n™ and 7~ are defined by Eqgs. (10)
and (11): The scale n* may be viewed as the smallest limiting
scale for which the propagator Gr r, is not affected by vis-
cous effects; only non-linear dynamics prevail at » > n*. The
scale 7~ may be viewed as the largest limiting scale for which
the propagator G r, does not undergo non-linear effects; only
viscous dynamics prevail at r < n~.

and C’ﬂl—;)—l—log(Re*Z—;):f Cz(z;). (11)

0
According to our previous considerations, 7, may be seen
as the scale marking the entering of G, , in the viscous
domain, and 7_ as the scale marking the leaving of G,
from the inertial domain. In other words, n— < r < 74
may be considered as the near-dissipation range; this will
be our (explicit) definition.

It is natural to match the inertial-range and dissipation-
range behaviors of Ci(r/Lg) at the characteristic scale 7,
for which the propagator kernel, approximately centered
around its mean value, extends equally over the inertial
and viscous domains (see Figs. 2 and 3). This statement

T e ()

C’l(LlO) + log(Re*Lio) =0.
By assuming that the intermittency correction on c; is
very small, so that ¢; ~ 1/3 according to Kolmogorov’s
theory [22], one obtains that 7 coincides with the notorious
Kolmogorov’s scale ng, based on the modified Reynolds
number Re.,:

and yields

n =i = Lo(Re.) /" . (12)

Furthermore, C{#*>" = 1/2log Re.. From Egs. (10), (11)
and (12), it follows
CZ(Z_:) élog(%’) + log Re..
—2log(’=) — £ log Re..

3 log(1)

= -
2log(7*)

and by considering that G,,_ 1, results from the distortion
of G, 1,y one obtains (see Appendix B for a kinematic
proof)
ey 4 g
2, /Cy(=—) ~ = log(—
(/G = Flog(2)

. (13)

These results finally yield log(ny/n) = log(n/n-) and

n=vV+n- -

In logarithmic coordinates the dissipative scale 1, given by
Eq. (12), lies at the center of the near-dissipation range: n
separates the inertial range and the far-dissipation range,
as originally proposed by Kolmogorov. This is a first result
concerning the near-dissipation range.

0.04
?f 0.03} o/4™ Law
=
L o002}
=
=
&
DN 0.01 slope : -0.025 A
0 -
-12 -0.8 -0.4 0 0.4
log(r/Lo) /log(Re,)

Fig. 4. Scaling behavior of Ca(r/Lo) for the turbulent jet
and the numerical simulation. In the inertial range, Ca(r) =
calog(r/Lo) with ¢z =~ —0.025. The two dissipative scales
14+ and n—, defined by Egs. (10) and (11), are indicated for
both flows. The “amplification law” between Ca2(n—_/Lo) and
Ca(n+/Lo) is very well satisfied. We observe also that the Kol-
mogorov’s dissipative scale 7, given by Eq. (12), lies approxima-
tively at the center of the near-dissipation range: n— < r < 4.

4 The amplification law

From the above computation, one can derive the “ampli-
fication law”

Ca) = 5 CoP). (15)

Ly 4
which characterizes the increase of intermittency in the
near-dissipation range. The 9/4 factor relies on the (rea-
sonable) approximation that ¢; ~ 1/3. This does not mean
at all that intermittency is ignored in our approach; it is
just assumed here that the value of the parameter ¢p, en-
tering in the description, can be considered very close to
its Kolmogorov value. Anyhow, the same reasoning could
be pursued by keeping ¢; as a free parameter. In that case,
the multiplicative factor would express as 4/(1+¢1)2. Ex-
perimentally, one finds ¢; = 0.37 £0.01 [17].



88

Chapitre 4. Catastrophe ultra-violette de la turbulence?

L. Chevillard et al.: Intermittency in the near-dissipation range of turbulence 5

Interestingly, the amplification of intermittency in the
near-dissipation range is universal, independent of the
(very high) Reynolds number. Let us also remark that this
“amplification law” may serve as a useful benchmark for
the (experimental or numerical) resolution of the finest
velocity fluctuations; one should be able to differentiate
(true) viscous damping and spurious filtering (see [23] for
such a debate).

CQ(T‘/L())
~ +/log Re. ~ log Re.

0 v |

log(n—/Lo) log(n+/Lo)
log(n/Lo) = —3/4log Re.

0 T

log(r/Lo)

slope : 1

C1(r/Lo)

Fig. 5. Sketch of the scaling behavior of Ci(r/Lp) and
C>(r/Lo) at high Reynolds number.

5 A unified picture of intermittency

At very high Reynolds number, /C5(r/Lg) becomes neg-
ligible compared to log Re,. in the near-dissipation range.
Tt follows from Egs. (10), (11) and the “amplification law”
that ny =~ n_ ~n at leading order in log Re.. This yields

Cg(%) - Cz(TH) o log Re..
0

Ly
_ 2
and Cl(%)) - 01(%) ~ -3 log(ni)
+

n—

with log(n—) x +/log Re.. . (16)
1

These behaviors are sketched in Fig. 5. One obtains
that the (logarithmic) extension of the near-dissipation
range (~ +/log Re.) becomes negligible compared to the
extension of the inertial range (~ log Re, ). This is consis-
tent with the tendency observed in Figs. 1 and 4. At this

point, it should be emphasized that 74 can not be assim-
ilated to the Taylor’s microscale A. Indeed, log(ny/n)
V1og Re, while on the contrary log(\/n) o log Re..

Velocity increments follow a log-infinitely divisible law
[24,25] in the inertial range, since all cumulants are pro-
portional to a same function of the scale — Cp(r/Ly) =
¢plog(r/Lg) for all p — but this log-infinitely divisibility
can not pertain in the near-dissipation range, according
to the sketch in Fig. 5.

Intermittency has been related to log(F(r)/3) in the
beginning. Using Eq. (1), one can derive the exact equa-

tion

p>2

where Cp(r/Ly) is the p-th order cumulant of log 3(r/Lo).
At leading order, this yields

log (Fér)) :402(Li0)+...7 (18)

which suggests that log(F(r)/3) and C(r/Lg) should be-
have in a very comparable way. Fig. 1 and Fig. 4 are in-
deed very similar. One may thus consider that Ca(r/Lg)
provides an alternative measure of intermittency, less in-
tuitive than log (F(r)/3) but physically more tractable (as
demonstrated by this study). A specific test of Eq. (18) is
provided in Fig. 6.

0.04 _
-
-~
R ~
) 0.03 7 s
S /
7
< 002 /
= 2
=
\EC\] v 4 .
&) 0.01 / slope : 1/4
0
0 0.1 0.2
log(F(r)/3)/log(Re,)

Fig. 6. We observe that Eq. (18) is well satisfied in the inertial
range (for the turbulent jet and the numerical simulation). A
small departure is observed at small scales, when viscous effects
intensify. This departure may be attributed to the growing of
cumulants of order p > 3, neglected in Eq. (18).

Before concluding this study, let us mention that it is
quite direct to generalize the previous analysis to N-order
velocity increments:

sWy(r) = vz + 1) — v(x),
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§@u(r) = v(z +7) — 2v(z + g) +v(x),
Inertial-range scalings (|6 v(r)[P) ~ r% are preserved
(as argued in [19]) but (™M u(r)[P) ~ NP in the far-
dissipative range. As a result, the definition of the near-
dissipation is unchanged but the “amplification law” be-
comes

ete.

oM =y = 9 <(N+ 1))205N)(7L+). (19)

L) — 4 2 Lo

The amplification factor depends on the order N of the
velocity increment. This feature allows us to discriminate
the inertial range and the near-dissipation range: Inertial-
range scalings do not depend on IV, while on the opposite,
near-dissipation-range scalings depend drastically on N.
Finally, the amplification factor in Eq. (19) diverges with
N, tending toward Kraichnan’s view of unlimited inter-
mittency (for the fluctuations of velocity Fourier modes)
as N — oo [12].

6 Conclusion

A unified picture of velocity-increment intermittency, from
the integral scale to the smallest (excited) scales of mo-
tion, is proposed. It is explicitly stated how far-dissipation
range and inertial-range intermittencies match in the near-
dissipation range. Especially, a universal “amplification
law” determines how intermittency of velocity gradients
is linked to the build-up of intermittency in the inertial
range. The results are found in good agreement with our
experimental and numerical observations.

Beyond these precise results, this study indicates that
there are some peculiar and interesting physics around the
Kolmogorov’s dissipative scale of turbulence. Such issue
may be of great importance, for instance, in the modelling
of mixing properties of turbulence, which mainly rely on
the behavior of gradient fields [26].

Finally, we would like to insist on the fact that this de-
scription leads to predictive results which could be used as
tests for the suitable resolution of (very) small-scale fluc-
tuations, to distinguish “probe effects” and true viscous
damping. Relations between this study and the so-called
property of Extended Self-Similarity [27] should deserve
some interests as well.

We thank C. Baudet, A. Naert, B. Chabaud and coworkers
for providing us the experimental data. We are grateful to J.-
F. Pinton and A. Arneodo for critical comments. Numerical
simulations were performed on a IBM SP3 supercomputer at
the CINES, Montpellier (France).

A The (modified) Reynolds number Re,

The empirical constant R., which is abusively fixed to
unity in the classical phenomenology of turbulence [9],
may be linked to the Kolmogorov’s constant cx (see [28]
and references therein).

In Kolmogorov’s 1941 theory, cx can be defined through
the second-order velocity structure function:

((0u(r))?) = e ()7*r¥/3

where (€) denotes the mean dissipation rate. Here, inter-
mittency corrections are obviously omitted. By the use of
Eq. (5), one can write

«me:#(ﬁfm,

which yields
o2

K= —. 20

<6> 2/3 L(Z) /3 ( )
In this monofractal description, the near-dissipation range
is degenerate and reduces to the Kolmogorov’s scale nx.
The second-order moment of velocity gradient expresses

- oy (Go0m))?)
<(ar ) >_ (TIK)Z . (21)

By assuming homogeneous and isotropic turbulence, the
mean dissipation rate writes {¢) = 15v((9,v)?). By com-
bining the Egs. (20) and (21), together with the definition
of nk given by Eq. (12), one gets

R\ /3
cx = < ) or R.=156/7. (22)

15
Eq. (22) indicates that R, is eventually much greater than
unity. Following [10], the empirical value R. ~ 56 corre-
sponds to c¢x ~ 2.4. This value is in good agreement with
experimental and numerical estimations cx = 2 [28].

B Kinematic proof of Eqs. (13) and (14)

We provide a kinematic proof of Egs. (13) and (14) with
the help of Fig. 7:
on the one hand, one derives from Eq. (10) that the

distance
TA—TA =24 /OQ(Z—Z) .

— on the other hand, the “position” of the point M, de-
fined by the standard deviation around the mean, moves
from A to A’ within the inertial domain (see Fig. 7) with
a typical “velocity”

dx M

— 1
dlogr/Lg (1 1),

as r decreases from 74 to n_. Within this representation
(see [21] for details), the variable logr/Ly may be viewed
as “time”. The correction due to the change of width of
G 1, is neglected. Indeed, this correction expresses as

1/2y/ca/log(r/Lg) and can therefore be omitted in the

near-dissipation range. One then gets

4 1
TA—TA R 510g(z—+) by taking ¢; = 3



90

Chapitre 4. Catastrophe ultra-violette de la turbulence?

L. Chevillard et al.: Intermittency in the near-dissipation range of turbulence 7

Gr,L, (log B)

inertial domain

viscous domain

log(BRex 1)

Fig. 7. When the scale r decreases, the propagator kernel
Gr,1, moves from right to left (o denotes the standard devia-
tion). At scale r = 74, the points A and B are defined by the
standard deviation around the mean. As r decreases from 7
to 7, the points A and B move respectively to A’ (within the
inertial domain) and to B’ (within the viscous domain).

Eq. (13) follows immediately. Eq. (14) can be demon-
strated in a similar way by considering the motion of the
point M moving from B to B’ within the viscous domain.
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CHAPITRE CINQ

Approche Lagrangienne de I'intermittence

Il s’agit ici d’étudier le mouvement des particules de fluide transportéesgroulement turbulent
[24]:

— une particule, initialement au poidtau tempsg, a pour position au temgs

t

Hat) = a+ / B(@.t)dt, (5.1)
to

ou (a,t") représente la vitesse turbulente Lagrangienne de la particule au terepong de sa

trajectoire.

— la vitesse Lagrangienn#d,t) se déduit du champ Eulérien de vitesse par

H(dt) = i (@) ,t). (5.2)

De nombreux problémes concrets s’expriment dans un formalisme Lagmdiid] (thése de Nicolas
Mordant). Il s’agit par exemple de la dispersion de polluants par unlémeunt fluide : une usine émet
un polluant & un instant et un temps donnés, il est dispersé par la turbwdénosphérique et on I'on
veut savoir ou il se propagera a un instant ultérieur. |l en est de mémdgpmélange de deux produits :
on considére la position de deux particules de fluide initialement infinimenhesoquelle sera leur
position relative aprés un certain laps de temps? Quelle est I'efficacité dagagtiithomogénéisation,
de I'écoulement turbulent? Toutes ces questions se posent en termeidkz qarticules [75] (livre sur
le sujet). Le mécanisme du transfert d’énergie vers les petites échellest qu coeur du probléme de
la turbulence, se formule également en terme de suivi de particulegyitl@d&acomprendre comment un
tourbillon, transporté par les grandes structures de I'écoulement,@eddbour transmettre son énergie
a plus petite échelle.

Récemment, une technique de mesure mise au point par Nicolas Mordaaheframcois Pinton
au laboratoire de physique de RE-Lyon, a ouvert un nouveau champ d’investigation des trajectoires
Lagrangiennes. De petites particules solides sont injectées dans Uenéeotiturbulent (écoulement de
Von-Karman) pour individualiser les particules de fluide, et le suivig®marticules est enregistré par
une mesure Doppler ultra-sonore [76]. Pour ma part, j'ai conduit idedaions numériques (directes)
des trajectoires Lagrangiennes de la solution des équations de NaWes %o régime de turbulence
homogéne et isotrope). Ces études numériques ont permis de confirnmésu#iats expérimentaux,
puis ont contribué a approfondir notre étude de la dynamique Lagraragiers résultats obtenus sont
exposés dans ce chapitre.
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Nous présenterons I'outil numérique qui nous a permis d’étudier la dynanaigs trajectoires La-
grangiennes dans la section 5.1. Ensuite, nous discuterons I'existerazgrdlations a longue portée
dans la dynamique Lagrangienne et le lien entre ces corrélations et lerp@gea d’intermittence. Un
modéle de marche aléatoire sera proposé pour décrire le mouvementriilgdgsade fluide (section
5.2). Enfin, deux articles seront présentés dans la section 5.3.

5.1 Loutil numérique

Les équations de Navier-Stokes sont intégrées par une méthode fspanti@le dans une boite
cubique de résolutiog56 avec des conditions périodiques dans les trois directions. La solution est
intégrée en temps dans I'espace spectral; le terme non-linéaire est ciosl€espace physique. Ce
code fait appel a de nombreuses transformées de Fourier, direttesrses, dans les trois directions de
I'espace. Pour le schéma temporel, le terme dissipatif est intégré directdm@ime non-linéaire est
avancé par un schéma du second-ordre de type leap-frog.

Les trajectoires Lagrangiennes sont intégrées dans le temps par nmasRoége-Kutta du second
ordre [77]:

Ftnrr) = #(tn) + %At (@ (@) tn) + T (trs1),bs) ) (5.3)

avec
T (tns1) = T(tn) + AT (F(tn) ) - (5.4)

Une interpolation tridimensionnelle par spline cubique est utilisée pour estimiessei(z(t),t),
le gradient de pressioﬁ)p(f(t),t), le laplacien de la vitess&ii(Z(t),t) et toutes les dérivées spatiales de
la vitesse a partir des valeurs connues du champ de vitesse aux nogudslage. En pratique, 10.000
trajectoires de fluide ont été intégrées sur environ 20 temps de retourtndesegrandes échelles.

Le code a été écrit en Fortran 77 et s'exécute en paralléle (mémoire disfribur un nombre de
processus qui peut étre choisi arbitrairement. La bibliothéque deseesudancommunication entre les
processus est B (htt p: // www uni x. nts. anl . gov/ npi ). Enfin, la bibliotheque de transfor-
mée de Fourier rapide estFw (ht t p: / / www. f ft w. or g).

Cette étude numérique a bénéficié d’une attribution de 20.000 heures digpalo les deux années
2002 et 2003) sur les calculateurs paralleka ISP3 et 324 du QNES a Montpellier.

5.2 Au sujet des corrélations Eulériennes et Lagrangiennes de vitesse

Le mécanisme spatio-temporel du transfert d’énergie des grandetesepstites échelles est au
coeur du probleme de la turbulence. Dans le formalisme Eulérien, I'objetatees études statistiques
est la fonction de corrélation de la vitess@(z,t).u(2",t')). Cette fonction caractérise la distribution de
I'énergie cinétique turbulente en nombre d’onde et en fréquence (wdialgitre d’introduction).

Le formalisme Lagrangien permet d’aborder le probléme sous un angeediff en caractérisant
les corrélations spatio-temporelles de la vitesse des particules de fluideorrémtions Eulériennes et
Lagrangiennes sont trés différentes et ne se déduisent pas trivigllemenes des autres. L'élaboration
d’une description unifiée de la turbulence dans ses deux formulatiot&sjefune et Lagrangienne, est
un nouveau défi théorique qui motive les travaux présentés danspiereha

A partir des équations de Navier-Stokes, on peut établir que

(; - N%) (@A) =
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- <ﬁ(f,t).% ﬁ(f,t).a(f’,t’)> - <ﬁ(:z’,t’).%p(f,t)> + <u(:z’,t’). ”(f,t)> . (55)

Par homogénéité et incompressibité du champ de vitesse (Eulérien), le tepressien disparait :
<ﬁ(f’,t’).?5p(f,t)) = 0. Le gradient pression ne contribue pas directement a I'évolution de ¢tidan
de corrélation de la vitesse turbulente. Le mécanisme du transfert déestgiloté par le terme non-
linéaire d’advection

- <ﬁ(f,t).v’f ﬁ(f,t).ﬁ(f’,t’)> .

Dans le formalisme Lagrangien, c’est le contraire. Le terme d’advectigeraduit pas de contri-
bution a la décroissance de la fonction de corrélation. C’est le gradéeptraksion, responsable de
I'accélération de la particule, qui décorréle la vitesse Lagrangiennes Allons maintenant examiner ce
point plus en détail.

Une vitesse turbulente généralisée’,t|r) est définie comme la vitesse mesurée au temple la
particule qui passe pata l'instantt [78]. On remarque que

— u(Z,t|t) = u(Z,t) correspond a la vitesse Eulérienne.

— d(d,to|t) = v(a,t) outy est le temps initial, représente la vitesse Lagrangienne au tedeta
particule initialement eq.

Les équations qui gouvernent la dynamique de la vitesse généra(igép-) sont

— d’'une part
0
<§ + a(f,tu).ﬁ) @(Z,tr) =0, (5.6)
qui signifie que pour tout couplg’,t) appartenant a la méme trajectoire, la viteggat|r) est la
méme.

— d'autre part, les équations de Navier-Stokes forcées
9 . S . P
5t TV ) @@ tt) = -V p(@t) + vAa(E ) + f(#1) (5.7)
pour la vitesse EulérienngZ,t|t).

Le tenseur de corrélation (d’ordre deux) de la vitesse généralisdéfestpar

Uz-j(:i’,t|7“;:ﬁ",t'|7“') = (ui(:ﬁ’,t|r)uj(:ﬁ",t’|7“’)>. (5.8)

Dans le cadre d’'une turbulence homogeéne et isotrope, on s'intélesgegpticulierement au tenseur
Usj(Z.t|t; @ t|r) (voir figure 5.1). Ce tenseur est représenté dans I'espace de Hoarika fonction de
corrélation Lagrangienne

—

1 “E@-F) p. (PNTT. S
(k) = s / e FE) p BV (F 41 7 tr)d(E — 7). (5.9)

P;; est I'opérateur de projection sur I'espace des fonctions de diveegeulle. La densité spectrale
d’énergie (en nombre d’onde) est donnée pék,t) = 2rk?U (k,t|t) [78].
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attimer

positionx at time t
positionz” at time t

FiG. 5.1 —En turbulence homogeéne et isotrope, on s’intéresse plus particuli@teans corrélations
entre les vitesses généralisées aux paifitst) et (' t|r).

A partir des équations dynamiques précédentes, on peut établir

(% — Vﬁ%) Uij(Z,t|t; 7 tlr) = (5.10)

=)

Si I'on s’intéresse aux corrélations le long d’'une seule trajectaire= 77, le terme d’advection
disparait et I'on obtient pour la fonction de corrélation Lagrangienaagdlespace physique):

% (@@ TT ) = — <ﬁ(f,t|r)ﬁp(f,t)> + <J(:13’,t\r). f(f,t)> (@@ ) AT 1)) . (5.11)

e si l'intervalle de tempsr est trés court devant I'échelle intégralg (temps caractéristique du
mouvement des grandes structures de I'écoulement), on peut sugpeser

<ﬁ(:13’,t\t +7). f(a?,t)> ~ <ﬁ(f,t). f(j:‘,t)> —¢ pour 7<TJ. (5.12)

e représente le taux de dissipation moyen (en régime stationnaire).

e siT esttrés grand devant le temps élémentaire Lagrangi@gamps caractéristique de la dissipation
visqueuse), le terme de dissipation est négligeable devant le terme dempress

v {(U(Z,t|t + 17)AU(Z ) < — <ﬂ'(:i",t|t + T).ﬁp(:f,t)> pour T3> T, = \/g (5.13)

On obtient ainsi pour les échelles temporelles inertielles :

3 d{dv(r)?)

2 dr (@@t +7).Vp(@0) +2 pour 7 <7 <. (5.14)

(dv(7)?) désigne la fonction de structure d’ordre deux de la vitesse Lagraregienn
(1) =vg(at + 1) —vi(at) ('hypothése d'isotropie est sous-entendue)  (5.15)

Cette équation peut étre vue comme I'analogue de I'équation de KarmandHofvair le cha-
pitre d'introduction) dans le formalisme Lagrangien. Remarquons que cpitgién ne permet pas de
conclure sur I'irréversibilité dans le temps des trajectoires Lagrangiennes
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-3
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27 05 1 15
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L

FiG. 5.2 -Dans la zone inertielle;,, < 7 < 17, le terme de pression <ﬁ(f,t!t + T)ﬁp(f,t)> pilote
la décroissance de la fonction de corrélation de la vitesse Lagrangiermmaéds numériques
obtenues pour un nombre de Reynolds turbufents 140, E. Lévéque).

au sujet des corrélations Lagrangiennes:

L'accélération Lagrangienne de la particule s’écrit

—

—VpEt) + F(&t) +  vAGE ) . (5.16)
N——r N———
agitation turbulente entrainement a grande échellefrottement a petite échelle

Par homogénéité et incompressibilité du champ de vite(sﬁ(@;t\t)ﬁp(f,t» = 0. En moyenne, le
gradient de pression ne fournit donc pas de travail a la particule de fididst la force d’entrainement
de la turbulence (a grande échelle) qui entretient I'agitation de la particuteavail fourni (par unité de
temps) compense en moyenne le taux de dissipation a petite échelle :

—

< @) f(@1) >= e = —v (A(@,H|). AT L)) . (5.17)

Le gradient de pression, qui représente I'action de l'agitation turbukantée mouvement de la
particule, implique des corrélations complexes dont il est ici question.
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enroulement de la trajectoire

31.5+

31

30.5+

30

AR

29.5+

29+

28.5—

28—

FiG. 5.3 —Mouvement d’'une particule transportée par un champ de vitesse tmtbhlemogene et iso-
trope (simulation numérique, E. Lévéque). Le nombre de ReynoldgduatlestR) ~ 140. Le
mouvement est ici intégré sur envirtbtemps de correlation de la vitesse Lagrangienne. La
trajectoire de la particule est complexe. Elle ne semble pas résulter dugeession de pas
élémentaires aléatoires et indépendants (mouvement Brownien). ®aninla trajectoire
s’enroule et I'accélération Lagrangienne, principalement centripgéjent trés grande. Ce
mécanisme permet de rendre compte des fluctuations anormaleraedegrde I'accéléra-
tion d’une particule de fluide.

5.2.1 Construction de la marche (aléatoire) d’'une particué de fluide

Dans le formalisme Lagrangien, il est naturel de rechercher une odgimemique aux corrélations
statistiques de la turbulence [79]. Une approche «classique» consggigaenter les fluctuations de la
vitesse de la particule par un processus de Markov [80], gouveméngaéquation de Langevin [81]
(article de revue sur le sujet) :

do(t;) = dW (&;). (5.18)

Le processus stochastique disci@l (¢;) décrit 'accroissement élémentaire d’'une composante de la
vitesse de la particule le long de sa trajectoire (I'hypothése d’isotropi®@eastentendue).

v(t;) est un processus temporel (discret) qui est résolu a la micro-échelrute I'information
concernant la dynamique Lagrangienne est contenue dans le ternmteagsiqe) d’'agitationlV (¢;).
Pour assurer la stationnarité du processus), on ajoute une force d’amortissement a I'équation précé-
dente:

dv(ti) = —TiLv(ti) + dW(tZ) (519)

Le temps caractéristiqug, définit la longueur de corrélation de la vitesse Lagrangienne.

e si 'on suppose quélV est un bruit blanc Gaussien, de moyenne nulle et de vartaricénouve-
ment Brownien), on peut calculer explicitement les fonctions de structul® dtesse Lagrangienne::
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—15 -10 -5 0 5 10 15
AT v/<(AT v)2>1/‘2

FiG. 5.4 —Distributions des incréments de vitesse Lagrangienne en fonction dell&chéa) données
expérimentales (N. Mordant et al.) - (b) données numériques (Bdu&). A grande échelle
la distribution est Gaussienne, puis développe des ailes qui s’étiremfuersdiminue (du
bas vers le haut). Les distributions ont été déplacées verticalemenlgsséparer nettement.
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<6v(7‘)2p> =((v(t+7) - v(t))2p> =% (22;2!! (g)p pour l'ordrep. (5.20)

On retrouve ainsi la prédiction de la théorie de Kolmogorov (1941) :
([6v(T)[P) = Bye?*r7/?, (5.21)

en prenant ~ /e soitd ~ u2 /< ; 0 représente lanicro-échelle temporelle de Taylor

Les lois d’échelles observées expérimentalement et numériquementifmentes de la prédiction
de Kolmogorov (1941). La marche d’une particule de fluide n’est pamamvement Brownien (figure
5.3). Cet écart fait référence au phénomene d’intermittence et sét padules distributions fortement
non-Gaussiennes pour les incréements-) (figure 5.4). Comme dans le cas Eulérien, cette intermittence
peut étre décrite dans le cadre (formel) d’un processus de caseadgahdes vers les petites échelles
(temporelles). Ces points ont été spécifiquement abordés dans les articles

e «Lagrangian Velocity Statistics in Fully Developed Turbulent Flows : Effe€t®issipation», L.
CHEVILLARD, S. RouX, E. LEVEQUE, A. ARNEODO & J.-F. PRNTON, Physical Review Lettersol.
91, 2003, N 214502

e «Lagrangian Velocity Fluctuations in Fully Developed Turbulence : Scalimigrmittency and Dy-
namics», N. MORDANT, J. DELOUR, E. LEVEQUE, O. MICHEL, A. ARNEODO& J.-F. ANTON, Jour-
nal of Statistical Physigsrol. 113 (5/6), 2003, p. 701

e «Experimental and Numerical Study of the Lagrangian Dynamics of Higim&ldg Turbulence»,
N. MORDANT, E. LEVEQUE & J.-F. RANTON, New Journal of Physi¢cwol. 6, 2004, p. 116

le processus Multifractal-Random-Walk :

L'intermittence Lagrangienne est associée aux corrélations longuescdélEration de la particule.
Ce constat motive la construction d’'une marche aléatoire qui tienne compesaerrélations particu-
lieres, et soit capable de reproduire les lois d’échelle anormales detfoftde structure de la vitesse
Lagrangienne:

2

(|6v(T)|P) ~ 7% avec (, = cip+ CQ% + ... au premier ordre (5.22)

Le processus Multifractal-Random-Walk [82] [83] (thése de J. Delsatisfait ces conditions :
dW (t;) = B(ti) . 0(t:) (5.23)

— §(t;) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance unité, qéliseoleé signe de
I'accélération de la particule.

— les corrélations a longue portée sont contenues dans le procesgiisifq ), qui représente I'am-
plitude de I'accélération. On considére

B(ti) = exp (w(ti)) (5.24)

olUw(t;) est un bruit Gaussien (de moyenne nulle) dont la fonction de corrélatiatoanée par

(W(t)w(t + At)) — (w(t)?) = =A%log <%t> pour At <Try. (5.25)
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Pour ce processus, on peut établir analytiquement

Cp 2
(|50(r)P) ~ <1TL> avec (, = (% +A2)p — AQ%. (5.26)

Le processus Mw établit un lien concret entre la corrélation a longue portée du module deck for
d’'agitation turbulente et les lois d’échelles anormales des fonctions déusaLEN effet, le paramétre
positif A gouverne a la fois la décroissance de la corrélation de 'amplitude de ka dagitation et
le coefficient d’intermittence des lois d’échelle. Les lois d’échelle de la neaatdatoire Mkw sont en
accord avec nos observations expérimentales et numériques. Aeatsésant contenus dans le premier
article présenté dans la section 5.3 :

e «Long-Time Correlations in Lagrangian Dynamics: A Key to Intermittency irblilence», N.
MORDANT, J. DELOUR, E. LEVEQUE, A. ARNEODO & J.-F. RNTON, Physical Review Lettersol.
89, 2002, N 254502
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Long Time Correlations in Lagrangian Dynamics: A Key to Intermittency in Turbulence

N. Mordant,' J. Delour,” E. Léveque,l A. Arnéodo,? and J.-F. Pinton'

'Laboratoire de Physique, Ecole Normale Suprieure de Lyon, 46 allée d’Italie F-69007 Lyon, France
2Centre de Recherche Paul Pascal, Avenue Dr: A. Schweitzer, F-33600 Bordeaux, France
(Received 5 June 2002; published 3 December 2002)

Using a new experimental technique, based on the scattering of ultrasounds, we perform a direct
measurement of particle velocities, in a fully turbulent flow. This allows us to approach intermittency in
turbulence from a dynamical point of view and to analyze the Lagrangian velocity fluctuations in the
framework of random walks. We find experimentally that the elementary steps in the walk have random
uncorrelated directions but a magnitude that is extremely long range correlated in time. Theoretically, a
Langevin equation is proposed and shown to account for the observed one- and two-point statistics. This
approach connects intermittency to the dynamics of the flow.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.89.254502

Traditional experimental studies of velocity fluctua-
tions in turbulence rely on velocimetry measurement at
a fixed point in space. A local velocity probe yields time
traces of the velocity fluctuations which are then related
to spatial velocity profiles using the Taylor hypothesis [1].
In this case, the flow is analyzed in terms of the Eulerian
velocity field u(x, 7). One of the most peculiar features of
homogeneous three-dimensional turbulence is its inter-
mittency, well established in the Eulerian framework [2].
The statistical properties of the flow depend on the length
scale at which it is analyzed. For instance, the functional
form of the probability of measuring an Eulerian velocity
increment A u(x) = u(x + s) — u(x) varies with the mag-
nitude of the length scale s. Many studies devoted to the
understanding of this feature have been developed along
the lines of Kolmogorov and Obukhov pioneering ideas
[3]. In this case, intermittency is analyzed in terms of the
anomalous scaling of the moments of velocity increments
in space. It is attributed to the inhomogeneity in space of
the turbulent activity and often analyzed in terms of
ad hoc multiplicative cascade models [2]. Although very
successful at describing the data, these models have failed
to connect intermittency with the specific dynamics of
turbulence. Here, we adopt a Lagrangian point of view. It
is a natural framework for mixing and transport prob-
lems in turbulence [4]. In addition it has been shown in
the passive scalar problem that intermittency is strongly
connected to the particular properties of Lagrangian
trajectories [5,6]. In the Lagrangian approach, the flow
is parametrized by v(x, t), the velocity of a fluid particle
initially at position x,. Experimentally, we follow the
motion of a single tracer particle and we consider the
increments in time of its velocity fluctuations: A v(z) =
v(t + 7) — v(¢). Our first observations [7] have estab-
lished and described intermittency in this Lagrangian
framework. Since our measurements give access to the
individual motion of fluid particles, we study intermit-
tency from a dynamical point of view. We show, within a
Langevin approach, that the anomalous scaling in the
Lagrangian velocity increments traces back to the exis-

254502-1 0031-9007/02,/89(25)/254502(4)$20.00
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tence of long time correlations in the particle accelera-
tions, i.e., the hydrodynamic forces that drive the particle
motion.

In order to study the motion of Lagrangian tracers, we
need to resolve their velocity fluctuations across a wide
range of scales. To this end, we use a confined flow with no
mean advection, so that fluid particles remain for long
times inside a given measurement volume. The tracking
of small tracer particles is achieved using a new acoustic
technique based on the principle of a ‘“‘continuous
Doppler sonar.”” The flow volume is continuously insoni-
fied with a monochromatic ultrasound which is then
scattered by the tracer particle [7]. This scattered sound
is detected by two transducer arrays which yield a mea-
surement of both the particle position, by direct triangu-
lation, and of its velocity, from the Doppler shift. Indeed,
for an incoming sound with frequency f|, the scattered
sound at the receiver has frequency f(¢) = fy + k - v(¢),
where v(¢) is the velocity of the tracer particle and Kk is the
scattering wave vector. This frequency modulation in the
acoustic signal is extracted numerically, using a high-
resolution parametric method [8]. Figure 1(a) shows the
experimental setup and an example of a particle trajec-
tory; Fig. 1(b) gives an example of the time variation
of one component of its velocity. A water flow of the
von Karman swirling type [7,9] is generated inside a
cylinder by counterrotation at ) =7 Hz of two disks
with radius R = 9.5 cm, fitted with eight blades of height
0.5 cm and set 18 cm apart. The large scale flow is
axisymmetric and the fluctuations in its center approxi-
mate well the conditions of local homogeneous and
isotropic turbulence. The flow power consumption is € =
25 W /kg, with velocity fluctuations i, = 0.98 m/s. The
characteristic size of the velocity gradients is ¢ =
(15u2,s/€)"/? = 880 wm, larger than the diameter
(250 pwm) of the neutrally buoyant tracer particle (density
of 1.06). The turbulent Reynolds number of the flow is
Ry = uyy€/v = 740. The integral length and time scales
are L =4 cm and 7; = 22.4 ms, while the dissipative
scales are 7 =15 um and 7, = 0.2 ms, respectively.

© 2002 The American Physical Society 254502-1
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FIG. 1 (color online). (a) Experimental setup of the
von Karman flow, with an example of a particle 3D trajectory;
(b) corresponding velocity variation (one component shown).

The flow is insonified at 2.5 MHz, with the transducers
located at the flow wall. The receiver arrays are placed at
45° on each side of the emission direction. The measure-
ment region is the intersection of the emission and detec-
tion cones. The particles act as Lagrangian tracers for
times longer than 1 ms (below which inertia cuts off their
response), up to times as long as they will stay confined
inside the measurement volume, i.e., between one and ten
T;, the Lagrangian integral time scale (7, = 22.4 ms,
computed from the Lagrangian velocity autocorrelation
function). Four thousand such events are analyzed, for a
total of 1.9 X 10 data points sampled at 6.5 kHz.

The probability density functions (PDFs) of the
Lagrangian time increments II_(Av) are shown in
Fig. 2. They are Gaussian at integral scale (7 > T;) and
vary continuously towards the development of stretched
exponential tails as the time increments decrease towards
the dissipative time scale [7,10]. The outer curve in Fig. 2
is the PDFs of Lagrangian acceleration measured by
La Porta et al. [9] in the same flow geometry and at a
comparable turbulent Reynolds number. This evolution of
the PDFs I1,.(Av) leads to an anomalous scaling of the
velocity structure functions (|A,v|?) ~ 7¢@ with {(g) a
nonlinear function of g. In practice, exponents are esti-
mated via the relative scaling (|A,v[?) ~ (|A, v|?)¢@,
where &(q) = £(q)/{(2) [11]. In Kolmogorov K41 phe-
nomenology [2], the Lagrangian second order structure
function is assumed to scale linearly with the time incre-
ment 7 so that {(2) is considered as being equal to one [7].
Given the available sample size, moments are investi-
gated up to order 6. We observe that £(g) as a function
of ¢ is well approximated by a quadratic law in the range
0=¢g=6[7

Eq)=(1/24 A2)g — A2¢%/2, A, =0.115%0.0L

e))

The Lagrangian value of the intermittency parameter

254502-2
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FIG. 2 (color online). PDF TI.(Av) calculated for time lags
1007/T, = 1.3,2.7,5.4, 11.2,22.4,44,89.3, 174. The curves
are displayed with a vertical shift for clarity. Crosses corre-
spond to the MRW model with A> = 0.115.

()t% = 0.115) is larger than the Eulerian value (/\% =
0.025), measured from hot-wire anemometry or in direct
numerical simulations [12]. This mainly comes from the
fact that time increments are measured here and that the
reference structure function is the second order one [13].

Intermittency is thus observed and quantified in both
Lagrangian and Eulerian frameworks. In contrast to tra-
ditional Eulerian studies where intermittency is described
in terms of multiplicative processes, we look here for a
dynamical origin. We consider the statistics of the fluid
particles fluctuating velocity in analogy with a random
walk. We write a velocity increment over a time lag 7 as
the sum of contributions over small times 7:

/7,

Av@e)=v(t+7)—v(@) = Z A, v(t+nry). (2
n=1

If the incremental “steps” of duration 7, were indepen-
dent (and identically distributed), the PDF II . (Av) would
readily be obtained as a convolution of the elementary
distribution at scale 7, I, (Av)—plus an eventual con-
volution kernel to account for stationarity at large scales.
Such a regular convolution process corresponds to the
Kolmogorov K41 picture of turbulence [2]; the particle
velocity fluctuations are Brownian and the scaling is
monofractal. A first important result of our analysis is
to show that the elementary steps are not independent.
The autocorrelation of the signed increments, ATlv(t),
decays very rapidly (Fig. 3): the correlation coefficient
drops under 0.05 for time separations larger than 27,.
However, if one considers the amplitude of the steps
IATlv(t)l, one finds that the autocorrelation decays very
slowly and only vanishes at the largest time scales of the
turbulent motion. Recast in terms of the random walk,
our results show that the amplitudes of the steps are long
range correlated in time although their directions are not.
As this point is fundamental, we have verified it using a
Lagrangian tracking algorithm in a direct numerical

254502-2
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simulation of the Navier-Stokes equations, using a pseu-
dospectral solver, at R, =75, and for the same ratio
71/T; (Fig. 3). The results are in remarkable agreement
with our measurements. All increments are correlated for
At < 7, the time over which they are computed. Above
71, the correlation of the signed increments rapidly drops
while the correlation coefficient of their absolute values
decays very slowly, to vanish only for At > 3 T;. This
behavior is observed for 7; chosen from the smallest
resolved time scales to inertial range values. These ob-
servations persist in the limit of very small time incre-
ments, and thus presumably for the acceleration of the
fluid particle and thus for the forces acting on it.

Theoretically, one would like to understand this behav-
ior from the hydrodynamic forces in the Navier-Stokes
equations. Such a direct analytical treatment is out of
reach at present. We propose, as a natural first step, to
study a surrogate dynamical equation of the Langevin
type. In this procedure, one considers a one-dimensional
variable, W(7), representing the particle velocity, driven
by a stochastic force:

1
dW = — —Wdt + dF (). 3)
T

If this force is chosen as a white noise then W(z) has the
dynamics of Brownian motion (discarding the effect of
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FIG. 3. Variation of the normalized correlation coefficient
XU )AD) = [f(t + &) = (Hs(0) — (/0. Two ve-
locity components are considered: the squares and diamonds
mark the x(A, v,, A, v,) and x(A, v,, A, v,) autocorrelation
functions while the circles mark the cross correlation
XA, v, A, vy); curves with filled symbols are computed
using the absolute value of the increments while the curves
with open symbols are computed using the full signed incre-
ments. The main curve corresponds to the experiment at R, =
740, with 7; = 0.037,. The inset shows similar results for a
direct numerical simulation at R, = 75.
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the drift term that accounts for stationarity), its statistics
is monofractal with a similarity exponent equal to 1/2—
the increments scale as ((W(¢ + 7) — W(#)|?), ~ 77/2, cor-
responding to the nonintermittent Kolmogorov picture. In
order to account for intermittency, one needs to ascribe
other properties to the stochastic force. Guided by our
experimental results, we build a stochastic force F(r) =
A()G(1), having a random direction and a long-range
correlated magnitude. Specifically, its direction is mod-
eled by a Gaussian variable G(r), chosen white in time,
with zero mean and unit variance. Its amplitude, A(7),
being a positive variable, is written A(r) = exp[w(?)]
where the magnitude w(r) is a stochastic process that
satisfies

(o) w(t + A1), = —A2In(At/T;) for At<T, (4)
and O otherwise, A? being an adjustable parameter.
When discretized, this dynamics corresponds to a one-
dimensional multifractal random walk (MRW) [14].
Analytical calculations show that the resulting dynamical
variable W(r) has multiscaling properties. The moments
have scaling laws, (|A, W|7) ~ 7¢@) with {(¢) = (1/2 +
A%)g — A%¢%/2, so that A in Eq. (4) is the intermittency
parameter of the model [14]. It is a fundamental point that
the same parameter A% governs both the evolution of the
PDFs of the increments (one-time statistics) and the time
correlation of the process (two-time statistics).

We find that this model captures the essential features
of the Lagrangian data. First, in order to test the relevance
of Eq. (4), we have computed, from the experimental
and numerical data, the autocorrelation function of the
logarithm of the amplitude of infinitesimal Lagrangian
velocity increments. Figure 4(a) confirms that the loga-
rithmic decrease build in the MRW model [Eq. (4)] is
observed both in the experimental and the numerical
data; it yields the estimate A> = 0.115 = 0.01. Second,
we check the relevance of the model for the description of
the one-time statistics of the Lagrangian increments A v.
We note (Fig. 2, upper curve) that the choice A> = 0.115
yields a PDF for the stochastic force that is in remarkable
agreement with experimental measurements of fluid par-
ticle accelerations [9]. The agreement at larger time scales
is evidenced on the behavior of the first two cumulants.
Cumulants are computed with more reliability that the
moments and are related to them through (|A v]9) =
(exp(¢1nlA,v])) = exp[Y, C,(1)g"/q!]. In the MRW
model, one can analytically derive [14]

Ci(7) = (1 + A?)In(7), Cy(r) = —A%In(1), (5)

all higher order cumulants being null. C;(7) and C,(7)
computed from the experimental and numerical data are
shown in Figs. 4(b) and 4(c) and compared to MRW
model predictions when the intermittency parameter is
set to the value A> = 0.115 derived from the correlations
in the dynamics. In each case the agreement is excellent;
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FIG. 4. Experimental (open squares) and numerical data
(open triangles) compared to the predictions of the MRW
model (filled circles). (a) Correlation in time of the magnitude
of one component of the velocity increments, x(In|A, v,],
In|A, v,]), computed for a time lag 7, = 0.03T;. (b),(c): first
and second order cumulants versus time scale 7.

the slope of the variation dCj,(7)/dIn7 in the inertial
range is correctly given by Eq. (5). The same intermit-
tency parameter thus governs the anomalous scaling of
the Lagrangian velocity increments and their long time
dynamical correlations. We note however, that while the
scale dependence (9C,/dInT = —A?) is correctly given
by the MRW model, the predicted value of C, is about
20% higher than the experimental value. This prevents a
complete fitting of the experimental PDFs of velocity
increments; only their rate of change across the scales is
correctly given and directly related to the anomalous
intermittency exponents.

We therefore believe that long time correlations in the
Lagrangian dynamics are a key feature for the under-
standing of intermittency, which leads to a new dynami-
cal picture of turbulence. Long time correlations and the

254502-4

occurrence of very large fluctuations at small scales
dominate the motion of a fluid particle. It can be under-
stood if, along its trajectory, the particle encounters very
intense small-scale structures over a more quiet back-
ground. Intermittency is then due to the nature and dis-
tribution of these small-scale structures. Indeed, the
analogy with a random walk suggests that the statistics
at all scales can be recovered if one ascribes two proper-
ties to the small scales: (1) the probability density func-
tion of fluid particle accelerations and (2) the functional
form of their time correlations. In the Lagrangian frame-
work, these features are directly linked to the Navier-
Stokes equations that govern the elementary changes in
the velocity (momentum) of the fluid particles. It thus
gives a possibility to derive intermittency from the con-
stitutive physical equations. Although this may be quite a
theoretical challenge, direct numerical simulations look
promising as they allow the study of the flow dynamical
fields (pressure, velocity gradient tensor, etc.) along the
trajectory of individual fluid particles.
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Abstract. We introduce an original acoustic method to track the motion of
tracer particles in high Reynolds number turbulent flows. We present in detail the
experimental technique and show that it yields a measurement of the Lagrangian
velocity variations of single particles, resolved across the inertial range turbulence.
Second-order quantities such as the velocity autocorrelation function and time
spectrum are in agreement with Kolmogorov 1941 phenomenology. Higher-order
quantities reveal a very strong intermittency in the Lagrangian dynamics. Using
both the results of the measurements and of direct numerical simulations, we show
that the origin of intermittency can be traced back to the existence of long-time
correlations in the dynamics of the Lagrangian acceleration. Finally, we discuss
the role played by vortices in the Lagrangian dynamics.
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1. Introduction

The latest developments towards a theory of turbulence have been made using the Lagrangian
approach [1], i.e. by studying the properties of fluid particle trajectories. Considering the
Kraichnan model of simplified turbulence, one can derive the existence of anormal exponents that
are the basis of the intermittency observed in Eulerian studies. Stochastic Lagrangian equations
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[2, 3] have also been developed to model the dispersion of particles in turbulent flows. In contrast,
most experimental studies are still about Eulerian quantities, because of the technical difficulties
associated with the implementation of particle measurements. One difficulty is to single out a
fluid particle. Two options have been investigated: giving a real fluid particle a different physical
parameter from the surrounding fluid (temperature, colour etc) or seeding the flow with small
neutrally buoyant particles. The first attempts trace back to the 1920s with Taylor’s work to relate
Lagrangian velocity statistics to heat dispersion—the width of the thermal wake behind a heated
wire in a wind tunnel is related to the autocorrelation function of the Lagrangian velocity [4]-[6].
This relation is restricted to the autocorrelation and is perturbed by diffusion effects and by the
non-stationarity of the turbulence in the wind tunnel. Most of the recent experimental work in
Lagrangian dynamics uses solid particles that are tracked with optical techniques. One is then
confronted with the second technical difficulty in Lagrangian studies: obtaining a measurement
of the motion resolved in time and space. Film cameras were used in the 1970s [7, 8], but they
were restricted to only a few images per second and hence to low Reynolds numbers. At the end of
the 1980s, the development of computers and digital cameras gave access to moderate Reynolds
numbers and to more complex statistical quantities [9]. The 3D particle tracking velocimetry
technique [10] is especially suited for Lagrangian studies but so far has been used only with
standard camera rates (i.e. 25 frames s~') which limit the measurements to moderate Reynolds
numbers [11]. The main results of all of these experiments so far are that the Lagrangian velocity
distribution is Gaussian and that the velocity autocorrelation coefficient is likely to decrease
exponentially with the Reynolds number. More recent experiments use ultra-fast detectors to
access particle accelerations with a very accurate time resolution [12]-[14], but the measurements
are limited to very short time scales (a few Kolmogorov times ,). They have observed a highly
non-Gaussian distribution of acceleration components [15].

In parallel to these few experiments, the development of direct numerical simulations
(DNS) has produced Lagrangian data from simulated turbulent flows. Although still restricted
to moderate Reynolds numbers, they yield a lot of information as all dynamical variables
are accessible [16]—[18]. These numerical experiments have revealed that (i) the Lagrangian
velocity autocorrelation function has an exponential decrease with a time 7}, characteristic of
the large-scale motion; (ii) the direction of the Lagrangian acceleration decorrelates within a
few Kolmogorov times while the magnitude remains correlated for times of order 7; and (iii)
the time increments of Lagrangian velocity have probability density functions (PDFs) which
evolve from a Gaussian distribution at integral scale to one with wide stretched exponential tails
near T,.

It is the aim of the method presented here to investigate experimentally the above findings,
using a resolved measurement that covers the entire inertial range of time scales of Lagrangian
motion, in high Reynolds number flows. To this end, we have developed a new experimental
technique based on the use of ultrasound [19]. The Lagrangian velocity is extracted from
the Doppler frequency shift of ultrasound scattered by the solid particles—this step required
the development of a high-resolution spectral analysis algorithm [20]. The main advantage
of ultrasound is that, using only one emitter and one receiver, it is possible to have a large
measurement volume without degrading the velocity resolution. The velocity is directly estimated
from the Doppler shift, and not after differentiation of the particle position along its trajectory.
It means that the velocity resolution and the time resolution are independent of the size
of the measurement volume, which is not the case with digital cameras (for a given pixel
resolution, increasing the measurement volume degrades the spatial resolution and thus the
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Figure 1. The von Kiarman swirling flow. The flow is generated by two counter-
rotating discs of radius 9.5cm, with a 18 cm separation. The fluid is water,
enclosed in a cylindrical tank of radius 10 cm so that the total volume is 91. The
fluid temperature is regulated to ambient temperature by an external recirculation
loop. The discs are driven by two 1 kW dc motors whose rotation frequency is
kept constant. A measured trajectory of a 250 um particle is displayed.

velocity resolution). As this method is quite new, we shall compare our essential results with
DNS data of Lagrangian motion.

The experimental technique (including acquisition and signal processing) and the numerical
simulation are described in section 1. In section 2, we compare the results of our measurements
to the dimensional predictions of the Kolmogorov 1941 theory. The third section is devoted to
the analysis of the Lagrangian acceleration. Section 4 reports the analysis of the intermittency
of the increments in time of the Lagrangian velocity. Our findings suggest a dynamical origin
which is analysed further in section 5 with the help of the DNS data.

2. Experimental set-up

2.1. Flow characteristics

Our measurements are performed in a confined von Karman swirling flow, used as a model flow
for homogeneous and isotropic turbulence studies [12], [21]-[23]. The fluid is water, set into
motion by two counter-rotating discs (figure 1) with radius 9.5 cm, set 18 cm apart. The discs
may be smooth or with eight blades of height 5 mm. The flow is enclosed in a cylindrical shell
of inner radius 10 cm so that the total volume is 91. The temperature is regulated to ambient
by an external cooling recirculation loop. The discs are driven by two 1 kW dc motors whose
rotation frequency 2 is kept constant. The values of the parameters are displayed in table 1.
In a typical experiment (such as #3), the rms amplitude o of velocity fluctuations is 1 ms~".
The integral length scale L is close to 4.5 cm, the Taylor length scale A is around 600 «m and
the Kolmogorov dissipation length scale 1 is 20 um. The Lagrangian integral time scale 7}, is

20 ms and the Kolmogorov time scale 7, is 0.2 ms. The average dissipation €, is measured by
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Table 1. Parameters of the different experiments. €2 is the frequency of rotation of
the discs, o the standard deviation of the Lagrangian velocity, L the integral length
scale, € the flow power consumption per unit mass, 1 the Kolmogorov dissipation
length, 7, the Kolmogorov dissipative time scale, A the Taylor microscale, R; =
oL /v the turbulent Reynolds number, S the number of Lagrangian trajectories
analysed, corresponding to a number N of data points, 7}, the Lagrangian integral
time scale, 7, the outer time scale in Sawford stochastic equation, o, the standard
deviation of the Lagrangian acceleration and C, the Kolmogorov constant in the
Lagrangian velocity autocorrelation function. Error bars in the parameters can be
estimated from the number of significant digits in the reported values.

Parameters 1 2 3 4 5
Blades No 8 8 8 8

Q (Hz) 17.5 4.0 7.2 11.2 7.2
Sphere diameter (m) 250 250 250 250 1000
R; 510 570 810 1000 810
o(ms™) 0.38 0.48 0.98 1.6 0.98
L (cm) 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5
€near (Wkg™) 13 8 25 72 25

€ (Wkg™") 1.2 2.5 21 87 21

n (um) 30 25 15 10 15

7, (ms) 0.91 0.63 0.22 0.11 0.22
A (mm) 1.3 12 0.83 0.65 0.83
S 5153 4269 9506 5331 3113
Ny (10° points) 2.01 1.56 32 1.44 0.96
T =1/ (ms) 57.1 250 139 89.3 139
Tr (ms) 22.5 46.7 22.4 14.7 22.7
o1y, (cm) 0.86 224 22.0 23.2 222
T/ T}, (ms) 1.3 54 6.2 6.1 5.7
T, (ms) 1 1 0.4 0.3 1.1
0, (ms™2) 51 64 280 640 100
Ou—exp 57 93 390 1000 250

ag 2.0 1.0 0.81 0.50 0.81
Cs 4.7 3.1 34 33 3.1
Co 5.6 4.0 4.1 3.9 4.1

estimating the thermal power removed by the cooling system. The external cooling recirculation
flow rate is tuned to stabilize the internal fluid temperature (in the middle of the flow) to the
external ambient temperature so that there is no thermal flow between inside and outside the
tank. The heat that is removed by the cooling system comes only from the turbulent dissipation.
In this way, one obtains an estimation of the global dissipation in the experiment. The problem
with this method is that the dissipation is not homogeneous in the tank. For example, there is a
strong shear between the back of the disc and the wall. In case of smooth discs, this shear may be
the dominant source of dissipation as the entrainment by the disc is done through the boundary
layer, which is not a very efficient process. This will lead to an overestimate of the dissipation in
the measurement volume. Even between the discs the flow is not fully homogeneous. Thus, the
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estimate of the dissipation obtained from the global heating may differ strongly from the actual
dissipation rate in the measurement volume. Another way to estimate the dissipation € is to use
the relationship

€= Z’ (1)

where u is the standard deviation of the Eulerian flow velocity. The latter quantity is estimated
from the Lagrangian velocity measurement, as the moments of the velocity are equal when
estimated from Eulerian or Lagrangian measurements [24], so that # = o. The integral length
scale L can be estimated from the Eulerian autocorrelation function of the velocity. We have
measured it in the centre of the flow, using air and a geometry very close to that used in water.
The integral length scale L is found to be close to 4.5 cm and independent of the Reynolds number
[23], in agreement with [14]. This allows the estimation of the dissipation rate as reported in
table 1. One can see that, in most cases, the dissipation €;,,, estimated from the heating is too
large. In this paper, we will use the value of the dissipation rate computed from equation (1) as
the actual value for € in the measurement volume (this is the reason why numerical values may
differ slightly from previously published results on the same experiment [25]).

2.2. The experimental technique

2.2.1. Principle of measurement. Fluid particles are singled out by the use of a small number
of solid polystyrene spheres that are advected by the flow. Their density is 1.06, so that the
advection by the turbulent flow greatly dominates any density effect (the buoyant forces are less
than a thousand times smaller than the inertial forces). In all experiments (except #5), the particle
diameter is 250 um. This is smaller than the Taylor length scale, so we expect the particle to
follow the fluid motion in the inertial range. We will return to this point in the next section and
discuss it in detail.

The measurement technique is based on the Doppler effect of the ultrasound scattered by the
solid particle. Acoustic waves are emitted and detected by transducers located 18 cm off the axis of
the cylindrical vessel as shown in figure 2(a). The emitter produces continuous monochromatic
ultrasound at frequency 2.5 or 2.8 MHz (figure 3); the corresponding wavelength is around
0.6 mm in water. With square transducers of 2 mm sides, diffraction produces an emission beam
with an aperture angle close to 35°. In this way, a large volume of the flow is insonified and probed
(the emission beam has a diameter close to 10 cm at the centre of the flow). When a polystyrene
sphere enters the emission beam, it scatters the ultrasound. The scattered sound frequency is
shifted by Doppler effect so that the instantaneous pulsation is

w(1) = wo +q - v(1), 2)

where wy is the emission angular frequency, q = K,.,; — Ky, is the scattering wavevector and
v(#) the instantaneous velocity of the particle. The scattered sound is recorded by an array of
transducers. The array is used to improve the signal-to-noise ratio (SNR) of the measurement:
the transducer detects independent realizations of the noise but identical Doppler signals. The
receiver array is made of 9 square transducers, 2 mm each side, lying on a cross and separated
by 0.5 mm (figure 2(b)). The measurement domain, being the intersection of the two emitter
and receiver beams, has a typical size of 10 cm. The measurement volume is located around
the centre of the tank so that the average velocity is zero in the volume. Its size is larger than
the integral length scale (L = 4.5 cm) so that one can expect a significant number of particles
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Figure 2. (a) Transverse cut of the experimental vessel at equal distance from the
discs. The dark grey region around the vessel corresponds to a sound absorbing
resin used to damp the reflections. The measurement region is the intersection
of the emission and the reception beams. (b) Geometry of the transducer array:
each transducer is a square with a 2 mm side and the spacing between transducers
is 100 pm.

remaining in the ultrasonic beam for a long enough time to study the Lagrangian dynamics of
the flow up to its large time scales. The results presented below show that the Lagrangian integral
time scale is indeed smaller than the typical sweeping time of the particles in the measurement
volume. We observed that the average duration of the recorded tracks is typically more than
twice as long as the estimated Lagrangian integral time scale. An emitter—receiver pair yields
the measurement of one component of the Lagrangian velocity. Two such pairs (figure 2(a)) are
used in order to record two components of the velocity of the tracer particle. Both components
lie in the transverse plane of the tank. It is important to note that when measuring the transverse
components, we do not insonify any moving wall such as the rotating discs that generate the
flow. This means that the echoes off the wall are not frequency-shifted (they are damped by over
30dB by an adequate coating of the inner walls of the cylinder). Even if the echoes are over
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Figure 3. Principle of measurement. A monochromatic ultrasound wave is
emitted by one transducer. Its size (2mm) is comparable with the sound
wavelength (3 MHz corresponds to a 0.5 mm wavelength), so that diffraction
ensures that a large volume of the flow is insonified. As a solid particle enters the
emission beam it scatters ultrasound with a Doppler shift that mirrors the particle
velocity. The scattered sound is recorded by one receiving transducer or by an
array of transducers.

three orders of magnitude larger than the particle contribution, they can be removed in the data
processing using a digital stop-band filter at the emission frequency. In this way, one detects the
signal scattered by the particle as long as the particle velocity is not strictly zero.

2.2.2. Acquisition. 'Two velocity components are measured by recording the signal received by
two arrays of nine transducers each. In order to avoid cross-talk problems, two distinct emission
frequencies are used, equal to 2.5 and 2.8 MHz respectively. Because of the echoes on the wall,
the signal has a large dynamic range. The largest part of the signal comes from the echoes and
covers roughly 60 dB in magnitude. The scattering contribution from the particle has an amplitude
that varies with the particle position in the ultrasonic beam (the amplitude of the beam decreases
with distance to the transducer and also laterally due to the diffraction pattern) and its detection
requires an extra 60 dB of dynamic range in the recorded transducer signal. The requirements for
the acquisition device are as follows: 120 dB of dynamic range (to resolve the scattering signal)
and a digitizing rate greater than 6 MHz (to sample the ultrasound accurately), for each of the
18 receiving transducers. As the Doppler shift induced by the particle motion is small compared
with the frequency of the incoming wave (Aw/w =~ d/c(, the flow Mach number), frequency
multiplexing is an alternative to the use of 18 independent high-speed, high-resolution digitizers
[26]. The output from the transducers in each array are thus combined into a single signal. The
principle of operation of the frequency multiplexer is shown in figure 4: the central frequency
of the signal received by the nine transducers is shifted into nine distinct spectral bands. To this
end, nine very stable clock signals are synthesized at nine different frequencies from a master
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Figure 4. Principle of the multiplexing device: the TTL clock signal is filtered
to a sinusoid and analogically multiplied with the acoustic signal. The output
of the multiplier is then filtered to select the low-frequency spectral component,
corresponding to the difference of the frequencies of the clock and the ultrasound.
The output is summed with the output of the other channels and send to
the acquisition device. High-level performance is achieved using ultra-fast and
ultra-low noise components.

power spectrum (dB)
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frequency (kHz)

Figure 5. Power spectrum of the signal output by the multiplexing device.
One can easily see the nine channels. Each channel is made of a sharp peak
corresponding to the sound emission frequency. At the bottom of this peak is the
part corresponding to the particle signal. It spans about 15 kHz (in this example the
spectrum is computed over long time interval, so that the particle signal appears
as a wide band and not as a single Doppler line), with an amplitude of 15dB in
this case.

clock signal at 40 MHz. These clock signals are multiplied by the analogue acoustic signals
coming from the nine ultrasonic receivers. The nine outputs are then summed and digitized by
a Agilent e1430A 10 MHz, 23 bits digitizer. Using ultra-fast and ultra-low noise components,
the multiplexing device satisfies both the requirements of rapidity and large dynamic range. The
digitizer computes a numeric heterodyne detection at the centre frequency of the nine frequency
bands. A typical power spectrum of the output of the multiplexing device is shown in figure 5.
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One can see the nine spectral bands, each corresponding to one transducer. Every band is made
of one large and narrow peak, due to the coupling emitter—receiver and echoes, and a wide, low-
amplitude band due to the scattering by the particles. The individual spectra look alike because
they measure the same scattered acoustic signal produced by a single particle moving in the
measurement zone. After digital sampling, the first signal processing operation is to separate the
nine signals, using numerical filtering and heterodyne detection. In its final form, the signal from
each element of the transducers array correspond is complex and displays a spectrum centred
about 0 Hz. The resulting data set is then analysed in two ways:

(i) From each transducer signal, the Doppler shift from the sound scattered by a single particle
moving in the measurement zone is extracted. This measures one component of the particle
velocity. The advantage of the array detection is to obtain nine different realizations of the
noise and, thus, to reduce the effective noise level by a factor of 3 compared with the use of
a single transducer.

(i) The phase shift between the different transducers can be used to extract the direction of
emission of the scattered sound. One line of transducers acts like a linear antenna so that by
using the two arrays, one obtains the position of the particle.

We note here that the particle position and the particle velocity are obtained independently, a
feature that provides a calibration and consistency check of the signal.

2.3. Signal processing

2.3.1. Principle. The velocity information is coded into the frequency modulation of the
scattered ultrasound signal. This frequency modulation is highly non-stationary as the velocity
may fluctuate on time scales as small as the Kolmogorov time scale (which is less than 1 ms),
or more probably the eddy turnover time corresponding to the size of the tracer particle. At an
emission frequency equal to 2.5 MHz, the typical order of magnitude of the Doppler frequency
shift for a velocity fluctuation equal to 1 ms~! is 3000 Hz. To estimate this frequency one needs
a time window over which the signal may be considered to be stationary, i.e. spanning less than
1 ms. If one requires a 10% resolution on the frequency estimation (300 Hz) then the product
1ms x 300Hz = 0.3 is less than 1. It means that a detection based on Fourier analysis would not
be efficient enough to satisfy this resolution requirement because of the uncertainty principle.
The problem is made even more complex by the low SNR. Better performance can be obtained
using parametric estimation.

Indeed, in order to improve the resolution of the frequency estimation, one needs to make
some hypotheses about the structure of the signal. After pre-processing filtering operations that
remove the contributions from the echoes, the signal contains only the sound scattered by the
particle, which can be written as

M
x(t) =) a, (1) expimf, (H) +n(®). 3)

m=1
The signal is the sum of M complex exponential functions that are generated by every particle
present in the measurement volume. Each one of these exponentials has a complex amplitude a,,
which fluctuates slowly due to the position of the particle in the measurement region (and due
to the filters used to remove the low-frequency component due to the echoes), and a frequency
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Figure 6. Example of an experimental acoustic signal. (a) Real part of the signal
received by one transducer. The signal has been heterodyned at the emitting
frequency. (b) Time frequency picture of the same signal (spectrogram). The
energy of the signal is coded on a grey scale. The output of the AML algorithm
is superimposed (black solid line).

modulation f,,(¢) that is proportional to the velocity component. The signal also contains an
amount of noise n(f) that comes mostly from the electronics and which will be assumed to be
white, Gaussian and i.i.d. (independent, identically distributed). A very small number of particles
is introduced into the flow, so that M < 2 for most events. The case M > 2 is not conceptually
different but is practically much more difficult because two (or more) particles may have the
same velocity component at the same time so that several spectral components may have the
same frequency. It raises problems such as changing the order of the estimation (M), and dealing
with ambiguities to attribute a spectral component to each particle. As we are interested in single-
particle measurement, we lower the concentration of particle to have at most one particle in the
measurement region for most events. The estimation of the different parameters (M, a,,, f,, and
the noise variance) is done using an approximated maximum likelihood (AML) algorithm. This
algorithm has been described in detail in a previous paper [20] and the reader is referred to it for
technical details. The next subsection gives an example of extraction of the particle position and
velocity from the scattered signal.

2.3.2. Farticle velocity. The acoustic signal (heterodyned at null frequency) is made of
alternating periods of time with (at least) one particle in the measurement region (we call this
period an event) and periods without any particles. The first step of the processing is to select the
events. This is done by thresholding the sound intensity. An example of a typical experimental
event is presented in figure 6(a). The real part of the signal is displayed. At small times, the
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particle has not yet entered the measurement region, so that the signal is essentially noise. At ¢
close to 10 ms, a particle enters the measurement volume and one observes the slow evolution
of the amplitude corresponding to the motion of the particle inside the measurement volume.
The frequency modulation due to changes in its velocity are also easily observed. Figure 6(b)
displays a time-frequency picture (spectrogram) of the same signal. One column of the picture
corresponds to a small time window of the signal centred around the corresponding time. The
grey levels correspond to the amplitude of the power spectrum in this window. One can see a
line of high energy that corresponds to the time evolution of the Doppler frequency shift due
to the particle motion. It is obvious that the resolution of this technique is not high enough
to extract the fast oscillations that are observed about + = 80 ms. The solid line is the output
of the AML algorithm, using a time window of 15 consecutive samples. It can be seen that
the algorithm extracts the frequency modulation even when it displays fast oscillations. The
time response is restricted in part by the length of the time window and by the amplitude
of the model noise [20, 26]. The resolution of the AML algorithm in estimating the Doppler
shift is expected to be of the order of a few per cent of the velocity variance for the results
presented below.

2.3.3. Farticle position. The same algorithm can be used to extract the position of the particle.
Indeed, let us consider N transducers in a line array, separated by a distance . A monochromatic
source at frequency w, set at infinity in a direction that makes an angle 6 with the line of
transducers, creates an amplitude vector on the transducer array given by

7 = [1 eiwdcos@/c eZiwdcosG/c e(N*l)i(udCOS@/C] (4)
where c¢ is the speed of sound. One sees that such a source induces a spatial frequency on the

line of transducers of

wcos b

k= . )

2mce

Its measurement is equivalent to the estimation of the Doppler shift discussed above, and the
AML algorithm can be used to extract the angle 6 directly. Our set-up in which each transducer
array is made of two perpendicular lines of transducers allows the measurement of two such
angles with each cross array and, thus, defines a direction in space. Using two cross arrays, one
obtains the position of the particle as the intersection of the two lines given by each of the arrays.
An example of such a trajectory is given in figure 7. The resolution of the position measurement
has not been studied in detail. The resolution of the x and y components is expected to be a
fraction of a millimetre and the z component resolution is about 1 mm due to the use of only
four transducers in one of the arrays. A good position resolution would require the use of more
transducers as it depends mainly on the aperture of the array.

2.4. Numerical simulation

Several of our results will be compared with the analysis of DNS data which will also be used
to link the properties of Lagrangian motion to the Eulerian characteristics of the flow field. This
section describes the numerical method.
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Figure 7. 3D trajectory reconstructed from the acoustics signals. Experiment #3,
at R, = 810. Every 8 times step (i.e. every 1.2 ms) the position is marked as a
filled circle symbol.

Numerical simulations refer to the integration of the incompressible Navier—Stokes
equations in a cubic domain with 27r-periodic boundary conditions, using a parallel distributed-
memory pseudo-spectral algorithm. The time evolution of Fourier modes is performed by a
(second-order) leap-frog scheme. The large-scale kinetic-energy forcing is adjusted at each time
step by scaling the amplitudes of modes 1.5 < k < 2.5 uniformly (phases are left to fluctuate
freely), such as to compensate exactly for losses due to the viscous dissipation. This forcing
scheme permits a rapid relaxation to stationarity [27]. Some Eulerian statistics of Run2 are
reported in [28]; in particular, the Kolmogorov 4/5 law (including the viscous contribution) for
isotropic and homogeneous turbulence has been checked carefully.

Fluid-particle trajectories are resolved in time by a second-order Runge—Kutta scheme
[16]. Cubic spline interpolation is used to evaluate Lagrangian quantities from Eulerian fields.
For Runl, 5000 particles, uniformly distributed at the initial time, are tracked for about 507%
(Tk is the Eulerian integral-scale eddy turnover time). For Run2, 10 000 particles are tracked
for about 157%. Along the fluid-particle trajectories, the velocity v, the gradient of pressure V p,
the dissipation vAv and all derivatives of the velocity 9d;v; are recorded at each time step. The
parameters of the numerical simulations are given in tables 2 and 3.

3. Kolmogorov’s 1941 theory

The Kolmogorov 1941 theory (K41) addresses mainly the Eulerian velocity field and relies on
the von Kdrman—Howarth relationship [29]. In the case of one-particle Lagrangian velocity, there
is no equivalent theoretical relation but one can derive dimensional predictions in the same spirit
as the K41 theory. For example, one expects the Lagrangian second-order structure function to
behave linearly in both the time scale t and the mean dissipation rate € in the inertial range:

D (1) = ((v(r + 1) — v(1))*) = Coet. (6)
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Table 2. Parameters and Eulerian characteristic scales of simulated flows:
U.ms 18 the root-mean-squared velocity, v the kinematic viscosity, ¢ the mean
dissipation, n = (v*/¢)"/* the Kolmogorov dissipative scale, A = /15vu2, /e
the Taylor micro-scale and R; = u,,,;A/v is the Taylor-scale Reynolds number.
L=mn/2 f k='E(k)dk/u?, is the integral scale, where E(k) denotes the mean

rms
energy spectrum.

Grid Uy (ms™)  v(@m?s7)  e@m?s3)  p(m) A(m) R, L (m)
Runl 128% 0.12 541074 1.01073 0.020 0.34 75 1.2
Run2 256° 0.12 15107 1.01073 0.0075 0.18 140 1.2

Table 3. Eulerian and Lagrangian characteristic times of simulated flows. Ty =
L/u,,s is the integral-scale eddy turn-over time, 7; the Lagrangian velocity
correlation time and 7, = (v/e)~'/? the Kolmogorov dissipative time. 8¢ is the
time step of the simulation.

R, Te(s) To(s) my(s) 6r(s)
Runl 75 6.75 59 0.74 0.025
Run2 140 6.75 4.8 0.39 0.005

It follows from this relation that the power spectrum of the Lagrangian velocity should
scale as

Ef(w) x e 2.

(7
This section is devoted to a comparison of our measurements with these dimensional K41
predictions.

3.1. Lagrangian velocity PDF

Figure 8 displays the PDF of one component of the Lagrangian velocity at R, = 810. It is
compared with a Gaussian function of the same variance. The Gaussian shape for the Lagrangian
velocity PDF is expected from the Eulerian measurements. Indeed, for homogenous and isotropic
turbulence, the theory predicts that any single point statistical quantities should be identical for
the Lagrangian or Eulerian fields [24]. There is a general agreement that the Eulerian velocity
has a Gaussian distribution for homogeneous and isotropic turbulence [29]. Thus, the same
distribution is expected in the Lagrangian case. One can see that, the agreement is very good,
except for strongly negative values. The departure from the Gaussian shape observed for negative
values may be due to the non-homogeneity of the flow as there is a mean recirculation of the fluid
(generated by the differential rotation of the discs and by the centrifugal pumping). The decrease
in probability for velocities close to Oms~' is due to the pre-processing filtering operations
that remove the contributions from the echoes at zero frequency shift, but which also remove
the signal part. This cannot be avoided as the echoes create a large spectral component around
zero frequency whose magnitude is typically three orders of magnitude larger than the particle
signal. It makes the extraction of the particle Doppler impossible for zero velocities. For the
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Figure 8. PDF of one velocity component (solid) at R, = 810. The small dip
observed for velocity values close to zero is due to the preprocessing filtering

operations. The dashed line is a Gaussian distribution with the same variance as
the experimental data.

data set presented in figure 8, the non-accessible velocities are less than 0.1 ms~!. For other
Reynolds number, the observations are the same once rescaled by the velocity variance. Note
that the probability of observing a zero velocity is not strictly zero, as the spectral estimation
algorithm is coupled with a Kalman filter that partially reconstructs the zero-crossings of the
frequency modulation. We do not expect this gap to have a significant effect on the analysis of
the Lagrangian dynamics. Indeed, we show in section 5.1 that the PDF of velocity increments
for time lags larger than the integral scale do not display this type of gap and are almost perfectly
Gaussian. In addition, the observed intermittency properties, as shown below, are very close to
those derived from DNS data.

3.2. Lagrangian velocity autocorrelation function

We consider two estimators of the autocorrelation coefficient R” () of one component v of the
Lagrangian velocity. The first stems from its definition,

RY(v) = : (v(*+Dv()), (8)
o(1)?

where () is the average over all recorded events. o(7)? is the velocity variance of recorded tracks
whose duration is longer than 7. These tracks are the only ones to contribute to the estimation of
RE (1) as obviously v(f) and v( + T) cannot be measured for tracks shorter than t. Because of the
finite size of the measurement volume, the length of the recorded tracks displays a non-trivial
distribution and we observe the following measurement bias: the particles that remain the longest
in the measurement volume are the slowest. This means that as the value of t is increased, one
selects particles that are slower and slower. The evolution of o%() is displayed in figure 9. The
decrease in the variance with increasing width 7 of the time interval is small but visible. We
expect the normalization of equation (8) by o(t)? instead of the total velocity variance to help
correct for the bias.
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Figure 9. Velocity variance o (7) of the recorded tracks whose duration is longer
than 7. Experiment #3, at R, = 810.

A second way to estimate the autocorrelation coefficient is to compute the second-order
structure function D% (1) = ((v(r + ) — v(£))?). It is related to the autocorrelation coefficient,
for a stationary process, by

Dj (1)

L — _
Ri(p) =1 S

9)

The results of the two estimators are displayed in figure 10(a). The two curves display small but
significant differences. The direct estimate decreases faster and becomes negative at T = 0.05 s,
whereas the structure function estimate remains positive for times up to integral time scale and
larger. The estimate based on the second order structure function displays an almost perfect
exponential decrease within the estimation fluctuations. The difference of shape comes from the
measurement bias discussed above. The normalization by o cannot correct the bias in the first
estimate as it becomes negative (and will remain negative when divided by a positive value).
This is not the case for the second estimate as the second-order structure function takes only
positive values and is indeed unbiased by the normalization; in the following, we use the second
estimator in the computation of R"(7). One can see here the importance of the size of the
measurement volume compared with the integral length scale. In our case, the linear size of the
measurement volume is about twice the integral length scale L, and there is still a small effect on
the measurement. This effect is expected to be much more significant for smaller volumes. The
negative values of the first estimator can be interpreted in the following way: particles that circle
inside the measurement volume have a tendency to remain a long time in it. This creates a bias
towards an anti-correlation of the Lagrangian velocities. The bias does not have a large effect
on our results especially for those based on the structure functions as they can be corrected for
these biases.

After correction for the bias, one can conclude that the autocorrelation function for
homogeneous turbulence displays an exponential decrease for large time scales. This is in
agreement with what has been suggested by previous experiments at lower Reynolds numbers
[8]-[11], [30]. One defines the integral time scale 7}, as the characteristic time of the exponential
decrease of the Lagrangian velocity autocorrelation. In the experiment at R, = 810, one obtains
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Figure 10. Lagrangian velocity autocorrelation coefficient. (a) Comparison of
the two estimators for R, = 810. (———) direct estimation using equation (8),
( ) estimation using the second-order structure function; (- - - - - - ) exponential

decrease fitted to the solid line. Inset: same plot in semi-logarithmic scale.
(b) The dashed and dash-dotted lines correspond to the autocorrelation of two
orthogonal components of the velocity vector. The solid line corresponds to the
cross-correlation between these two components.

T, = 22.4ms, which is of the same order of the frequency of the blades (17.4ms: disc
rotation frequency/number of blades). In the case of smooth discs (experiment #1), one obtains
T; = 42.5ms compared with the period of the disc rotation, T = 57.1 ms. It can be seen that
this Lagrangian integral scale is of the same order of magnitude as the characteristic time of
flow forcing (energy injection). We have also observed that when the geometry of the flow
is fixed (experiments #2—4) the product of the velocity variance by the Lagrangian integral
time scale defines an integral length scale that is constant (07, ~ 22.5 £ 0.6 mm for all three
experiments).

Figure 10(b) displays the autocorrelation of two orthogonal components of the velocity
together with their cross-correlation. The cross-correlation remains null at all times (within
the estimation uncertainty). We note that these correlations are determined less accurately than
in figure 10(a) because the necessity of matching the events from the two acquisition channels
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Figure 11. Details of autocorrelation coefficient of one component for small
times; experiment #3, at R, = 810. The circles are the data points, the
dotted curve is the single exponential fit and the dashed curve corresponds to
equation (10).

decreases the amount of available data (the number of samples is decreased by a factor 3 compared
with figure 10(a)).

Figure 11 shows the autocorrelation coefficient for the smallest values of the time lag t.
One can observe a clear departure from the exponential behaviour (which appears linear at these
time scales). The experimental curve is rounded and displays a horizontal asymptote at T = 0.
This behaviour is expected from the well-known physical argument that the curvature of the
velocity autocovariance is equal to the acceleration variance. As this acceleration variance is
finite for finite Reynolds numbers, the velocity autocorrelation has to display a finite curvature at
the origin. This introduces another time scale [31]. To estimate it, we fit the experimental curve
by the expression proposed by Sawford in his second-order stochastic model [2],

Ty exp(—t/T1) — Trexp(—7/T»)
T, — T, ’

RY (1) = (10)
For the measurement at R, = 810, the fit gives 7, = 0.4 ms. This value is 60 times smaller than
the integral time scale 7 and twice the estimated Kolmogorov time scale. In [14], a value of
T, ~ 0.7 7, is reported. One interpretation is that 75 is a characteristic time scale related to the
dissipation. In our case, our interpretation is that due to its size, the particle does not respond
perfectly to the flow solicitations and acts as a low-pass filter. Thus, the value of 7, estimated in
our measurements is equal to 37, and should be considered a time characteristic of the response
of the particle. Nevertheless, our observations show than only two time scales are involved in
the velocity autocorrelation: the integral scale 7}, related to the energy input, and a small scale
linked with the energy dissipation (as 75 is clearly in the dissipation range).

In the limit of large Reynolds numbers, in the framework of the Kolmogorov theory, one
expects the second-order structure function to behave as

Dj (1) = Cyer, (11)
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Figure 12. Second-order structure function normalized by €t: (A) experiment
#5 (sphere diameter 1 mm); (O0) experiment #3 (sphere diameter 250 pum); (%)
Sawford model [2] (with ay =6 and Cy = 4.1, i.e. T, = 0.073 ms); and (O)
exponential fit.

and Cj to be a universal constant. A first way to estimate the numerical value of Cj is to find the
maximum C; of the function

D; (%)
€T

(12)

which should tend to Cy as the Reynolds number tends to infinity. This function is displayed in
figure 12 for R, = 810 and the values of the maximum for the various experiments are given in
table 1. The different curves in figure 12 correspond to two different sizes of the particles, the
Sawford model [2] (with @y = 6 from [14] and with Cy = 4.1 to reproduce the observed velocity
autocovariance), and the exponential fit of the velocity autocovariance function. The Sawford
model is expected to be close to the real curve. Even for the smaller particle, our estimation is
significantly lower than the Sawford model curve at the smallest times which leads to the estimate
Ciy = 3.4, whereas the Sawford model gives Cjj = 3.8. This is due to the time response of the
particle which is not fast enough to follow the flow at its smallest time scales. The maximum
is seen to be even lower for the larger particle. It means that in our experiments, Cy; depends
more on the particle cut-off frequency than on the Reynolds number and makes any comparison
between experiments difficult. One way to circumvent this problem is to try to extrapolate to
infinite Reynolds number. As the smallest time scale 75 is related to the Kolmogorov time scale,
it will vanish at infinite Reynolds number so that one expects the second-order structure function

to be
DZL(r) = 202<1 — exp(—i>>
T

20%t

L

~

fort <« T;. (13)
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207

Co=—.
0 TLE

(14)

This method to estimate C, from finite Reynolds number measurements is also found in [32]. The
estimated values of Cy are displayed in table 1. Except for the experiment with smooth disks,
the value of Cj is close to 4, which is consistent both with the estimation from atmospheric
measurements [33] and with the values reported in [32]. For a given flow geometry, there is
no dependence on the Reynolds number on this estimate of C,, within the precision of the
experiment. The higher value obtained for the case of smooth disks may be due to the fact that
the flow geometry is slightly different. Note that in equation (14), Cy is defined only in terms of
large-scale quantities so that it may be dependent on the structure of the flow.

3.3. Power spectrum

The estimation of the power spectrum of the Lagrangian velocity is difficult because of the
structure of the signal. The raw data consist of a set of events of varying length (imposed by
the residence time of the particle in the measurement volume). The common estimator of the
power spectrum is based on the Fourier transform. One computes the spectrum over a window,
of, say, 1024 samples, and then averages this spectrum by sliding the window over the signal. In
our case, the estimation is reduced to the events that are larger than the length of the window. In
particular, if one wishes to resolve the smallest frequencies, one has to increase the window size.
It means that fewer and fewer events are used for the estimate. Another estimate of the power
spectrum is obtained from the Fourier transform of the (biased) estimate of the autocovariance
function. Even if the two estimates are supposed to have the same result as the number of samples
tends to infinity, they yield different results in practice. The first estimator is well adapted at high
frequencies and the second one gives better results at low frequencies (because the autocovariance
function is noise-sensitive at high frequencies). Combining the two estimators in their respective
domain of best confidence, one obtains the curve displayed in figure 13, which is compared with
the Fourier transform of the fit given by equation (10):

El(w) = 20° A . (15)
T, — T 1+ (C()TL)2 1+ (Cl)Tz)2

One observes that the agreement between the two curves is excellent. Four regions can be
identified in the experimental curve. At low frequency (f < 1/2xT,) the spectrum is flat
(the Lagrangian velocity becomes uncorrelated at times larger than 77). In the second region
(1/2nT, < f < 1/2xnT3), the spectrum has a nearly algebraic decay with an exponent close to
—2, consistent with (15) and with the Kolmogorov 1941 prediction (equation (7)). The third
regime (f > 1/2n7T5) has a faster fall-off than the inertial range power law until the signal
reaches the noise level—for f ~ 1kHz in figure 13. At the highest frequencies (in figure 13
for f> 1.5kHz), one can observe oscillations that trace back to the demodulation algorithm
(whose cut-off frequency is about 1.1 kHz with the settings of figure 13). An inertial range is
thus developing in between the frequencies 1/7;, and 1/ T, ~ 1/t,. Its width is thus proportional
to the turbulent Reynolds number R; of the flow, since 7 /7, ~ L./¢/o+/v = R,. This, again,
is observed in figure 13. The extension of the inertial range is narrower than in the Eulerian case,
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Figure 13. Lagrangian velocity power spectrum. The dot-dashed curve
corresponds to the Fourier transform of the double-exponential fit (equation (15)).
The dashed straight line is an guide to the eye for an w2, K41 scaling.

and it would require much higher Reynolds numbers to observe a clear power-law scaling in
the spectrum.

These first measurements (PDF and autocorrelation coefficient) are in full agreement
with the few existing theoretical predictions that come from symmetry arguments and from
Kolmogorov’s 1941 theory. We can estimate the Kolmogorov constant Cy used in models of
Lagrangian dispersion. From an experimental point of view, the results presented in this section
show that the acoustic technique developed here yields a measurement of the Lagrangian motion
of single particles over more than two decades of frequencies (from 3 Hz to 1 kHz) with a dynamic
range in excess of 60 dB (when the signal reaches the noise level). This level of performance is
comparable with most hot-wire measurements used in Eulerian studies.

4. The Lagrangian acceleration

Even if the particle is not a perfect Lagrangian tracer, its response time is close to the
Kolmogorov time scale. Thus, we expect its acceleration to display most of the properties of the
actual Lagrangian acceleration. We first describe the experimental observations of the particle
acceleration and then the results of numerical simulations which give the actual Lagrangian
acceleration, albeit at a lower Reynolds number.

4.1. Experimental measurements

4.1.1. Particle size effect. As the particle is larger than the Kolmogorov scale, the smallest scales
of the inertial range will be partially filtered out by the particle response to fluid solicitations.
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Figure 14. Particle acceleration PDF (experiment #3, R; = 810).

This effect has been studied in detail in a previous paper [19] for the case of a particle settling in
a fluid at rest. It was shown there that the particle response has a characteristic time

s 4D (16)
ap

where r), is the particle radius, d the density of the particle relative to that of the fluid and a,
a typical value for the acceleration of the particle. Let us assume that this behaviour is valid
for a small particle in a turbulent flow. On the other hand, using a Kolmogorov scaling, the
characteristic time at a length scale r should be proportional to

w(r) =€ PP (17)

(up to a multiplicative constant of order unity). Equating these two expressions with r =r,,
one can extract an expectation for the acceleration variance. The result is given in table 1 as
O4—exp together with the measured acceleration variance. The two results are in good agreement
considering the crudeness of the argument. The mismatch increases with the Reynolds number
or the size because the implicit hypothesis that the particle is small compared with turbulence
length scales becomes less and less accurate. Nevertheless, we can conclude so far that the
filtering observed at small time scales comes is due to the finite size of the particle. The particle
does not react perfectly to solicitations of the flow that occur at scales smaller than its radius.
The experiment at Reynolds number 1000 can be compared with the data by Voth et al [14] at the
same Reynolds number and a particle size of 450 wm, which has roughly the same ratio to the
Kolmogorov length scale (about 25). They report a value of ag lying between 1.5 and 2, whereas
in our experiment #4 we get only 0.5. The difference between the two experiments cannot be
explained by the uncertainty on the estimation of the dissipation rate alone.

4.1.2. Farticle acceleration PDF, Figure 14 shows the PDF of the acceleration at R, = 810.
It is strongly non-Gaussian and has a flatness factor equal to 19. This curve must be compared
with the Lagrangian acceleration measured from the motion of very small tracer particles [15];
in this work, flatness factors up to 55 have been reported. In our case, the distribution is not
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Figure 15. Examples of events with high particle accelerations (experiment #3,
R, = 810).

as wide because the particle does not respond to the smallest scales of the flow. Numerically,
we observe at R, = 810 a particle acceleration variance equal to 280 ms~2, and very intense
acceleration events can be detected, as intense as 4000 ms~2 (i.e. 14 times the acceleration
variance or 400 times larger than gravity!). Example of such intense acceleration events are
displayed in figure 15. We have observed that these very intense events look either like impulsions
(figure 15(a)) or oscillations (figures 15(b) and (c)).

4.1.3. Particle acceleration autocorrelation. Figure 16(a) shows the autocorrelation coefficient
for one component of the particle acceleration vector. The correlation decreases very rapidly and
becomes negative for times larger than 97,. This zero crossing is expected since the integral of
the autocorrelation must be zero. Thus, the correlation takes small negative values and tends
to zero at infinite time lags. On the same graph, the cross-correlation of two components of
acceleration is displayed. It can be seen that they are uncorrelated at all times. The zero crossing
of the autocorrelation occurs for time lags of about eight Kolmogorov times. This is four times
longer results than reported from other experiments or numerical simulations [12, 14, 16, 34]
due to the time response of the particle. In [12, 14], the particle tracer is much smaller (about
one Kolmogorov length scale) and thus displays a much shorter time response.
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Figure 16. Particle acceleration autocorrelation coefficients, R; = 810. (a)
Autocorrelation coefficient of one component (——) and cross-correlation of
two components of acceleration (— ——). (b) Autocorrelation coefficient of the
absolute value of one component ( ) and cross-correlation of the absolute
values of two components of acceleration (— ——). In each case, the inset shows
the curves as a function of t/7,, instead of 7/ 7.

We cannot study directly the amplitude of the acceleration vector since we have access to
only two of its components, but we can make a rough estimate of its dynamics by studying
the absolute value of the acceleration components. The autocorrelation and cross-correlation
coefficients are displayed in figure 16(b). Their behaviour is quite different from that of the
signed components. First, the decrease is much slower. The absolute value remains correlated
for times up to the integral scale. Secondly, the cross-correlation is no longer zero and remains
very close to the autocorrelation.
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The above observations are consistent with Pope’s proposition [35] to write the Lagrangian
acceleration as

a(r) = A(e(n), (18)

where A(¢) is the amplitude and e(¢) the direction vector, these two quantities being independent.
His numerical observation is that e has a typical decorrelation time that scales as t,. This is
confirmed by experiments [14] that show a decrease of the (signed) acceleration autocovariance
over time close to 7,,. The DNS of Yeung and Pope [16] and Yeung [34] shows that the acceleration
amplitude remains correlated over a time that increases with R;. Our observation is that the
decrease in the correlation of the acceleration amplitude covers the entire inertial range, ending
at the integral scale. The link between the amplitude of one acceleration component |a;(¢)| and
the acceleration modulus A () is not straightforward except under the hypothesis that both e; and
le;| have a decorrelation time of the order of 7,. In this case, and assuming the independence of
e and A, the autocorrelation of one acceleration component maybe rewritten as

(ADAE + D) (lei(Deit + D) — (A)*(leil)?

L —
Riea () = (A2 {lel?) — (A)(e)? 4
Then for times larger than a few 7, one obtains
YTV INIPRIY:
R (1) = ({(AMA@E+ 1) — (A))(el) o RL (D). (20)

(A%)(lei]?) — (A)*(e)?

Under the same set of assumptions, the cross-correlation would also be proportional to R% in
the inertial range. The hypothesis of the short time correlation of ¢; has been verified by Yeung
and Pope [16] in a low Reynolds number DNS, but the same hypothesis for |e;| is ad hoc and
can only be checked from a full three-component measurement of the Lagrangian acceleration
or from DNS data. We will return to this point in the next section.

We conclude from the experimental results that the Lagrangian acceleration presents
complex dynamics that involves both the dissipation time scale for the evolution of its direction
and the integral time scale for the dynamics of its amplitude. This behaviour violates the K41
postulate that the acceleration characteristics should be independent of the integral time scale.

4.2. Numerical simulations

Even though our simulations are restricted to relatively low Reynolds numbers (R; = 75 or 140),
they have the advantage of giving access to full 3D quantities, in particular the acceleration
amplitude. In addition, one gets the true fluid particle acceleration in this case. We will show
that the features described in the previous section concerning the particle acceleration are also
observed in the numerical fluid acceleration. We also check the hypothesis developed in the
previous section.

4.2.1. Lagrangian acceleration components. Figure 17 shows the autocorrelation coefficients
of the (signed) acceleration components. The curves are qualitatively similar to the experimental
autocorrelation functions for the particle acceleration except that they reach zero in a time of
2.057, at R, = 75 and 1.957, at R, = 140. These values are similar to the one reported by Yeung
and Pope [16] and Yeung [34]. The components of the Lagrangian acceleration are uncorrelated.
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Autocorrelation coefficient

Figure 17. Lagrangian (signed) acceleration autocorrelation coefficients for
R; =75 (O) and R, = 140 (x). Autocorrelation of one component (- ) and
cross-correlation of two components of the Lagrangian acceleration (———). The
inset shows the curves as a function of t/7,, instead of 7/ 7.

4.2.2. Amplitude and direction of the Lagrangian acceleration. We now turn to the behaviour
of the acceleration modulus. Figure 18 shows the autocorrelation coefficient of the modulus
of the acceleration vector, to which we compare the autocorrelation of the absolute value of
one acceleration component and the cross-correlation of the absolute value of two components.
For times larger than 1.57,, the three curves can be superimposed after multiplication by a
numerical factor. This in agreement with equation (20). To check the corresponding hypothesis,
we study the behaviour of the unit vector e giving the direction of the Lagrangian acceleration. In
figure 19(a) it is observed that the (signed) components have a short correlation time (the zero
crossing occurring at 3.7t,) and they are not cross-correlated, nor are they correlated with the
amplitude of acceleration. When the same functions are computed for the absolute value of the
components of e, one observes in figure 19(a) that the correlation time is close to 1.4, (the auto-
correlation is always positive in that case). In addition, the absolute value of the components of e
is not correlated with the amplitude a. These observations justify the hypothesis needed to obtain
equation (20). To measure the autocorrelation of the magnitude of the Lagrangian acceleration
in the inertial range, one only needs a 1D measurement of the acceleration.

If one has a closer look at figure 18, one can see that the curves corresponding to the two
different Reynolds numbers are not superimposed when the time is scaled either by 7, or by
7,. One can only partially rescale the curves: for long times (z > 27} ) the curves seem to scale
with 77 so that the full damping of the correlation occurs only at times of the order of the large
time scale. For very short times (t < 27,), the scaling seems to be with t,. In the inertial range,
the two curves are not found to scale either with the dissipation nor the integral time scales. The
question of the dependence of this new time scale 7 as a function of the Reynolds number cannot
be addressed here except by saying that 7/ T, seems to decrease with R, while 7/t, seems to
increase with R;.
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Autocorrelation coefficient

Figure 18. Lagrangian acceleration modulus autocorrelation coefficients for
R; =75 (0O) and R; = 140 (x). Autocorrelation of the modulus of the amplitude
of the Lagrangian acceleration vector ( ), autocorrelation coefficient of the
absolute value of one component (-—-—) and cross-correlation of the absolute
value of two components (— — —). The two latter quantities have been multiplied
by a factor of 3.65 and 4.2, respectively, for R, = 75, and 3.8 and 4 for R, = 140.

4.2.3. Characteristic times. Itis instructive to compare the characteristic times for the velocity,
acceleration and acceleration modulus. This is done in figure 20 where the autocorrelation
coefficients for these quantities are plotted in the same graph. One observes there that the
acceleration modulus shares the long time correlation established for the velocity. This again
emphasizes that a scale separation between velocity and acceleration is not observed, in
contradiction with the Kolmogorov 41 hypothesis. The Lagrangian acceleration displays features
that are definitely linked with the integral scale.

5. Lagrangian intermittency

The Lagrangian acceleration has a strongly non-Gaussian behaviour, as observed in our
experiments and reported in [13]. On the other hand, it is also well established that the Lagrangian
velocity has Gaussian statistics. Thus, one expects to observe intermittency, i.e. a progressive
evolution of the Lagrangian velocity time increments from Gaussian statistics at large time scales
to non-Gaussian distributions at dissipative time scales. This section is devoted to the analysis
of this behaviour.

5.1. PDF of velocity increments

To show and characterize this Lagrangian intermittency, we study the evolution of the statistics
of the Lagrangian velocity time increments

Av(t) = vt + 1) — v(f) 21)
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Figure 19. Autocorrelation coefficients of the components of direction vector
e for R, =75 (O) and R; = 140 (x). (a) Signed quantities: autocorrelation of
one component (——), cross-correlation of two components of the Lagrangian
acceleration and cross-correlation of one component with the Lagrangian
acceleration magnitude A (——-). (b) Absolute values: autocorrelation (——)
and cross-correlation of the absolute value of the components of e and
cross-correlation of the absolute value of one component and the magnitude
A(——-).

as the time scale t varies. The experimental PDFs for A,v are presented in figure 21(a) for t
varying from 0.757, to 1.757,. At scales larger than the integral scale, the measured PDF is
Gaussian. As the time scale decreases, the PDFs develop stretched exponential tails. For the
smallest time scale, one recovers the shape of the acceleration PDF. The tails do not become
as wide as that of the acceleration PDF [13] (dashed line) because of the particle size effect.
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Figure 20. Comparison of the different characteristic times. Autocorrelation of
one component of the velocity ( ), one component of the acceleration vector
(——-) and the acceleration magnitude (-—-—) for the two Reynolds numbers
R, =75 (0) and R; = 140 (x).

Nevertheless, the consistency of our data with this measurement is quite obvious. Even though
the DNS is done at moderate Reynolds numbers, intermittency is well observed there, as shown
in figure 21(b), where the PDFs of the increments at R; = 140 are displayed.

5.2. The flatness

A first way to quantify the observed intermittency, as the change of shape of the velocity increment
PDF, is to study the evolution of the flatness factor, i.e. the normalized fourth moment:

((Av))

PO = ao

(22)

This is shown in figure 22 for the DNS data and the experimental measurement. At large scales
the flatness factor is close to 3 as expected for a Gaussian distribution. The flatness then increases
as the time scale decreases. The DNS data show that it increases for time scales down to 0.17,,.
For example, at R, = 140, the flatness is only 14 at T = 1, and saturates at a value equal to
22 at the smallest scales. This increase in the flatness for time scales below the Kolmogorov
dissipative time is noteworthy. For instance, it means that the flatness factor computed from
the optical measurements in [13] is probably slightly underestimated, as the effective cut-off
corresponds to a scale close to 0.27,. Our measurements have the same behaviour, except that
the increase in the flatness with decreasing scale shows an inflection at T = 37, so thatat T = 1,
it has almost saturated to a value close to 18. However, because of the finite time response of
the tracer particles used here, this saturation value is much lower than what is expected at this
Reynolds number (*55; from [15]).
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Figure 21. Normalized PDF of Lagrangian velocity increments. (a) Experiment
at R, = 810: from top to bottom, the solid lines correspond to values of the time
scalet = 0.15,0.31,0.61,1.2,2.5,4.9,9.8, 20 and 39 ms. The Lagrangian integral
time scale is 22.4 ms. The dashed lines correspond to the experimental fit of the
acceleration PDF proposed in [13]. The dotted line at the bottom corresponds to a
Gaussian distribution. (b) DNS at R; = 140. From top to bottom, the solid lines
correspond to values of the time scale T = 0.07, 0.14, 0.27, 0.53, 1.05, 2.1, 4.2,
8.3 (0.67), 16.4 (1.34), 32.6 (2.65) 7, (resp. T1). The dotted line at the bottom
corresponds to a Gaussian distribution. The curves have been vertically shifted
for clarity.
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Figure 22. Flatness of the Lagrangian velocity as a function of time scale: (O)
DNS at R; = 75; (x) DNS at R, = 140; (-—-—) experiment at R; = 810. For
each curve the vertical arrow indicates T,,.

5.3. Structure functions

Intermittency is traditionally quantified by the evolution of the successive moments of the velocity
increments with scale, i.e. using the structure functions:

D5 = ((A)"). (23)

Note that the PDFs of A v are symmetric due to the isotropy of the flow: a particle trajectory and
a trajectory symmetric under any reflection are equiprobable. This is in contrast with the Eulerian
case where the scale under consideration is a length scale. In this case, the von Karman—Howarth—
Monin relation states that the third moment of the Eulerian velocity increments is non-zero and
related to the energy transfer rate.

The experimental structure functions are displayed in figure 23(a) for values of p from 1
to 6. We do not have a sufficient amount of data to estimate higher orders. For odd values of p,
the structure functions are estimated using the absolute values:

D5 = (A1) (24)

because the signed moments are zero due to the symmetry of the distributions. Figure 24(a)
shows the same quantities computed from the DNS data, for p up to 10. Such a high value is
allowed by the small Reynolds number (R; = 75 is displayed) and the high statistics gathered in
the numerical simulation. In both the DNS and the experiment, clear power laws D;; (1) o % are
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Figure 23. Lagrangian structure functions DIL, (7). The curves have been shifted
for clarity. (a) D;(‘L’) as a function of the time scale , for p=1,2,3,4,5,6,
from top to bottom. (b) Extended self-similarity: DILJ (1) as a function of D} (1),
for p =1, 3,4, 5, 6, from top to bottom. The dashed lines corresponds to best fits
of power-law behaviour D’;(7) ox Dy (v)%.

not observed in natural unit plots. In the DNS case, this could be justified by the low Reynolds
number, but even for the experiment at R; = 1000 no true scaling can be found. Note that this
could be expected from the exponential behaviour of the second-order structure function, which
is not rigourously compatible with a linear scaling in the inertial range.
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Figure 24. The Lagrangian structure function DIL7 () for R, = 75. The curves
have been shifted for clarity. (a) DIL,(‘L') as a function of the time scale t, from top
to bottom: p=1,2,3,4,5,6,7,8,9 and 10. (b) DIL,(r) as a function of D} (1):
extended self-similarity. From top to bottom: p =1, 3,4, 5,6, 7, 8,9 and 10. The
dashed lines correspond to power-law best fits DIL, (r) x D% (v)%.

In such situations, it has now became common to study scaling properties using the
hypothesis of extended self-similarity (ESS) [36], i.e. looking for power laws in the evolution of
one structure function relative to another:

D (v) o« DE (1), (25)
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Table 4. Structure function relative exponents for the experimental measure-
ments and the DNS data. Uncertainties are estimated from the fluctuations of the
local slope of the curves D% versus D in log-log plots.

DNS
Exp. #1 Exp. #2 Exp. #3 Exp. #4 Experimental
p R, =510 R, =570 R; =810 R, = 1000 uncertainty R, =75 R; =140
1 0.57 0.56 0.56 0.56 +0.01 0.560 + 0.005 0.56 £0.02
3 1.33 1.32 1.33 1.34 +0.02 1.33 £ 0.01 1.30 £ 0.04
4 1.57 1.54 1.56 1.58 +0.06 1.56 £0.03 1.50 + 0.09
5 1.75 1.68 1.73 1.76 +0.1 1.71 £0.06 1.61 £ 0.13
6 1.9 1.8 1.8 1.9 +0.2 1.82 +£0.08 1.69 + 0.2
7 1.88 £ 0.1 1.74 £0.2
8 1.92+0.14
9 1.924+0.2
10 1.934+0.3
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Figure 25. Structure function relative exponents &,: (------ ) experiment; (A)

DNS R; =75; (x) DNS R, = 140. The dashed line is a K41 prediction for
Lagrangian exponents.

In the Eulerian case, the reference structure function is of third order, as it is assumed to scale
linearly with the increment. In the Lagrangian case, the second-order structure function plays a
similar role and is used as a reference. Figures 23(b) and 24(b) show the relative behaviour of
the structure functions versus D). One observes a clear power-law scaling; the corresponding
exponents E; are given in table 4 (for the DNS data, relative scaling can be observed up to very
high orders as shown in figure 24(b)). The values of measured exponents are given in table 4 and
plotted in figure 25; as expected one observes a clear departure from the dimensional behaviour

New Journal of Physics 6 (2004) 116 (http://www.njp.org/)



138 Chapitre 5. Approche Lagrangienne de I'intermittence

35 Institute of Physics () DEUTSCHE PHYSIKALISCHE GESELLSCHAFT

]f = p/2. It is found that the exponents from the DNS data are equal to the ones computed
from the measurements (within estimation errors), despite the very large difference in Reynolds
numbers. As observed in Eulerian measurements [37], the Lagrangian relative scaling exponents
do not seem to depend on Reynolds number.

Another aspect of intermittency which has been the object of much debate over the years
[29] is the function form of &, as a function of p. Given the limited data set available in
our study, the matter cannot be resolved here. The experiments allow an estimate of the first
six orders, but for p < 6, there is no significant difference between the experimental and
numerical exponents. Within experimental error, the &,(p) curve, for p < 6, is well fit by a
quadratic law

£, =3p(1—2*(p—2) with 2> =0.11540.01, (26)

which should be considered a next order improvement over the linear dependance assumed in a
Kolmogorov K41 argument. For higher orders, the above equation predicts that the exponent &,
should decrease with increasing order. This is not consistent with the fact that the velocity should
remain bounded. Indeed, it is not observed in our data, particularly in the numerics where orders
up to 10 have been computed. Our observation is that the measured values of the exponents
saturate for p > 7.

5.4. Multifractal random walk

As an alternative, a dynamical approach to intermittency has been proposed in [38]. In that
framework, the Lagrangian velocity fluctuations are modelled by a stochastic equation of the
Langevin type in which the force term has long-range correlations. Specifically, the stochastic
process is a multifractal random walk (MRW) [39]; it is built such that the autocovariance of the
logarithm of the velocity increments at the smallest time scale decreases logarithmically with
increasing increment interval

(In]A

v(®)|In|A, v+ AD|), = —)Lf In(Az/T), (27)

Tmin Tmin

which reaches zero at a large time scale 7. This ingredient is shown to lead to a log-normal
multifractal process in which the correlation coefficient A7 is exactly equal to the intermittency
parameters A2 in equation (26). The main advantage of the model is that the statistical description
of intermittency in linked to specific features in the Lagrangian dynamics of fluid particles.

In the DNS, the smallest time scales are resolved (Tmin < 7,), and we can study here
in more detail the functional form of the autocovariance of the logarithm of the acceleration
amplitude (figure 26(a)). The continuous lines show the actual acceleration modulus, whereas
the dashed lines show the absolute value of one component of the acceleration. One observes
that the acceleration displays almost one decade of logarithmic behaviour in the inertial range at
R; = 140. In the dissipation range, the decay is slower. The decay to zero is not as abrupt as in
the MRW model but is a smooth transition. The coefficient of the logarithmic decay

R = —12 m(%) (28)

is computed to be A2 ~ 0.14, a value that is in good agreement with the intermittency parameter
computed from the low-order scaling exponents, A> = 0.115 4 0.01.
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Figure 26. (a) Autocovariance of the logarithm of the acceleration magnitude
(——) and the absolute value of one acceleration component (-—-—). (O)
R; = 75; (¥) R, = 140; (- — -) best fit of logarithmic decrease —A? In(t/ T) for
the case R; = 140. A% =0.142, T = 1.97;. Inset in semilogarithmic units. (b)
Autocovariance of the logarithm of the absolute value of one velocity increment
component ( ) for the experiments. Upper curve: exp. #1, R, = 510, smooth
discs and time scale of the increments 1.87,. Lower curve: exp. #3, R, = 810,
discs with eight blades and time scale of the increments 2.7t,. (———) best fits
of logarithmic decrease. Exp. #1: A7 = 0.137, T = 19.5T;. Exp. #3: A3 = 0.10,
T = 3T;. Inset in semilogarithmic units.

New Journal of Physics 6 (2004) 116 (http://www.njp.org/)



140 Chapitre 5. Approche Lagrangienne de I'intermittence

37 Institute of Physics () DEUTSCHE PHYSIKALISCHE GESELLSCHAFT

For the experimental measurement, instead of the acceleration, which we cannot estimate,
we use velocity increments for the smallest time scale we actually resolve. We also cannot use
the amplitude of the vector so we have to use the absolute value of the velocity increment.
Its behaviour is close to that of the acceleration in the case of the DNS (figure 26(a)). The
main effect of this replacement is to reduce the interval in which the logarithmic behaviour
is observed. The experimental curves are plotted in figure 26(b) together with the logarithmic
fits for two experiments: experiment #1 in which the discs have no blades (R, = 510), and
experiment #3 with blades (R; = 810). In both cases, more than one decade of logarithmic
decrease is observed. The decay rate A7 is close to the intermittency exponent. One important
difference is the value of 7. In the case of discs with blades, T is three times the integral time
T;. This is different from the DNS where T is twice T} for both cases. However, in the case
of the flow driven with smooth discs, T is 20 times 7; which is a very long time (note that
our experimental technique allows us in that case to follow a particle during such long time
intervals). We thus conclude that the Lagrangian acceleration dynamics can involve time scales
that can be one order of magnitude larger than the integral time scale which is characteristic of the
forcing.

Such long time correlations have yet to be explained, on theoretical or phenomenological
grounds. One picture comes easily to mind. If a particle is caught in a vortex, then its motion
consists of a centripetal acceleration. One component of the acceleration will display oscillations
with a very short period. The acceleration amplitude, in contrast, will remain high as long
as the particle is trapped inside the vortex, which can be as long as lifetime of the vortex.
This (not unique) picture is supported by some experimental observations: the acceleration
component is indeed short-time-correlated and its amplitude is long-time-correlated. In that
case, the correlation time of the acceleration magnitude reflects in part the lifetime of the vortices
present in the flow. The acceleration component has a time scale of the order of the Kolmogorov
time, so this suggests that the vortices would have a length scale close to the dissipative scale,
which is indeed true for the case of vorticity filaments. On the other hand, their lifetime would
then be distributed up to the large time scales [21, 40]. Note that, in the above picture, filamentary
vortices would contribute strongly to the statistics particle acceleration, but not necessarily to
the statistics of the velocity itself which may be dominated by regions of weak acceleration.
Indeed, the filaments are not associated with high-velocity events (in terms of velocity standard
deviation).

5.5. Acceleration, dissipation and vorticity

As reported in previous work, information about the dynamics of Lagrangian motion can be
gained by studying how the flow enstrophy and dissipation vary along particles paths. These
quantities are extremely difficult to measure experimentally; one measurement has been reported
very recently by Zeff et al [41] in a small volume fixed in space, but their variations along
Lagrangian trajectories are only accessible through direct numerical simulations [16]. Using
the DNS data, this section is devoted to the study of the particle acceleration conditioned
on the Eulerian flow characteristics encountered during its motion: enstrophy, dissipation and
vorticity.

5.5.1. Enstrophy and dissipation. We first consider the joint evolutions of the acceleration
modulus (A), enstrophy (w?) and dissipation (¢), and begin with an analysis of their time
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correlation coefficient

Figure 27. Cross-correlation coefficients of acceleration, enstrophy and
dissipation for the DNS at R, = 75: (solid line) autocorrelation coefficient of
the acceleration magnitude; (thick dashed line) x(a, ?*); (thick dashed-dotted
line) x(a, €?); (thin dashed line) x(w?, €).

correlations along Lagrangian trajectories. Figure 27 displays the correlation coefficients:

_ 24,2
K(A, o) (D) = (At +7) — (AN (@) — (0 )))’ (29)

VA = (A ((@? — (@?)?)

and so on for the other pairs; the brackets stand for time average. These curves are very
similar to those published by Yeung and Pope [16]. The cross-correlations (acceleration—vorticity
and acceleration—enstrophy) have significant values, peaking at 0.5 for a zero time delay and
decreasing only very slowly. It takes a time of the order of the Lagrangian integral time
scale for the correlation coefficient to drop to half of its maximum value. These correlation
functions are also observed to be asymmetric. The acceleration—vorticity cross-correlation peaks
for negative values of the time lag and the decrease of the correlation is slower for negative
values of 7. This means that the high-acceleration events tend to precede the high-vorticity
events. This is consistent with the filament picture. If a particle is attracted to a vortex then
the acceleration is higher on the edge of the vortex core, whereas the vorticity is greatest in
the core. The vorticity—dissipation correlation peaks for positive values of 7 and in the same
way the decrease in the correlation is slower for 7 > 0. This is consistent with observations
by Gotoh and Rogallo [42] and with recent measurements by Zeff ef al [41], who report the
vorticity lagging behind the dissipation in Eulerian measurements. Again this can be explained
in the vorticity filament picture, the filaments being surrounded by a region of high dissipation
that the particle must cross before reaching the high vorticity core. The acceleration—dissipation
curve is harder to interpret. It is maximum for 7 > O and the correlation decreases faster for
positive values of 7 than for negative values. Note that long-time dynamics is observed in all
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these cross-correlation functions. One thus observes that the long correlations that constitute an
essential feature of the Lagrangian dynamics are also found in the enstrophy and dissipation
fields.

Large enstrophy or dissipation regions are probable candidates for the large changes
observed in the momentum of the Lagrangian tracers, leading to the highly non-Gaussian
Lagrangian acceleration statistics observed in experiments. It is thus of interest to investigate the
relationship between the acceleration of the particle and the fluctuations of enstrophy or strain
encountered during Lagrangian motion. One way to do this is to compute joint probabilities. For
two independent variables, one should observe, for example,

P(A, »*) = P(A)P(0?), (30)

where P(A, »?) is the joint PDF of A and w? and P(A) is the PDF of the acceleration A. An
estimation of the possible dependency is given by the study of the ratio of the left to the right
components of the equation above, i.e. in the above example

P(A, 0?)

P(A) P(@?) b

If the two quantities are independent then this ratio should be equal to unity. Figures 28(a),
(b) and (c) show this ratio for the pairs of variables (A, w?), (A, €) and (w?, €), respectively, at
R;, = 75 (plotted only for value of the joint probabilities larger than 10~°). Itis easily seen that the
three quantities are not independent. For the three pairs of variables, the probability of observing
simultaneous high values of the two quantities is much higher than would be the case if they were
independent. The highest ratio is observed for the pair (A, »?) for which the ratio reaches values
over 50. The pair (A, €) shows values as high as 30, whereas the pair enstrophy—dissipation
reaches values over 40. In all three cases the ratio increases along the diagonal of the picture.
In contrast, the probability ratio to observe a small value of one of the variables while the other
takes a large value is much less than 1. In agreement with previous numerical simulations [16]
and recent measurement at a lower Reynolds number [41], this also indicates that high values
of enstrophy and dissipation happen jointly. Another way to show the non-independence of the
three quantities is to compute the conditional averages of one variable given another. We call,
for example, (a|e€) the average of the acceleration magnitude a conditioned on a given value of
the dissipation €. The different combinations are displayed in figure 28(d). As expected from
the previous observations, the conditional averages are not constant. All of them are increasing
functions of the conditioning variable confirming that the occurrence of large values of the three
variables are highly correlated.

5.5.2. Vorticity filaments. The above observations support the hypothesis of a strong influence
of vorticity on the acceleration dynamics. This suggests that the acceleration of the Lagrangian
particle has its strongest variations when it enters regions of high vorticity. We call these regions
‘filaments’ (with no attempt to define them more precisely) and only associate their vorticity
modulus and the local direction of their axis with these vortical structures. Doing so, it can be
shown that the vortices that have the largest influence on the Lagrangian motion are those with
axes perpendicular to the trajectory of the particle. To wit, we first compute the acceleration
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Figure 28. (a)—(c) Ratio of the joint probability to the product of individual
probabilities for the three following pairs of variables, respectively: (a, ?),
(a, €) and (w?, €) (from top to bottom). Direct numerical simulation at R, = 75.
The grey scale is logarithmic. (d) Conditional average of the three quantities:
(alo®)/{a) (0), (ale)/(a) (@), (®|a)/(@?) (D), (@’le)/{®) (M), {ela)/(e) (L)
and (€|w?)/(w?) (A).

components parallel and perpendicular to the local vorticity field along the trajectory:

w
aH = (a . a))—, (32)
el
a; =a—a (33)
and the acceleration induced by the filaments:
a, = 1w X V. (34)

(Note that %a) is the local rotation rate of the fluid particle; in the simple case of a solid rotation
in the core of a single vortex, this quantity is the acceleration of the particle.) An example of
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Figure 29. Example of time series of the x component of a, a,,, a; and a; from
top to bottom: DNS, R; = 140.

time variations of these quantities along a Lagrangian trajectory is shown in figure 29. It can
be seen that a, reproduces the occurrences of the large acceleration events (the variance of
acceleration for the DNS represented in this picture is 0.09). When the acceleration values are
comparable with the variance, a,, does not follow the same evolution as the particle acceleration,
as these quantities are expected to be comparable only for high vorticity events. The acceleration
perpendicular to the vorticity vector is seen to be almost equal to the full acceleration, especially
for large accelerations. The acceleration parallel to vorticity displays much smaller fluctuations
and is comparable with the full acceleration only when the latter is of low amplitude (of the order
of the variance).

The features observed in single trajectories are robust at a statistical level. This is first shown
in figure 30, which shows the PDFs of the four quantities. It is seen that the PDF of a,, captures the
wide tails observed in the PDF of the full acceleration component, confirming the importance of
the vorticity filaments. The acceleration parallel to the vorticity vector displays a much narrower
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Figure 30. PDF of the x component of a (——), a, (——-), a;; (-——) and
a, (0); DNS, R; = 140.

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

autocovariance (m2/s4)

-0.005 ‘ ‘ ‘
-1

Figure 31. Time autocovariances of a (——), a, (———) and a;; (-—-—) together
with the cross-covariance of a and a,, (x); DNS, R, = 140.

distribution than the components of acceleration lying in the plane perpendicular to the vorticity
vector, which show the exact same tails as the full acceleration. As a second test, we show, in
figure 31, the time-correlation functions of (a, a,, a;) together with the cross-covariance of a,,
and a. The cross-covariance of a,, and the full acceleration peaks at half the acceleration variance
showing that a,, reproduces a significant part of the acceleration. This cross-correlation is only
about 50% a,, and reproduces the behaviour of the acceleration only for large acceleration events
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(note that since the autocovariance is a second-order moment, it is not very sensitive to the tails
of the distributions).

6. Conclusion

We have described an experimental technique for the measurement of the Lagrangian velocity
of a fluid particle. The velocity is estimated from the Doppler frequency shift induced on sound
scattered by a small solid tracer advected by the flow. The use of high-performance acquisition
electronics and of a high-resolution spectral analysis algorithm yields a measurement with a fast
time resolution (less than a ms) and a large dynamic range of velocity fluctuations (about 60 dB).
When compared with optical tracking techniques, one important advantage of this acoustic
technique is that it samples a very large measurement volume in both time and space. Particles
are tracked for durations that exceed several integral time scales of the flow. Together with the
time resolution of the measurement it yields records of Lagrangian velocity variations at all
time scales in the inertial range and up to the largest time scales of the flow. The observations
deduced from the measurement have also been compared with direct numerical simulations
of Lagrangian trajectories. The agreement is excellent and thus validates the experimental
measurement technique with which high Reynolds number flows can be studied. In addition,
the numerical simulations complement the measurements because they compute some quantities
that are not accessible to the experiment, such as the vorticity and dissipation rate.

We have observed that the velocity field is Gaussian with an exponential correlation in
time. Second-order quantities such as the Lagrangian velocity spectrum are observed to follow
dimensional predictions a la Kolmogorov (1941). The dynamics of the Lagrangian acceleration
is shown to have a mixed behaviour in terms of the time scales involved. The direction of
acceleration evolves over a time scale close to the Kolmogorov time scale, i.e. the dissipative
scales. In contrast, the acceleration magnitude displays correlations over a much longer time
scale. In particular, the correlation of the logarithm of acceleration decays to zero in a time
of the order of the integral scales. This time scale depends on the flow under consideration:
for the DNS it is 27}, for the flow entrained by discs with blades it is 37, and for smooth
discs it is much larger than the integral scale (close to 2077). We have also observed that the
Lagrangian dynamics displays a very strong intermittency, defined as the change in the functional
form of the probability density of velocity increments. Structure function exponents relative to
the second-order moment are found to be independent of the flow and Reynolds number. We
believe that the long time correlations observed in the Lagrangian dynamics are the origin of the
strong intermittency observed in the Lagrangian velocity time series. Dynamically, we observe
that the Lagrangian dynamics is strongly influenced when the particles enters regions of high
local vorticity (filaments). The analysis of %a) x v definitely shows that these intense events are
responsible for the wide tails of the distribution of the acceleration components.
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performed using IBM SP computers at the Centre National Informatique de 1’Enseignement
Supérieur (CINES).
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CHAPITRE SIX

Turbulence au voisinage d’'une paroi solide

6.1 Présentation du probleme

Du fait de la condition de vitesse nulle au bord, un écoulement turbuleitt wub variation trés
rapide de sa vitesse moyenne au voisinage immédiat d’'une paroi solide @dy [37]. La présence
de ce gradient de vitesse moyenne, appaéillementinfluence fortement la cinétique de I'écoulement
pres de la paroi. L'étude de ces propriétés cinétiques particuliéres ssjai ouvert, présentant un enjeu
théorigue dont I'impact est important pour la modélisation numérique de lal¢md®i

o
o)

sous—couche logarithmique

o
o

o
~

Uty /h) [ms™]

<< buffer layer >>

-—

I
N

sous—couche visqueuse
<>

-1 -0.5 0 0.5 1
y/h

FiG. 6.1 —Profil de la vitesse moyenrié(y) d’'un écoulement turbulent entre deux plans horizontaux
d’équationy = +h (données numériques, F. Laadhari). La variation de la vitesse moyenne
prés de la paroi définit une couche limite qui peut étre décomposémisrceuches : la sous-
couche visqueuse ou les effets dissipatifs sont prépondérants (auageisimmeédiat de la
paroi) ; la sous-couche logarithmique ou les effets d’agitation turbulentaident. La zone
intermédiaire est appelée la zone tampon. L'étude des propriétés ciegtilpil’écoulement
dans la sous-couche logarithmique est I'objet des travaux préseateésad chapitre.
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Dans le domaine des simulations numériques des grandes échelles de |lantgrblde modéles
actuels de viscosité sous-maille rencontrent des difficultés dans le traitedmémtcouche limite: ils
s'averent en général trop dissipatifs [84] (article de revue). Utatisn empirique souvent utilisée
consiste a atténuer exponentiellement la viscosité turbulente prés de lanpaiiette solution reste
arbitraire. Les travaux présentés dans ce chapitre conduisent adiotron d’une nouvelle viscosité
sous-maille qui tient compte explicitement du cisaillement et qui s’annule fiament a la paroi. Ce
modéle constitue une généralisation simple du modéle de Smagorinsky (19pa8y[8as d’'une turbu-
lence non-homogeéne. Il est motivé par des considérations théorigussrgnt tout d’abord présentées.

L'équation de la dynamique de I'agitation turbulente s’écrit

a_u; —+ u_a_u; + u/ 8”; _ ul au; + U, 81,6_1 _ ap/ +v 62“; (6 1)
ot J 8.1’j J 8.7}j ja:Bj J 8:6]' - 8:):Z 8:cj8xj . '

On revient ici aux notations du début en écrivant la vitegse- w; + v}, ouw; est la composante
moyenne de la vitesse €} sa composante turbulente.

Le terme important de cette équation e}sﬁju_i: il s'agit du terme de forcage du mouvement d’agi-
tation turbulente par les gradients de la vitesse moyenne (voir le chapitreodiistion). On fait géné-
ralement I'’hypotheése que ce terme ne force la dynamique turbulente @uidegéchelle. Ainsi, si l'on
se place a des échelles suffisamment petites, on considére que I'agitatiderite a perdu la mémoire
de I'écoulement moyen et suit une statistique universelle, homogene episoit s'agit du cadre (aca-
démique) des études présentées dans les chapitres précédents. @atteseyest généralement valide
loin de la paroi mais ne peut pas étre admise prés de la paroi, ou le graglilentitesse moyenne est
trés grand. Lorsqu’on se rapproche de la paroi, I'échelle de varidiola vitesse moyenne diminue
fortement; elle décroit typiquement comme la distance a la paroi. Dans ceegalacer a des échelles
suffisamment petites devant I'échelle de for¢cage n'a plus de sensidhdalors nécessaire de considé-
rer I'influence directe du terme de production d’éner@iéju_i sur la dynamique des petites échelles de
la turbulence. Il faut donc tenir compte explicitement du cisaillement dansslaigéon statistique de
I'agitation turbulente.

Dans la section 6.2, nous décrirons brievement la cinétique de I'écoulenaogien prés de la paroi
puis nous présenterons les résultats concernant la statistique turbudestéadsous-couche logarith-
mique (section 6.3). Nous avons proposé une description unifiée de ldetoch qui repose sur l'intro-
duction de fonctions de structure généralisées du champ de vitessehgenti€ompte du gradient de
la vitesse moyenne. Cette description est en bon accord avec les derpéementales et numériques.
Une implication concernant la simulation des grandes échelles de la turbgleracprésentée dans la
section 6.4. Il s’agit d’'une perspective de recherche.

6.2 Description de I'écoulement moyen pres d’une paroi solide

Dans un premier temps, il convient de caractériser I'écoulement moyen.

On peut distinguer différents types d’écoulements de paroi : les éconligeconduite ol la couche
limite est généralement bien établie, et les écoulements externes: couche limite qlaque ou sur
un profil d’'aile, ou la couche limite présente la particularité d’avoir une iaterflibre entre la partie
turbulente et I'écoulement extérieur [13] [18] (cours de turbulence).

Nous aborderons ici le cas d’'un écoulement de conduite entre deweglagrizontales, paralléles
et séparées d'une distanzk (figure 6.2). Dans ce cas, le cisaillement est donné par

du(y)
dy

S(y) : (6.2)
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/\ As de I'écoulemen

e

3

1

FiG. 6.2 —Configuration de I'’écoulement de conduite plan. Numériquement, lestiégs de Navier-
Stokes sont intégrées par une méthode pseudo-spectrale : le chauitgsde est décomposé
en modes de Fourier dans les direction®t z, et en polyndmes de Chebyshev dans la di-
rectiony. Les résultats numériques présentés dans ce chapitre ont été obtnbaquizi
Laadhari du laboratoire de mécanique des fluides et acoustique deléf2entrale de Lyon.

I'écoulement moyen entre deux plagques:

Nous notongu,v,w) les trois composantes de la vitesse suivant les axeset z ; I'axe vertical
est 'axey. Pour simplifier les expressions, on consideére ici guest nul a la paroi. Les équations de
I'écoulement moyen (supposeé stationnaire) s’écrivent

__9p 9 0u_ i

0 = o + 3y (,uay pu/v’) (6.3)
_ 0p dpv'?

0 =5 5 (6.4)
_ 9%

0 =3 (6.5)

On déduit de la troisieme équation que la pression ne dépend quetde: p = p(x,y). Sil'on
integre la seconde équation suivant I'axe vertical, on obfig(it) = p + pﬁ ou po(x) désigne la
pression hydrodynamique a la paroi. D’autre part, I'écoulement moyémvesiant par translation selon
z d'ou 8xﬁ = 0. ll en suit

dpo(x) d du —
=—|(pu—— = Ct 6.6
1 y I y pu'v e (6.6)
On reconnait dans cette EXDFESSiOI’l le terme
r(y) = 'M—Zy — pu'v’, (6.7)

qui correspond au frottement total : visquewxiq/dy) et turbulent pu/v’) des filets de I'écoulement
moyen. Dans le cas de I'écoulement entre deux plaques, leyplanh est un plan de symétrie du
mouvement moyen. |l en suit k) = 0 et donc finalement

T(y) =10 (1 — %) . (6.8)

7o désigne la force de frottement (visqueux) qui agit sur I'unité d’'aire gatai; il s’agit également du
flux de quantité de mouvement cédé par le fluide a la paroi [37].
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- -

v o, <u(y)>

- o

-~

| sous—couche visqueuse

sous—couche logarithmique

_3 1 I I
-1 -0.5 0 0.5 1

(y-h)/h

FiG. 6.3 —Le frottement total de I'’écoulement moyen est donnérpgy. Prés de la paroi, le frottement

visqueux est important alors que le frottement turbulent (du mouvermmyen) est trés faible.
Lorsque I'on s’éloigne de la paroi, le frottement turbulent s’intensifie &bligement visqueux
diminue.

6.2.1 Les différentes zones de la couche limite

On peut distinguer plusieurs régions dans la couche limite :

— au voisinage immédiat de la paroi, les effets visqueux sont préponsiéfain/dy ~ 7 (au

premier ordre) d’ou
-
u(y) = yﬁo (6.9)

Iy a a méme la paroi une fine couche de fluide dans laquelle la vitesse neoyanmlinéairement
avecy. La vitesse caractéristique), appeléevitesse de frictiora la paroi, est définie par

up = /2. (6.10)
P

Si I'on considére les grandeurs sans dimension= u/ug ety™ = yuo/v, la loi de variation de
la vitesse moyenne dans la sous-couche visqueuse s’écrit

at =yt. (6.11)

Cette loi linéaire est généralement observée poary™ < 5 — 10.

Prés de la paroi, le développement de Taylor (suivant la diregjidn champ de vitesse turbulente

s’écrit
u'(z,y,2,t) = bi(z2,t)y+ ... (6.12)
V(zy,zt) = ba(z,2,t)y + co(z,2,t)y° + ... (6.13)
w'(zy,2,t) = bs(z2,t)y+ ... (6.14)
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0.25

<uu>/ uO**2~

<w w'>/ uo**z ~ y+2

0.15

0.1

0.05

y+=yu0/v

FiG. 6.4 —L'énergie cinétique turbulente est = 3 (u'v’+v'v'+w'w’) ; uo désigne la vitesse de friction

a la paroi. Le terme de contrainte de Reynolds (par unité de masseyest

A la paroiou’ /0x = 0 etdw'/0z = 0: la condition d’'incompressibilité imposg’ /9y = 0 et
par conséque_rbb(m,z) = 0. L'énergie cinétique turbulente croit gh et le tenseur des contraintes
de Reynolds:/v’ eny? (figure 6.4):

e =02 et uv =0(@P). (6.15)
ensuite, il y aune zone intermédiaitiffer laye) dans laquelle les effets visqueux sont encore im-
portants mais diminuent avec la distance a la paroi. Le frottement turbulent,ajlug, s’intensifie
avec la distance a la paroi (figure 6.3). Dans cette région, la viscoguglisiae a des tourbillons
plus gros, porteurs d’énergie cinétique. Cette zone s'étend typiquemied — 10 < y™ < 30.

enfin, la sous-couche logarithmique correspopd & 30. Le frottement entre les filets de I'écou-
lement moyen est essentiellement di & I'agitation turbuleqy¢ ~ —pu'v’ > pdu/dy. On re-
trouve ici la condition de turbulence développée; la viscosité cinématiquelieajeun réle dans
la cinétigue du mouvement moyen.

Pour déterminer le profil moyen de vitesse dans la sous-couche logarithniigst judicieux
de considérer le taux moyen de dissipation (par unité de masgg):Si I'on suppose quey
représente la valeur caractéristique des fluctuations de vitesse turbaleotsient

(6.16)

D’autre part, un argument d’analyse dimensionnelle condaiy® ~ uj/L(y) ou L(y) désigne
I'échelle intégrale de I'agitation turbulente. Dans la sous-couche logaritlepligmouvement du
fluide ne possede aucune longueur caractéristique (interne) palétanniner une macro-échelle.
Ainsi, I'échelle intégrale est donnée par la distapele-méme. On obtient ainsi

3
u
e(y) ~ -2,

(6.17)
Yy
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FiG. 6.5 —Profil renormalisé de la vitesse moyentié€y) selon la directiory.

ce qui conduit au profil logarithmique (figure 6.5)

U 1

—(y") = —log(y") + 4, (6.18)
(%) K

ou x est une constante universelle [86] (livre sur le sujet).

Enfin, le bilan d’énergie cinétique turbulente dans la sous-couche logégitk s'écrit

—u'v'— = 2v|| 9|2 (6.19)

6.3 Description statistique de la turbulence dans la zone logarithmue
6.3.1 Echelles caractéristiques et lois d’échelle ; approelphénoménologique

Dans la sous-couche logarithmique, le mécanisme de cascade turbulqraguwste par le cisaille-
ment du mouvement moyen. Le cisaillement déforme les gros tourbillons et,fd&, caodifie le pro-
cessus de transfert d’énergie vers les petites échelles.

Si I'on considére un tourbillon de taille, le temps associé a la déformation de ce tourbillon par
le cisaillement est/S: ce temps ne dépend pas de I'échelleD’autre part, le temps associé a la
dynamique propre de déformation du tourbillon, par interaction avec legsattturbillons de méme
taille, est lui donné par—1/37-2/3 : ce temps décroit avec I'échelte

Sil'on considére que le transfert d’énergie a I'échelést gouverné par le mécanisme le plus rapide,
on s’'attend a ce que celui-ci soit forcé par le cisaillement a grande éabietleminé par le mécanisme
de cascade non-linéaire a petite échelle. Pour séparer ces deux régiauesomparer les deux temps
caractéristiques/S ete~/31-2/3. On obtient alors I'échelle caractéristique du cisaillement :

Ls = q/% ~ 1y dans la sous-couche logarithmique (turbulente) (6.20)
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r S(y) du(ry)® ~e(y) r

le transfert d’énergie est fargé
par le cisaillement

© transfert (non-linéaire) par la cascade

vers les petites échelles
T

L~y Ly~y n~ yt/t

FiG. 6.6 —Représentation du transfert d’énergie turbulente vers les petites échieliew distance
de la paroi dans la sous-couche logarithmique. A grand échelle, le cisali force la dy-
namique de transfert d’énergie~: S(y) du(r,y)? ~ (y) r. A petite échelle, le mécanisme
interne de cascade d’énergie devient prépondéran{r,y)? ~ £(y) . On se place ici dans
le cadre phénomeénologique de la théorie de Kolmogorov (1941).

Une illustration des mécanismes mis en jeu dans le transfert d’énergie vpedites échelles, dans
la sous-couche logarithmique, est présentée sur la figure 6.6.

Nous avons publié une description phénoménologique des propriétéscgtaisdes fonctions de
structure de la vitesse turbulente dans la sous-couche logarithmique :

e «Scaling Properties of the Streamwise Component of Velocity in a Turbutamdiary Layer», G.
Ruiz-CHAVARRIA, S. QLIBERTO, C. BAUDET & E. LEVEQUE, Physica D: Nonlinear Phenomena
vol. 141, 2000, p. 183

Un résultat important concerne 'universalité des lois d’échelles dearediéns de structure. Les
lois d’échelle dépendent fortement de l'intensité du cisaillement et paéqaest de la distance a la
paroi:

(5u(ry)?) ~ ror). (6.21)

Au contraire, le comportement relatif des fonctions de structure ne dggende la distance a la
paroi:(,(y)/¢,(y) est indépendant dg Ce résultat est analogue a I'universalité des exposants relatifs
observée pour le modéle en couche de la turbulence (voir le chapitre 2).

6.3.2 Les fonctions de structure généralisées de la vitesse

Dans un cadre plus général, nous avons proposé une descripti@e whgfia turbulence en présence
d’'un cisaillement. Il s’agissait de comprendre comment la phénoménolodgetdeulence homogene
et isotrope pouvait étre modifiée, ou généralisée, en tenant comptefetssdef gradient de la vitesse
moyenne (cisaillement). Nous avons proposé l'introduction d’'une fluctugtaéralisée de vitesse, per-
mettant de rendre compte a la fois du mécanisme de transfert d'énergdepfrte cisaillement et du
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mécanisme de transfert non-linéaire :

St(ry)® = Su(r,y)> + « S(y) r du(r,y)? . (6.22)
~——
transfert par la cascade transfert forcé par le cisaillement

« est un coefficient de pondération, indépendant de I'échaltale la distance a la pargi On considére
ici des incréments de vitesse (longitudinaux) dans la direction de I'écoutentgen.

Si I'on reprend les arguments de similarité de la théorie de Kolmogorov (184 Est ainsi amené a
considéresu(r,y)® ~ (y)r, soit

Su(ry)® + a S(y) r du(ry)? ~e(y) r pourn < r < L. (6.23)

En comparant 'importance relative des deux termes du membre de gaunatetrauve I'estimation de
I'échelle caractéristique du cisaillemeht (introduite précédemment). D’autre part, on obtient

— pourr > Ls : r S(y) du(r,y)? ~ e(y) r.
— pourr < Lg : du(r,y)® ~e(y) r.

Nous avons aussi montré que ce formalisme permet de décrire le phéndiimeenittence de
maniére unifiée a toutes les échelles inertielles, en tenant compte du cisailleeenésGltats ont été
publiés dans I'article présenté dans la section 6.5

e «Shear Effects in Non-Homogeneous Turbulence» @sdHI, E. LEVEQUE& G. RuUIZ-CHAVARRIA,
Physical Review Lettersol. 85, 2000, p. 1436

Les arguments phénoménologiques développés dans cet article oninététidis de maniere analy-
tique pour la solution des équations de Navier-Stokes, en présenceishillement uniforme [87].

6.4 Applications importantes a suivre dans le domaine de la simulation
des grandes échelles de la turbulence

Pour de grandes valeurs du nombre de Reynolds, il est impossiblertirgpen compte toutes les
structures turbulentes par une simulation directe (sans approximationjjukeio@ds de Navier-Stokes.
Le maillage nécessaire serait trop fin et les calculs trop volumineux (voiragitca 3). Il faut alors se
résoudre a ne traiter que les grosses structures du champ turbulehbngigele par une opération de
filtrage. Les petites structures disparaissent du champ étudié mais leundeflsier la dynamique des
grosses structures doit étre prise en compte. Il s'agit de la problématiglaesimulation des grandes
échelles de la turbulence §ks) [88] (livre sur le sujet).

6.4.1 Le cadre général de la modélisation sous-maille de lartwlence
La vitesse turbulente;(7,t) est décomposée en une composante grande échelle

—

U (@) = (Ha© w) (@) = [ Ha@)u(s - 7.7 (6.24)
ol Ha désigne un filtre passe-bas de longueur caractéristijjuet une composante petite échelle
u? (Z,t) telle que

wi(Z,t) = uS(T)t) + u; (T,1). (6.25)

A partir des équations de Navier-Stokes forcées, on établit
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8u1< < auf 0 < 82u2< <
o T oz, oz, (p=0ij + i) + Y 800, + I, (6.26)
ou
Tij = (wiuy)~ — ujuy (6.27)

designe lgenseur de contrainte sous-mailtg; représente le courant de quantité de mouvement entre la
composante grande-échelle et la composante petite-échelle de la viteatenterb

Pour I'énergie cinétique des grandes échelfes= %(uf)? on obtient

production dissipation
9=, 9 < <+ frus  —20)8<)° (6.28)
ot ox; "' —— iV )
flux sous-maille
ou N
us (2t
H<(f,t) = - -Tij(f,t) (629)

8%’2'
peut étre vu comme le flux d’énergie sous-maille entre les grandes et les gétitetures de I'écoule-
ment, au poinf a l'instantt.

Dans une simulation des grandes échelles de la turbulence, seule la dymalmiucomposante
grande-échelle estintégrée ; I'interaction avec la composante petitheéedienodélisée. Concrétement,
il s’agit d’établir une équation fermée pour le champ de vitesse filfrér,¢), en définissant un ansatz
pour le tenseur sous-maille, natg.

6.4.2 Le modeéle de Smagorinsky

Le modéle proposé par Smagorinsky (1963) est sans doute le modélmaibede plus simple que
I'on puisse construire dans un contexte de turbulence homogéne epes{Bfg] :

— 1 __
N——

intégré dans la pression

v; est uneviscosité turbulente sous-maille

En analogie avec I'hypothese de longueur de mélange, Smagorinslgsprop

v = (CsA)?||S<|| avec [|S<| = 4/255S;. (6.31)
C, est une constante empirique indépendantAde

L'équation dynamique obtenue pour la composante grande-échelle desksevitécrit ainsi

ous  _Ouy Ip=< O*us 9
v . L = — L = 9A 2 < < . 2
5 + u; oz, oz, +(V+Vt)8xj8xj avec v = (CsA)° /28555 (6.32)

On reconnait I'équation de Navier-Stokes mais avec une viscosité mo@ifiéen reprend les argu-
ments de la théorie de Kolmogorov (1941), on obtient que I'échelle élémedésliagurbulence a grande
échelle est donnée par

€ Ut

v+ l/t)g 1/4 o\ /2
n< = <> = C;A <1 + ) en remarquant que= (v + 14)||S<|°. (6.33)
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Pour une turbulence pleinement développée, obtenue dans ladimit® : < ~ C,A. Ainsi, dans
le modéle de Smagorinsky, I'échelle de filtrageA joue le réle de I'échelle de coupure dissipative.
Cette propriété est importante car elle va nous permettre, en utilisant la fodetgiructure généralisée
de la vitesse, de raffiner le modéle de Smagorinsky, en y incluant lesdifetsaillement.

6.4.3 Le raffinement du modele de Smagorinsky pres d’'une pargilane

Le modéle de Smagorinsky donne des résultats satisfaisants dans Ie'gadteidulence homogéne
et isotrope, mais ne peut pas décrire correctement les interactionmadlesprés d’'une paroi solide.
Nous allons maintenant développer ce point.

Reprenons la configuration de I'écoulement plan entre deux plaquigsihiales.

On considére ici que le champ de vitesse n’est filtré que dans les dire¢tions paralléles a la
paroi. Le développement de Taylor de la section (6.2) devient

uS(z,y,2,t) = by(z,z,t)y+ ... (6.34)
vS(1y,2t) = c?(m,z,t)yz + ... (6.35)
wS(zy,2,t) = b5 (z,2,t)y+ ... (6.36)
et 'on en déduit
Tay = ((b1c2)= — b7e5) v + ... (6.37)

Pour le modéle de Smagorinsky, on obtient au contraire
Ty ~ A% prés de la paroi! (6.38)

Nous proposons de modifier la définition de la viscosité turbulente du mod8&iedgorinsky, en te-
nant compte explicitement de l'intensité du cisaillement pres de la paroi. Cettdisatidé est présentée
dans la section suivante.

Il s’agit d'un travail en cours, mené en collaboration avec

— FEDERICOTOSCH]I, CNR-Istituto per le Applicazioni del Calcolo, Rome, Italie.

— JEAN-PIERRE BERTOGLIO, LIANG SHAO & FAOUZI LAADHARI, laboratoire de mécanique des
fluides et acoustique de I'Ecole Centrale de Lyon.
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6.4.4 «Modified Smagorinsky model for boundary layer flow»

In large-eddy numerical simulations of turbulence, onlg thrge-scale component of flow variables is in-
tegrated and the interaction with the unresolved smalbsoamponent is modelled. A spatial low-pass filter of
characteristic lengti\ is introduced in order to separate the large and small soél@stion. This filter smooths
out fluctuations at scales smaller thAnso that the filtered field < may be considered as the large-scale com-
ponent off. The small-scale component is the residual gart f<.

Filtering the Navier-Stokes equations yields
Opu” +ug juy + 0;mij = —0ip™ + v0ju;
diu; =0, (6.39)

whereu; andp< represent respectively the filtered velocity and pressatesifor simplicity it is considered here
that the mass density of the incompressible fluid is anéy,the molecular kinematic viscosity and

Tij = (wiug)S —ujuy

denotes the so-called subgrid-stress tensor. This tenisesdrom the nonlinearity inherent to the Navier-Stokes
equations and encompasses interactions between theaégtdvge-scale) and unresolved (small-scale) fluctua-
tions of the velocity field. This term must be expressed agation of large-scale variables in order to get a closed
set of equations.

Eddy-viscosity models rely on the assumption that the ¢lems) subgrid-stress tensor reads

<

Tij — —5ij7kk = _QVtSij7

3
whereS;; = 5 (Ojuy + 8,»uj<) is the filtered rate-of-strain tensor angddenotes an eddy-viscosity. Under this
assumption, the Smagorinsky model is the simplest, and caosinonly used, proposal. More concretely, Sma-
gorinsky suggests that

ve = (Cs8)?-[|S<]],

1s<l = [2> 85"
]

is the local characteristic filtered rate-of-strain &ndis the so-called (adjustable) Smagorinsky coefficients Thi
model yields fairly acceptable results in simulating hoewgous and isotropic turbulence but it is obviously
inappropriate in near-wall regions, where shear effeasal.

where

The shortcomings of the Smagorinsky model, in the near-tngditment, have been addressed by arbitrarily
damping the eddy-viscosity close to the wall. Van-Driest $iaggested, based on pure empirical arguments, to mul-
tiply the Smagorinsky coefficient by the so-called Van-Btigamping function. More specifically, it is suggested

that
2t ? <
v = <C’S <1—exp <F>>A> 1S<],

wherez* is the dimensionless distance from the (planar) wall dridis an ad hoc constant. More precisely,
2T = u,z/v whereu, is the characteristic velocity of the viscous sublayeis the kinematic viscosity of the
fluid.

Here, we consider a correction to the Smagorinsky eddyesigcwithout adjustable parameter. This proposal
is motivated by some recent findings about the scaling behafivelocity spatial correlations in the turbulent
logarithmic boundary layer. This model provides a (verm@le and attractive alternative for simulating near-wall
region of turbulent flows.

Before introducing this modification, let us recast the Samangky model in the phenomenological framework
of Kolmogorov’s theory. In homogeneous and isotropic tlebae, the Kolmogorov’s dissipative scale, which may
be viewed as the smallest scale of turbulent motions, isigye

V_3 1/4
n - )
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wheres = v||S||? denotes the rate-of-dissipation under molecular viscéfests. This estimate of the dissipative
length-scale is obtained by matching the relations

wheredu(r) denotes the fluctuations of velocity differences acrosstance-. The sign~ stands for “behaves in
scaler as”. The first relation prevail in the inertial range of scalehere non-linear dynamics dominate, whereas
the second is valid at scales where the velocity field is shezbbut under viscous effects. In the context of
eddy-viscosity models, the mesh-sixanay be viewed as the dissipative length-scale. This yields

3\ 1/4
Vi
a~ ()
wheres=< is now interpreted as the subgrid energy flux, i.e., fromIlvezbmodes to unresolved modes. This flux
is characterized by~ = 1,||S<||? ; the Smagorinsky proposaj ~ A? - |1S551| is then recovered.

Relying on some recent experimental and theoretical firgliftgs proposed that in the presence of a mean
shealS(z), the dissipative scalg should be given by matching the relations

Su(r,2)® + a S(2)r - du(r,z)? ~e(z) - r
Su(r,z)?

r2

e(z) ~v

b

where« is a constant coefficient of order one (independent)ofie consider here generic cases in which the
shear only depends on the distanciom the wall. The average is meant oy planes parallel to the wall. The

shear is defined as
dU,(z)

dz
whereU,(z) denotes the mean velocity, here alongihelirection. This yields

V3 1/4 1
o ()"
2(2) VF__TET
L+ o g7

In the absence of shear, i$(z) = 0, the previous estimation efis recovered.

S(z) =

In the context of eddy-viscosity models, these argumeretslyi

1/4
A~ (49) ot
e<(2) 4o -S@
L+ o 5=
and therefore,(z) ~ A2(||S<||(z) + aS(z)). As one gets closer to the wail(z) must vanish. It follows that

n(z) ~ A2 (||S<||<z> - %ﬁ;““’)) , (6.40)

whereS(0) = u2 /v is the shear at the boundary.

A priori tests are displayed on figures (6.7) and (6.8) for tearse-graining sizes. It is observed that this
model gives a very satisfactory estimation of the mean sdlegrergy flux<n-j.S§> ; there is a significant impro-
vement compared to the Smagorinsky model with Van-Driestalag. The agreement is a bit disappointing for
the subgrid-stress in the direction of the shear; this shbeladdressed in the future.
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apriori estimate

-15F o Smagorinsky without shear b
A Smagorinsky + Van-Driest damping
-2 Il Il Il Il L L
0 10 20 30 40 50 60 70

<r.S>

10 20 30 40 50 60 70

FIG. 6.7 —The coarse-graining size is 4 (in wall unit).

apriori estimate

-Sr o Smagorinsky without shear 1
-6 A Smagorinsky + Van-Driest damping ~
-7 L I | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70

<t.S>

0 10 20 30 40 50 60 70

FIG. 6.8 —The coarse-graining size is 8 (in wall unit).
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Shear Effects in Nonhomogeneous Turbulence
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Motivated by recent experimental and numerical results, a simple unifying picture of intermittency in
turbulent shear flows is suggested. Integral structure functions (ISF), taking into account explicitly the
shear intensity, are introduced on phenomenological grounds. ISF can exhibit a universal scaling behav-
ior, independent of the shear intensity. This picture is in satisfactory agreement with both experimental
and numerical data. Possible extension to convective turbulence and implication on closure conditions
for large-eddy simulation of nonhomogeneous flows are briefly discussed.

PACS numbers: 47.27.—1, 47.27.Ak, 47.27.Nz

Statistical properties of turbulent flows are usually char-
acterized in terms of the scaling behavior of velocity struc-
ture functions (SF). These quantities are defined as the
statistical moments of longitudinal velocity increments
across a separation r at the location x: D,(x,r) =
(dv(x,r)?). In homogeneous and isotropic turbulence,
D, (x,r) depends only on the distance (or scale) r. Experi-
mental and numerical observations support the idea that
D, (r) display universal power-law dependence on r in the
so-called inertial range, i.e., D,(r) ~ ré. Universality
refers here to the scaling exponents ), being independent
of the stirring process of turbulence. The ), values are
found to be in disagreement with Kolmogorov’s linear
prediction (K41) £, = p/3 [1]. The understanding of this
correction to K41, usually referred to as intermittency, has
stimulated many phenomenological and theoretical works
during the last 40 years (see [2] for a recent review).

Only recently, interests in understanding intermittency
in nonhomogeneous turbulent flows have started to emerge
(see [3—10]). The major point is to understand how the
phenomenology of intermittency is modified, or can be
extended, in case of nonhomogeneous flows. A common
characteristic of such flows, e.g., wall-bounded flows, is
the presence of a nonzero mean velocity gradient (usually
called shear). Note that shear does not necessarily imply
inhomogeneity, e.g., in homogeneous shear, straining, and
rotational flows.

Our investigation starts from the following key observa-
tions: (i) In the presence of a strong shear, intermittency,
defined as the deviation of scaling exponents {,, from the
linear law, is larger than in homogeneous and isotropic tur-
bulence. (ii) Relative scaling exponents, measured in very
different flows but in positions where the shear is strong
enough, seem to be very similar (universal).

Data in Fig. 1 fully confirm our two key observations.
They come from very different situations: near the wall in
a channel flow numerical simulation [4,5] and experiment
[6], in the logarithmic sublayer of a boundary layer flow

1436 0031-9007/00/85(7)/ 1436(4)$15.00

[7], near a strong vortex [8], in the wake of a cylinder [9],
and in a Kolmogorov flow [10].

In order to provide a theoretical unifying framework for
nonhomogeneous turbulent shear flows, we start from the
Navier-Stokes equations. The velocity field can be decom-
posed into a mean value (average is meant on time) plus
a fluctuating part: v(x;7) = v(x) + v'(x;¢). It yields the
usual Reynolds decomposition

—d;p’ + vAv!

(1)
with D, = (9, + v;9;). The shear is defined as S;;(x) =
9;U;(x) and will depend on the mean flow geometry. In
regions where S;; = 0, e.g., very far from the boundaries,

turbulence can be considered as homogeneous. Otherwise,
the shear term S;; (x)vj’v must be taken into account. The

/ / I o1 T T
Dw; + Sij(x)v; + vidjvi — vjdv; =

0.2 T T T T T T
02k
Q
[=3
|04
o
e
-0.6-
o8k
—=— Homogeneous Isotropic Turbulence
—A— Shear Turbulence
4 T T T . . .
0 1 2 3 4 5 6 7
p
FIG. 1. Intermittency corrections to scaling exponents,

{»/{ — p/3, in homogeneous and isotropic turbulence (CJ),
and several turbulent shear flows (A). Intermittency corrections
are significantly larger in the presence of shear and display
universality.

© 2000 The American Physical Society
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results displayed in Fig. 1 show that the presence of this
term modifies significantly the statistical properties of tur-
bulence. In order to better highlight the physical implica-
tion of the shear, we consider together the second and third
terms of the left-hand side of (1), defining the following
integral structure functions (ISF):

Dy(z,r) = ([(8v(z,r)* + ar - S(z) - v(z,r) P/,
2)

where «a is an empirical prefactor of order one. These ISF
are expected to take into account shear effects, particu-
larly at large scales (see next paragraph) and to display a
universal behavior. We consider here generic situations in
which the shear reduces to S(z) = 9,7,. Such situations
occur near a rigid wall, where the principal mean-velocity
component aligns in the x direction, parallel to the bound-
ary [11]. The shear S(z) characterizes the variation of v,
along the z direction, i.e., as one moves off the wall. Fi-
nally, we consider increments in the direction of the mean
flow, i.e., orthogonal to the shear direction.

ISF reduce on two different SF when either the first
or the second term dominates. These two terms will ex-
actly balance at scale Ls such that dv(Ls)/Ls = aS.
At scales r < Lg, shear effects become negligible and
homogeneous and isotropic scalings are expected. Kol-
mogorov’s scaling then yields v (r) ~ €'/3r!/3, where €
denotes the mean energy dissipation rate. By extending
this similarity relation to the scale r = Lg, one obtains
the usual dimensional estimate for the shear length scale
Ls ~ (€/5%'2 [12]. In the logarithmic layer of a plane
near-wall flow it yields Ls(z) ~ z [7]. Roughly speaking,
Lg can be viewed as the size of small-scale eddies, whose
turnover time equals the shear time scale 1/S, imposed by
the flow geometry and the stirring process of turbulence
at large scales. Note that this estimate of the shear length
scale stems out from dimensional analysis. In practice,
there may be a prefactor in the expression of L,: this is
taken into account by the coefficient «. From previous
reasoning it follows that D,(r) ~ D,(r) for r < L; and
Dp(r) ~ (rS)P/3D2p/3(r) forr > L.

Another way to see that the central objects, in the pres-
ence of shear, are the ISF comes from the generalization of
Yaglom’s equation to homogeneous-shear flows, i.e., with

S@) = S [12,13]:

4 d Dy(r
3 er = D3(r) — 6v Ti()_l_
2 r [
- —f dx x* vl (x)vl(xg + x) . (3)
r 0

Supposing that this relation can be generalized, along the
same line of idea of the Kolmogorov’s refined similarity
hypothesis [14], one obtains

8v3(r) + ar - S - vi@)vl(x + 1) ~ e(r)r, @)

where &(r) denotes the coarse graining of the energy dis-
sipation field € = 5 > ;(9;v;)?, at scale r.

Simplifying, on pure dimensional grounds, the velocity
cross correlation v/ v/, with §v(r)? one ends up again with
D,,(r). Furthermore, we propose the following refined
similarity hypothesis:

D,(r) = ([6v(r)® + ar - S - sv(r)?P?)

~ <s(r)l7/3>r17/3.

This formulation is consistent, in the limiting cases of
strong and negligible shear, with some recent findings (see
[4,5]). In addition to that, the ISF should be able to abridge
smoothly between these two limiting regimes, i.e.,

r < Ls: D,(r) ~ {e(r)"3)rP/3, 5)
and
r > Ls: Dy(r) ~ (e(r)P?). (6)

Equation (5) is in agreement with the restoration of homo-
geneity and isotropy at small scales. For r > Lg, Eq. (6)
gives D,(r) ~ const (modulo possible logarithmic correc-
tions), yielding for the energy spectrum E(k) ~ k™! (a
relation suggested a long time ago in [12]).

In the previous picture, it is assumed that the shear
length scale Lg remains larger than the dissipation length
scale 1. The dissipation field &(r) is then expected to dis-
play the same scaling properties as in homogeneous and
isotropic turbulence. However, in regions where Lg < 7
(very close to the wall) it is expected that shear effects act
down to the dissipative scale and therefore can modify the
scaling behavior of &(r). The scalings of D,(r) should
then also change according to [6].

The relevance of integral structure functions for describ-
ing the scaling properties of nonhomogeneous shear flows
is now tested on both experimental and numerical data.
The experiment, performed in the recirculating wind tun-
nel of ENS de Lyon, consists of a turbulent boundary-
layer flow over a smooth horizontal plate (see [7] for
details about the experimental apparatus). Velocity mea-
surements are carried out at various elevations from the
plate in the logarithmic turbulent sublayer [11]. Numerical
results are obtained from a direct simulation of the Navier-
Stokes equations in a rectangular channel flow (see [4] for
details).

In Fig. 2, D3 and D¢, measured in the logarithmic
boundary sublayer, are compared with the correspond-
ing D3 and Dg. The shear S(z) = 9.7, has been
estimated from the mean-velocity profile. In standard
nondimensional variables [15], namely, zt = v.z/v and
vt = ¥, /v, where v. is the characteristic velocity of
the viscous sublayer, our data are well fitted by the loga-
rithmic profile v*(z*) = (1/«)log(z*) + B. We obtain
k =04 and B = 526 in agreement with previously
reported results [7]. For what concerns the coefficient «,
all our results have been obtained with the fixed value
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FIG. 2. In the turbulent boundary layer at the distance z* =

102. D3 and Dg (A) are compared with D3 and Dy (*). The
scale r has been renormalized by the characteristic shear length
scale L;. The solid lines passing through D3 and Dy indicate the
expected homogeneous and isotropic power laws, respectively,
{3 =1 and ¢, = 1.78. For comparison, the dashed line has
slope 2.

a = 0.2. Note that the constant « is not (a priori)
intended to be universal but may strongly depend on the
geometry and stirring process of the flow. However, it
is expected to remain of order unity. In practice, the
value of @ has been extracted from data by requiring
that one third-order ISF scale as r (see next paragraph).
Corresponding estimates of L, are indicated in all figures.
Finally, one must point out that velocity increments have
been estimated in the direction of the mean flow by use
of the Taylor hypothesis. Both D3 and Dg exhibit a
power-law dependence on r, but the scaling exponents
are clearly different from those observed in homogeneous
and isotropic (h-i) turbulence, respectively, {3 = 1 and
{6 = 1.78. On the other hand, the corresponding ISF
exhibit power laws in good agreement with h-i scalings
(up to very large scales).

In Fig. 3, third-order SF and ISF are displayed for vari-
ous distances from the wall. We notice that scaling be-
havior of D3 changes with z*. On the contrary, all the
corresponding D3 display the same power-law scaling with
exponent 1. We recall that the coefficient « is kept con-
stant and the shear is estimated from the mean-velocity
profile; there is no adjustable parameter.

We now report a sharper test: SF and ISF, compen-
sated by h-i power-law scalings, are displayed in Fig. 4
for p = 1,...,6 at distance z* = 102. A departure from
h-i scalings is clearly observed for SF.

On the contrary, D, (r)/r¢ exhibits a plateau up to very
large scales, indicating that ISF roughly behave as ré.
In other terms, ISF compensate shear effects and restore,
via the extra term ar - S - v (r)?, the h-i scalings. Fi-
nally, the same test, made on numerical data, is reported
in Fig. 5 for the sake of comparison. Data are obtained

1438

$5 2 15 1 o5 _0 05 1 15 2 25
Iogwr/Ls
FIG. 3. From the boundary layer experiment, third-order struc-

ture function at various distances from the wall: z* = 37 (o),
z" =124 (A), and z* = 233 (J). The scaling properties of
D5 (SF) do depend on the distance z*. On the contrary, Ds
(ISF) displays the same scaling behavior for all z*. The dashed
line has slope 1. The curves have been shifted vertically for
convenience.

at distance z* = 25 from the wall, i.e., where the shear
is strong. Results are in reasonable agreement with those
of Fig. 4, despite the lower resolution of the numerical
simulation. We emphasize the major points of our study.
Our description relates the scaling properties of velocity
fluctuations in nonhomogeneous shear flows to those of
the coarse-grained dissipation rate &(r). Provided that the
shear length scale remains much larger than the dissipa-
tive length scale, we are inclined to believe that the scaling
properties of (r) remain flow independent; the dissipation
process, operating on very small scales, is mainly insensi-
tive to the presence of the shear. We then claim that the

IS

(%)

log, , DL,/ s
n

-

3t Dt Dt Dt

25 -2 -15 -1 05 0 0.5 1 15 2 25

Iog‘0 r/Ls
FIG. 4. In the experimental boundary layer at z* = 102. SF

and ISF, compensated by homogeneous and isotropic scalings,
are displayed for p = 1,...,6.
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FIG. 5. As in Fig. 4 but from numerical data at z* = 25.

scalings of velocity fluctuations are different in sheared re-
gions only because the similarity between Sv(r) and e(r)
changes form [see (5) and (6)]. When Ls < 7, shear
effects acting down to dissipative scales are expected to
modify the scaling behavior of £(r). Nonetheless, we ob-
serve in Fig. 1 that relative scalings exponents of velocity
structure functions remain universal.

The introduction of ISF relies on quite simple dimen-
sional arguments. However, they have proved to be valu-
able (preliminary) tools in order to capture (at leading
order) shear effects on the scaling behavior of velocity
structure functions. We believe that some refinements in
the definition of ISF may be possible, e.g., considering
the cross correlation v/ v! instead of & v(r)?: however,
ISF are of practical interest as they are easily accessible
experimentally.

A possible extension of ISF applies to thermal turbulent
convection, the buoyancy term ag 8T (r) playing a similar
role of S - Sv(r). In that case, the ISF would read

DRB(r) = ([8v(r)* + ar agdT(r)5v(r)""?)

and are expected to take into account buoyancy effects at
scales larger than the Bolgiano length scale.

An important application of our findings concerns large
eddy simulations (LES). Usual eddy viscosity models are
known to fail close to the boundary. As one moves near
the boundary, the shear length scale Ls becomes smaller
and smaller. While Lg remains larger than the cutoff scale
A of the LES, usual closure conditions, based on homoge-
neous and isotropic turbulent dynamics, remain acceptable.
However, when Lgs becomes comparable or smaller than
A, shear effects must be taken into account and the closure
condition should be modified. An alternative consists of

decreasing the mesh size near the wall so that Ls always
remains larger than A. More simply, our study suggests
considering [8v(r)? + arS&v(r)*]'/? instead of Sv(r)
in closure relations. Along this line of idea, the Smagorin-
ski’s closure condition [16] can be generalized in order to
uniformly take into account shear effects. The eddy vis-
cosity veqqy then reads

Veddy = CAAZ(E + a8),

where the extra term a S takes care of shear effects. Cy is
the empirical constant of the Smagorinski’s closure and §
denotes the rate of strain on scale A.
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CHAPITRE PREMIER

Publications scientifiques

Thése de doctorat

— Les lois d’échelle de la turbulence développée
soutenue le 09 juin 1995 a I'observatoire de la Cote d’azur (Nice)
directeur de these : Uriel Frisch
cette thése a été préparée au département de mathématiques
de I'université d’Arizona, Tucson, Etats-Unis, sous la direction denZBe She

Articles parus dans des revues a comité de lecture

Les articles cités ci-dessous sont téléchargeables sur ma page web:
http://perso. ens-1yon. fr/ enmmanuel . | eveque

— «On the Rapid Increase of Intermittency in the Near-Dissipation Range
of Fully Developed Turbulence»
L. CHEVILLARD, B. CASTAING & E. LEVEQUE
European Physical Journal, 2005

— «Experimental and Numerical Study of the Lagrangian Dynamics of Higin&és Turbulence»
N. MORDANT, E. LEVEQUE & J.-F. ANTON
New Journal of Physi¢cwol. 6, 2004, N 116

— «Huge Fluctuations in Weight Measurements at the Bottom
of a Two-Dimensional Vertical Sheet of Grains»
B. GILLES, E. LEVEQUE, C. LAROCHE & C. COSTE
Physical Review Lettersol. 92, 2004, N 204301

— «Lagrangian Velocity Statistics in Fully Developed Turbulent Flows::
Effects of Dissipation»
L. CHEVILLARD, S. Roux, E. LEVEQUE, A. ARNEODO& J.-F. RNTON
Physical Review Lettersol. 91, 2003, N 214502
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— «Lagrangian Velocity Fluctuations in Fully Developed Turbulence:
Scaling, Intermittency and Dynamics»
N. MORDANT, J. DELOUR, E. LEVEQUE, O. MICHEL, A. ARNEODO& J.-F. ANTON
Journal of Statistical Physi¢sol. 113 (5/6), 2003, p. 701

— «Long-Time Correlations in Lagrangian Dynamics:
A Key to Intermittency in Turbulence»
N. MORDANT, J. DELOUR, E. LEVEQUE, A. ARNEODO& J.-F. ANTON
Physical Review Lettersol. 89, 2002, N 254502

— «Finite-Mode Spectral Model of Homogeneous and Isotropic NawviekeS Turbulence :
A Rapidly Depleted Energy Cascade»
E. LEVEQUE & C. KOUDELLA
Physical Review Lettersol. 86, 2001, p. 4033

— «Shear Effects in Non-Homogeneous Turbulence»
F. ToscHI, E. LEVEQUE & G. RuUIZz-CHAVARRIA
Physical Review Lettersol. 85, 2000, p. 1436

— «Scaling Properties of the Streamwise Component of Velocity
in a Turbulent Boundary Layers»
G. RUI1z-CHAVARRIA, S. QLIBERTO, C. BAUDET & E. LEVEQUE
Physica D: Nonlinear Phenomepeol. 141, 2000, p. 183

— «Scaling Laws for the Turbulent Mixing of a Passive Scalar in the WakeQylinders
E. LEVEQUE, G. RUI1Z-CHAVARRIA, C. BAUDET & S. CILIBERTO
Physics of Fluidsvol. 11, 1999, p. 1869

— «Cascade Structures and Scaling Exponents in a Dynamical Modettnflénce :
Measurements and Comparisons»
E. LEVEQUE& Z.-S. SHE
Physical Review Evol. 55, 1997, p. 2789

— «Viscous Effects on Inertial Range Scalings in a Dynamical Model dbdlance»
E. LEVEQUE& Z.-S. SHE
Physical Review Lettersol. 75, 1995, p. 2690

— «Universal Scaling Laws in Fully Developed Turbulence»
Z.-S. HE & E. LEVEQUE
Physical Review Lettersol. 72, 1994, p. 334

Articles parus dans des revues de vulgarisation

— «Des filets d'ultrason, pour aller a la chasse aux tourbillons»
C. BAUDET, R.-H. HERNANDEZ, O. MICHEL & E. LEVEQUE
dansimage de la Physique 2008dition ONRS SPM

— «La spectroscopie acoustique de la turbulence, ou...
comment trouver une aiguille dans une botte de foin»
C. BAUDET, R.-H. HERNANDEZ, O. MICHEL & E. LEVEQUE
dansBulletin de la Société francaise de physigu899, i 120
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Articles parus dans des actes de conférence avec comité de lecture

— «Multifractal Description of Lagrangian Velocity Statistics in Turbulent Fow
From dissipative to inertial scales »
L. CHEVILLARD, S. G. Roux, E. LEVEQUE, N. MORDANT, J.-F. ANTON & A. ARNEODO
Proceedings of the European Turbulence Conference X, Trondheimeége
publié dansAdvances in Turbulence, Xdité par H. |. Andersson et P.-A. Krogstad
Kluwer Academic Publishers, 2004

— «Long-Time Correlations in Lagrangian Dynamics»
N. MORDANT, J. DELOUR, E. LEVEQUE, A. ARNEODO& J.-F. ANTON
Proceedings of the European Turbulence Conference IX, Southan#pigleterre
publié dansAdvances in Turbulence }X@dité par I.P. Castro et co-auteurs
Kluwer Academic Publishers, 2002

— «Non-Homogeneous Scalings in Boundary Layer Turbulence»
S. GLIBERTO, E. LEVEQUE & G. RUIZ-CHAVARRIA
Proceedings of a workshop on Turbulence, Isaac Newton Institutebfdge, Angleterre
publié dandntermittency in Turbulent Flow®dité par J. C. Vassilicos
Cambridge University Press, 2001

— «A Finite-Mode Spectral Model of Homogeneous and Isotropic Turinge
E. LEVEQUE& C. R. KOUDELLA

Proceedings of theth workshop on Direct and Large-Eddy Simulations, Twente, Pays-Bas
publié dandDirect and Large-Eddy Simulations J¥dité par B. Geurts et co-auteurs
Kluwer Academic Publishers, 2001

— «Huge Relative Fluctuations in Weight Measurements at the Bottom of
a Two-Dimensional Vertical Sheet of Grains»
E. LEVEQUE, B. GILLES, C. LAROCHE & C. COSTE

publié dandProceedings of theth International Conference on Micro-Mechanics
of Granular Media: Powder and Graingdité par Y. Kishino, A. A. Balkema Publishers, 2001

— «Intermittency in Turbulent Boundary Layer»
F. TOSCHI, E. LEVEQUE & G. RUIZ-CHAVARRIA
Proceedings of the European Turbulence Conference VIII, BaregEspagne
publié dansAdvances in Turbulence V]Igdité par C. Dopazo et co-auteurs
Kluwer Academic Publishers, 2000

— «Remarkable Features of Multipliers in Turbulence»
P. CHAINAIS, E. LEVEQUE, P. ABRY & C. BAUDET
Proceedings of the European Turbulence Conference VlII, BaregEspagne
publié danAdvances in Turbulence V]I&dité par C. Dopazo et co-auteurs
Kluwer Academic Publishers, 2000

— «Statistical Properties of the Energy Flow of a Passive Scalar
in Fully Developed Turbulence»
E. LEVEQUE, S. QLIBERTO, C. BAUDET & G. RuUIZ-CHAVARRIA
Proceedings of the European Turbulence Conference VII, Nice
publié dansAdvances in Turbulence Vkdité par U. Frisch
Kluwer Academic Publishers, 1998
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CHAPITRE DEUX

Activités et responsabilités
liées au métier de chercheur

Séminaires, conférences et workshops

«On the rapid increase of intermittency in the near-dissipation range ofeude»
séminaire au département de mécanique et aéronautique de l'univesiBaglenza,
Rome, Italie, 2003

«Finite-mode spectral model of Navier-Stokes turbulence»
séminaire a l'institut Erwin Schrdédinger, Vienne, Autriche, 2002

«Modéle réduit des équations de Navier-Stokes»
séminaire au laboratoire de mécanique des fluides et acoustique,
Ecole Centrale de Lyon, 2001

«Lois d’échelle dans une couche limite turbulente»
séminaire au laboratoire de physique et mécanique des milieux hétérogénes,
Ecole supérieure de physique et chimie industrielle, Paris, 2000

«Hiérarchie des moments statistiques de la dissipation en turbulence pleinkveloppée»
séminaire a l'institut Laue Langevin, Grenoble, 1998

Participation a des conférences ou workshops:

— école thématique «Dynamique des fluides stellaires et simulations numeérigoegas»
centre Paul Langevin, Aussois, 2004

— conférence «Kolmogorov's Legacy in Physics»
The Abdus Salam International Centre for Theoretical Physics, Trikslie, 2003

école thématique «Turbulence : Measurements and Signals»
Institut d’Etudes Scientifiques de Cargése, 2002

workshop «Developed Turbulence», Vienne, Autriche, 2002

conférence «Direct and Large-Eddy Simulations», Twente, Pays2Ba1l

workshop «Intermittency in Turbulent Flows», Isaac Newton Instituteyi2amige, 1999
— «European Turbulence Conference» VI, VI, 1X, X 1998-2a2002-2004
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— Participation aux différentes rencontres donr&<Turbulence», 1998-2003

— Participation a la formation IR s «Applications numeériques paralléles hautes performances, ana-
lyse, conception et utilisation», Aussois, 2000

Responsabilités

— Agent chargé de la mise en oeuvre de la sécurittm@) au laboratoire de physique de RE-
Lyon, nommé le 01 septembre 2001 :
— rédaction du «réglement intérieur du laboratoire» :
mesures d’urgence et regles spécifiques de sécurité en vigueuosattate

— Organisation d’'une rencontre dw& Turbulence, a I'ius-Lyon, 2001

— Représentant de IN&s-Lyon au conseil des partenaires
du centre de calcul pour la recherche et les technologies=dy d&puis 2001 :
— organisation du collogue bi-annuel des partenaires cRTCCEA
au grand amphithéatre de Ris-Lyon, 2002

— Membre du conseil du laboratoire de physique delbiEyon

— Membre de la commission de spécialistes sciences et techniques de la meeamigu’énergie,
60éme et 62éme sections, de I'Ecole Centrale de Lyon

— Membre suppléant de la commission de spécialistes de physique, 28éme, 28&me, 60éme
et 61éme sections, de IN&s-Lyon

— Conception et correction de I'épreuve écrite de physique option MP
au concours d’entrée aux Ecoles normales supérieures de LyoolerG2002 et 2003

Activités d’enseignement

— cours magistral «Description statistique des systémes non-linéaires»
DEA Physique Statistique et Phénoménes Non-Linéaires
Ecole doctorale de Physique fondamentale et astrophysique
12 h., 1998-2002, &s-Lyon

— cours magistral «Analyse numérique»
Master M1 du IMD des Sciences de la Matiere deNE-Lyon
30 h., depuis 1999

— cours al'école d'été «Turbulence : Measurements and Signals»
Institut d’Etudes Scientifiques de Cargésa,RS
3 h., 2002, Cargéese

— cours a I'école de physique stellaire d’Aussois
«Dynamique des fluides stellaires et simulations numeériques associées»
centre Paul Langevin, RS
3 h., 2004, Aussois

— cours magistral «Hydrodynamique»
Master M2 du IMD des Sciences de la Matiere de NE-Lyon
20 h., depuis 2004



175

Encadrements d’étudiants

— CHRISTOPHEKOUDELLA, doctorant au laboratoire de physique deN¥Lyon (1995-1999) sous
la direction de Chantal Staquet, puis post-doctorant am» de l'université de Cambridge (Angle-
terre). Nous avons mené ensemble une étude théorique et numériqueymanasique de cascade de la
turbulence. Ce travail a conduit a une publication dahgsical Review Lettelesn 2001.

— BRUNO GILLES, doctorant au laboratoire de physique deN¥Lyon (1997-2001) sous la di-
rection de Christophe Coste. En marge du travail de thése de Bruno Gilesamons mené une étude
expérimentale et numérique sur le phénomeéne de voite dans un milieu gebisdimensionnel. Ce
travail a conduit & une publication daRbysical Review Lettersn 2004.

— NicoLAS MORDANT, doctorant au laboratoire de physique deN¥Lyon (1998-2001) sous la
direction de Jean-Francois Pinton. J'ai participé a I'encadrement déda tte Nicolas Mordant sur la
mesure Lagrangienne en turbulence. Il a été question d’analysesigtate des mesures expérimentales
obtenues par Nicolas, et de les comparer aux résultats de mes simulationsqnaméCe travail a
conduit & plusieurs publications collégiales: deux articles parus Ehysical Review Letter&002-
2003), un article dandournal of Statistical Physic€003) et un article dansew Journal of Physics
(2004).

— LAURENT CHEVILLARD, doctorant au laboratoire de physique deN¥Lyon (2001-2004) sous
la direction d’Alain Arnéodo. J'ai participé a I'encadrement de la thesealeent Chevillard. Nous
avons travaillé ensemble sur la description théorique des corrélations skevitie turbulence. Un article
en collaboration avec Bernard Castaing est considéré pour publicatisfdropean Physical Journal
B (2004).

Participation a un jury de thése

— thése d’ANTOINE MOREAU: «étude du mélange de scalaires en écoulement turbulent
et application a la modélisation des petites échelles»
directeur de thése : Jean-Pierre Bertoglio
soutenu le 20 Décembre 2002 & I'Ecole Centrale de Lyon

Referee

— pour les journaux a comité de lectukthysical Review Letter$hysical Review EPhysics of
Fluids; Canadian Journal of Physic&uropean Physical Journal B

Contrats, financements

— Bourse Bonus-Qualité-Recherche inter-établissements
projet: «Modélisation de la viscosité sous-maille prés d'une paroi solide,
en simulation numérique des grandes échelles de la turbulence»
entre le laboratoire de physique deNELyon (porteur de projet: E. EVEQUE)
et le laboratoire de mécanique des fluides et acoustique
de I'Ecole Centrale de Lyon (porteur de projet: J.-RRBOGLIO)
6.000 Euros pour chaque laboratoire, 2004
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— Partenaire du contrat Région Emergence «Acoustique et vibrations»
responsable : C. BJDET, université Joseph Fourier, Grenoble
2286 Euros (15.000 F) par an, 2001-2003

— Bourse A1 Jeunes Chercheurs dueMRT «Télétrafic informatique et turbulence»
responsables du projet: PBRY (équipe traitement du signal du laboratoire)
et E. LEVEQUE (équipe physique non-linéaire, hydrodynamique et turbulence)
400 000 F, 1999-2002

— Heures de calcul sur calculateur parallé&de ISP3 et S24 du QNES, Montpellier :
— 6000 h en 2001, 10.000 h en 2002, et 10.000 h en 2003
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