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1 Introduction

On s’intéresse ici a la notion de bel ordre, définie dans la premiere section.
Le début du rapport donne des exemples arithmétiques, pour avoir une intui-
tion de ce qu’est un bel ordre : comment trouver un bel ordre sur un produit,
ou sur un ensemble de parties?
On s’intéresse ensuite aux beaux ordres sur les graphes, et plus particulierement
a la relation de mineur. Cette notion a permis des avancées énormes dans la
théorie des graphes, en permettant par exemple de caractériser simplement
de nombreuses familles de graphes. On verra qu’elle induit également des
beaux ordres

On verra enfin comment ces résultats sur les graphes peuvent avoir des im-
plications en algorithmie.

2 Définition et caractérisations

2.1 Définition des beaux ordres

Définition 1 Soit (X, <) un ensemble ordonné. < est un bel ordre sur X si
V(z,) e XN, Fi<jim <z

Exemple : 'ordre usuel est un bel ordre sur N, mais pas sur Z ni sur R.

Remarque : Dans la plupart du cas, il suffit que < soit un préordre, on
n’utilisera pas la propriété d’antisymétrie dans les preuves.

Définition 2 (x,) € X" est une antichaine si ¥ i,j : x; non comparable a
T
2.2 Autres caractérisations

Théoreme 1 Voici deux autres caractérisations des beauz ordres :
@ De toute suite on peut extraire une sous-suite croissante
@ [l n'existe ni antichaine infinie, ni suite strictement décroissante

Démonstration du @




La condition est clairement suffisante : si on peut extraire une sous-suite
croissante, on a a fortiori deux indices 7 < j tels que z; < z;

On suppose maintenant que ’on a un bel ordre < sur X.

Soit (z,) € XV

On peut trouver deux suites croissantes (i,), (jn)nen avec i, < j, tels que
x;, < xj, : une fois trouvés i, et j,, on considere la suite (z)x>;,, le fait que
< soit un bel ordre sur X nous donne l'existence de 7,11 €t j,i1.

On réitere cette opération sur la suite (j,) a la place de (z,), ce qui nous

donne une infinités de triplets x;, < z;, < x,, ou les k,, sont extraits de (j,)
En poursuivant, on construit une suite croissante extraite de (z,,).

Démonstration du @

1l est évident que si V(z,) € XN, 34 < j: 2; <z, alors il n’y a aucune
suite strictement décroissante ni antichaine infinie.
On suppose donc qu’il n’y a ni suite strictement décroissante, ni antichaine
infinie dans X".
Soit (z,) € X" telle que Vi < j,x; £
Soit
E={ieN/3j>i:x;>uz;}

N\ E est fini, sinon (,),en g est une antichaine infinie.

Il existe donc iy € E avec i > max N\ F
Soit B/ ={i € E/i > iy}

f: B — F
i +— min{j >i,x; > z;}
f est bien définie, on définit la suite (i,) € E™ par ip,y1 = f(in).
(in) est strictement décroissante, il y a contradiction.

Soit

Une telle suite (z,,) n’existe donc pas, on a un bel ordre sur X.



3 Théoremes sur les beaux ordres

3.1 Bel ordre sur un produit

Théoréeme 2 Soit (X,<) un ensemble muni d’un bel ordre, alors Vk €
N,l’ordre composante par composante<. est un bel ordre sur X*.

Démonstration

Soit (z,) € (XF)N avec x,, = (x}, 22, - 2F).

< est un bel ordre sur X donc il existe o; : N — N injective croissante
telle que (z,,,) est croissante.

De méme, en partant de (a:il(n)) , il existe oo : N — N injective croissante
telle que (ng(Ul (n))) €st croissante

On définit ainsi 0 = o, 0--- 0 09 0 07 telle que V1 < p < k, (azg(n)) est
croissante (une sous-suite d’une suite croissante est croissante).
Cela revient a dire que Vn € Nag,y <. zo(n + 1)

On a donc extrait une sous-suite croissante de (z,) pour lordre <., <. est
bien un bel ordre sur X*.

3.2 Bel ordre sur les parties finies
3.2.1 L’inclusion

Si < est un bel ordre sur X, on peut se demander si C est un bel ordre
sur les parties finies de X.

Un contre-exemple simple nous permet d’affirmer que ce n’est pas le cas :
({n})nen est une suite d’éléments non comparables.

Il faut donc chercher plus loin pour trouver un bel sur les parties finies d’un
ensemble bien ordonné.



3.2.2 Lemme de Higman

Théoréme 3 Soit X un ensemble muni d’un bel ordre <, et X<¥ [’ensemble
des parties finies sur X.

On munit X< de la relation A <, B s’il existe une injection f : A — B
telle que Va € A, f(a) < a. Alors cette relation <, est un bel ordre sur X<“.

Démonstration

Définition :On dira d’une suite (u,) qu'elle est mauvaise si Vi < j, u; %
Uj.

On suppose que <, n’est pas un bel ordre.
Il existe donc des mauvaises suites.

On construit (A,,) mauvaise suite minimale : on prend Ay de telle maniere

qu’il n’existe aucune mauvaise suite avec comme premier élément une partie
B tel que |B| < |Ay].

En supposant Ay, ---, A, construits, on prend A,,; de maniere a ce qu’il
n’existe aucune mauvaise suite commengant par Ag,---, A,, B avec |B| <
|An+1|'

Vie N, A; # 0 car VA € X<v 0 <, A.

On peut donc écrire A; = B; U a; avec |B;| = |A;| — 1.
< est un bel ordre sur X donc on peut extraire (a,(,)) croissante,o injective
croissante.

Si (Bs(n)) n'est pas mauvaise, 3i < j : B,4) <, Bs(j), or cela implique
Asiy <p As(j) ce qui est absurde car (A,) est mauvaise.
(Bo(ny) est donc mauvaise.

On sait que o(0) > 0, car si 0(0) = 0, hypothése de minimalité de Ay
est contredite par la mauvaise suite (By)).

Soit u = (AQ, Al, ce 7Aa(0)—17 BJ(Q), Bg(l), . )

On suppose que u n’est pas mauvaise.

Les suites (A,) et (By(,)) sont mauvaises donc 3 < j : A; <, Bj, or cela
implique A; <, A;, ce qui est absurde car (A,,) est mauvaise.
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La suite u est donc également mauvaise, ce qui contredit la minimalité de

As(0)

C’est absurde, il n’existe donc pas de mauvaise suite dans X <“, <, est donc
un bel ordre.

4 Graphes

4.1 Sous-graphes connexes

Théoreme 4 La relation de sous-graphe connexe n’est pas un bel ordre sur
les graphes finis

Démonstration : Si on note C,, le cycle a n éléments, la suite (Cy,),>3 ne
contient pas deux éléments comparables.

Théoreme 5 La relation de sous-graphe connexe n’est pas un bel ordre sur
les arbres finis

Démonstration :
si on nomme A,, I’arbre suivant :

‘\_V e

n arétes

La suite (A,,)nen est une antichaine pour la relation de sous graphe connexe,
cette relation n’est donc pas un bel ordre sur les arbres finis.

4.2 Mineur et mineur topologique

Définition 3 On dira qu’'un graphe H est un mineur d’un graphe G si H
peut étre obtenu a partir de G en utilisant ces 3 opérations autant de fois que
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nécessaire :

— suppression d’une aréte
— suppression d’un sommet
— fusion de deux sommets v0isins

Exemple :Le premier graphe est un mineur du second.

O O

Définition 4 Un graphe K est une subdivision d’un graphe G si K peut étre
obtenu de G en remplagant chaque aréte [x;y] de G par une xy-chaine P,
de tel sorte que dans H, tous les sommets internes de P, soient de degré 2.

Définition 5 Un graphe H est mineur topologique d’un graphe G s’il existe
un sous-graphe K de G qui est isomorphe a une subdivision de H. On notera
H <, G.

Exemple : H mineur topologique de G = H mineur de G.
En effet, prendre un sous-graphe et contracter une chaine sont des opérations
autorisées par la définition des mineurs.

4.3 Théoreme de Kruskal

Théoreme 6 La relation de mineur topologique est un bel ordre sur les
graphes finis.

Démonstration : Elle est similaire a la démonstration du lemme de Hig-
man : on suppose que <;,, n’est pas beau, puis on considére une mauvaise
suite minimale, et on montre qu’il y a contradiction.
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Remarque : Le lemme de Higman est une conséquence du théoreme de
Kruskal

4.4 Théoreme des mineurs de Robertson et Seymour

Théoreme 7 La relation de mineur est un bel ordre sur les graphes finis.

Ce théoreme a longtemps été une conjecture, formulée en 1937 par le
mathématicien allemand Klaus Wagner.
Il a été prouvé par Neil Robertson and Paul D. Seymour par une série d’ar-
ticles totalisant plus de 600 pages, et dont la publication s’étale de 1983 a
2004.

4.5 un contre-exemple

Si on affaiblit un peu les hypotheses du théoremes de Robertson et Sey-
mour, celui-ci devient faux :

Théoreme 8 La relation de mineur topologique n’est pas un bel ordre sur
les graphes finis

Démonstration : La suite de graphes suivante est une antichaine pour <,

™.

Il est facile de vérifier qu’aucun de ces graphes n’est mineur topologique
d’un autre : prendre un sous-graphe détruit la structure de base, et les
seules chaines contractables sont les chaines de 3 arétes extérieures, qui
sont présentes dans tous les graphes de la suite et ne peuvent donc pas étre
contractés.



En revanche, on voit bien que chaque graphe est mineur du suivant, en
contractant une aréte horizontale, cette chaine n’est donc (heureusement)
pas un contre-exemple au théoreme de Robertson et Seymour.

4.6 Les mineurs interdits

Théoreme 9 Une classe de graphes C est close par mineur si et seulement
s’il existe une famille finie de graphes G, Ga, -+, Gy telle que

C ={G/Vi < k,G; n'est pas mineur de G}

Démonstration :
La condition est suffisante:
Soit C = {G/Vi < k, G, n’est pas mineur de G}
Alors si G € C et H mineur de G, on ne peut pas avoir G; mineur de H, car
G; serait alors également un mineur de G. C est donc bien close par mineur.

La condition est nécessaire:

Soit C close par mineur.

On considere C = {G/G ¢ C}

Soit E = {G € C/VHinC \ {G}, H £ C} ol < est la relation de mineur.
D’apres le théoreme de Robertson et Seymour, < est un bel ordre, donc F
est fini.

On note E = {G1, Gy, -+, Gy}, et on montre que les G; sont exactement les
mineurs interdits de C :

Si G > G, alors G ¢ C car C close par mineur et G; ¢ C.

Si G € C, on construit la séquence A; de la maniere suivante :

- A() - G
— Si Aj € E, on s’arréte
~ Si A; ¢ E, on choisit A;1; € C tel que A; > A, (existe par définition
de E)
< est un bel ordre, donc il n’existe pas de suite strictement décroissante, par
conséquent l'algorithme ci-dessus termine.

Il existe donc un élement de E mineur de G.
On a donc montré G ¢ C < 3JdJH e EF: H<(G



En conclusion , E caractérise bien C par ses mineurs interdits.

Exemple : (Théoreme de Kuratowski)
La classe des graphes planaires est close par mineur, il suffit de deux mineurs
interdits pour la caractériser :

4.7 Conjecture de Seymour

Seymour a conjecturé que tout graphe infini dénombrable est mineur strict
de lui-méme. Cela signifie que si GG est un graphe infini dénombrable, on peut
lui appliquer un nombre non nul de fois les opérations autorisées dans la re-
lation de mineur, et obtenir un graphe isomorphe a G.

On va montrer que cette proposition implique le théoreme de Robertson
et Seymour.

Soit (G,)nen une suite de graphes finis. On considere le graphe
¢=JaG.
n=0
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Si la conjecture est vraie, on peut appliquer a G des opérations de la définition
3 un nombre non nul de fois, et obtenir un graphe isomorphe a G, cela revient
a en appliquer a au moins 1'un des graphes de la suite, pour obtenir une suite
contenant les méme éléments, pas forcément dans le méme ordre.
Soit ¢ 'indice d'un graphe qui a été modifié.
Deux cas sont possibles :
— G; a completement disparu
Cela signifie quun graphe isomorphe a G; est présent ailleurs dans la
suite, qui n’est donc pas mauvaise, puisqu’elle contient deux éléments
identiques.
— (; est réduit en H; < G;.
H; est présent ailleurs dans la suite, donc ce n’est pas une antichaine.
Dans les deux cas, la suite de graphes n’est pas une antichaine pour <.
Il reste a montrer qu’elle n’est pas strictement décroissante.
On note ug = |Vg| + |Eq|.
Alors si G > H, ug > uy d’apres la définition des mineurs. Une suite stricte-
ment décroissante d’entiers naturels n’existe pas, donc (G,) ne peut pas étre
strictement décroissante.

Si la conjecture de Seymour est vraie, < est bien un bel ordre sur la classe
des graphes finis.

5 Conclusion

L’etude des beaux ordres dans le cas des graphes, plus particulierement
pour la relation de mineur, a récemment beaucoup avancé. Le plus résultat
le plus profond est le théoreme de Robertson-Seymour, qui comme on I’a vu
permet entre autres de caractériser toute classe de graphes close par mineur.

Ces recherches s’appliquent également en informatique, notamment grace

a l'existence d’un algorithme polynomial pour déterminer si un graphe fixé
H est mineur d’un graphe GG donné en entrée.
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