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Introduction

Ce rapport tente de présenter un grand nombre de résultats sur les matroides
de maniére synthétique. Pour ce faire beaucoup de propositions ne sont pas dé-
montrées, cependant les démonstrations de ces propositions ne font pas appel a des
techniques trés intéressantes ni ne représentent de véritables défis. Ces démonstra-
tions ne font généralement appel qu’a des techniques classiques de manipulation
des ensembles (passage au complémentaire, intersection,...). L’absence de ces dé-
monstrations n’est donc probablement pas trop génante pour le lecteur.

La section 1 du rapport introduit les notions de base de la théorie des matroides
(et contient la quasi-totalité des propositions non-démontrées) tout en montrant
qu'un matroide peut étre caractérisé de nombreuses fagons et que la classe des
matroides elle-méme peut étre définie de nombreuses maniéres.

La section 2 présente quelques opérations importantes sur les matroides qui
nous permettent de prouver le Théoréeme d’intersection des matroides qui est le
principal résultat présenté dans ce rapport.

Enfin, la section 3 permet de montrer trois exemples de matroides ainsi qu'une
application de I’équivalence des définitions des matroides et une application du
Théoréme d’intersection des matroides.



1 Définitions

1.1 Définitions principales

Définition 1.1.1. Un matroide M est un couple (E,3) ot E est un ensemble fini
et J est une famille de parties de E (appelé ensemble des indépendants) tel que :
- (P11)J# o
- (PI12) Si A CAetAeT, alors A€l
(propriété d’hérédité)
- (P13) Si A,B €T et|A|l <|B|, alors 3b € B\ A tel que AU{b} €T
(propriété d’échange des indépendants)

Définition 1.1.2. Un couple (E,J) ot E est un ensemble fini et J est une famille
de parties de E tel que J vérifie (P11) et (P12) est appelé systéeme héréditaire.

Proposition 1.1.1. Un systeme héréditaire est un matroide si et seulement si il
vérifie : (P13’) (St A C E, alors tous les sous-ensembles de A, indépendants et
mazximaux pour l'inclusion, ont le méme cardinal).

Définition 1.1.3. (dépendants, circuits et bases d’un systéme héréditaire)
— L’ensemble des dépendants ® est l’ensemble complémentaire de [’ensemble
des indépendants.
— L’ensemble des circuits € est [’ensemble qui contient tous les dépendants
mainimaux pour l'inclusion.
— L’ensemble des bases B est l’ensemble qui contient tous les indépendants
mazimaux pour linclusion.

Proposition 1.1.2. Toutes les bases d’un matroide M ont le méme cardinal (ap-
pelé rang de M ).

Définition 1.1.4. (fonction de rang)

Soit M = (E,J) un systéme héréditaire.

La fonction de rang r de M est la fonction de P(E) dans N telle que :
r(A) =max{|B| | BC A et B € J}.

Définition 1.1.5. (opérateur de cloture)

Soit M = (E,J) un systéme héréditaire.

L’opérateur de cloture o de M est la fonction de P(E) dans P(E) telle que :
o(A)={z e E| r(AU{z}) =r(A)}.

Proposition 1.1.3. Soit M = (E,J) un matroide.
VACFE,0(A)=AU{z e E\A|3dBe¢,BC AU{x} et x € B}.

Proposition 1.1.4. Soit M = (E,J) un matroide.
VAC E,r(c(A4)) =r(A).



Définition 1.1.6. (ensembles couvrants, ensembles clots et hyperplans d’un sys-
téeme héréditaire)
— L’ensemble des ensembles couvrants S est [’ensemble qui contient toutes les
parties A de E telles que : 0(A) = E.
— L’ensemble des ensembles clots (ou sous-espaces) § est l'ensemble qui contient
toutes les parties A de E telles que : o(A) = A.
— L’ensemble des hyperplans H est l’ensemble qui contient toutes les parties
propres de E closes maximales.

Définition 1.1.7. (sur-bases et hypobases d’un systéme héréditaire)
— L’ensemble des sur-bases & est [’ensemble qui contient toutes les parties A
de E telles que : 4B € B, B C A.
— L’ensemble des hypobases $) est I’ensemble qui contient toutes les parties A
de E telles que : VB € B,B ¢ A etVa € A,3B€ B, BC A+a.

Proposition 1.1.5. Soit M un matroide.
- Sy =6y
~Hy=9%um

1.2 Deéfinition d’un matroide par ses bases

Définition 1.2.1. Un matroide M est un couple (E,B) o E est un ensemble fini
et B est une famille de parties de E (appelé ensemble des bases) tel que :
- (PB1)B # o
- (PB2) Si A C Aet Ae B, alors A" ¢ B
(propriété de mazximalité)
- (PB3) SiA,Be®B etac A\ B, alors Ib € B\ A tel que (A—a+0b) €B
(propriété d’échange des bases)
L’ensemble des indépendants J de M est alors ’ensemble des sous-ensembles
d’un ensemble de *B.

Proposition 1.2.1. La définition 1.2.1 est équivalente a la définition 1.1.1.

1.3 Définition d’un matroide par sa fonction de rang

Définition 1.3.1. Un matroide M est un couple (E,r) ot E est un ensemble fini
et r est une fonction de P(E) dans N (appelée fonction de rang) telle que :
- (PR1)VACE,0<r(A) <|A]
- (PR2)VB C E,VYAC B,r(A) <r(B)
- (PR3)VA,BC E.r(AUB)+r(ANB) <r(A) +r(B)
(propriété de sous-modularité)



L’ensemble des indépendants J de M est alors I’ensemble des parties A de E

telles que : r(A) = |A|.

Proposition 1.3.1. La définition 1.3.1 est équivalente a la définition 1.1.1.

1.4 Définition d’'un matroide par ses circuits

Définition 1.4.1. Un matroide M est un couple (E,&) o E est un ensemble fini
et € est une famille de parties de E (appelé ensemble des circuits) tel que :
- (PCi1) € # {o}
- (PCi2) SiC CC' et C€C, alorsC' ¢ €
(propriété de minimalité)
- (PCi3) Si A,B €€ A# B etaec AN DB, alors (AU B) — a contient un
circutt
(propriété d’élimination faible)
L’ensemble des indépendants J de M est alors I’ensemble des parties de E telles
qu’aucun élément de € n’est inclus dedans.

Proposition 1.4.1. La définition 1.4.1 est équivalente a la définition 1.1.1.

Remarque : La définition faisant appel aux circuits a été placée aprés celle
faisant appel au rang car 'utilisation de (PR3) facilite la démonstration de (PCi3).

Proposition 1.4.2. Soit M = (E,*B) un matroide.
SiA,BeB etac A\ B, alors 3b € B\ A tel que (B+a—0b) € B.

Démonstration. Par (PCi3) B + a ne contient qu’un unique cycle C, or A ne
contient pas de cycle, donc 3b € (B\ A)NC. Donc (B + a — b) ne contient pas de
cycle et a le cardinal d’une base, par conséquent (B + a — b) est une base. O

1.5 Définition d’un matroide par son opérateur de cléture

Définition 1.5.1. Un matroide M est un couple (E,c) o E est un ensemble fini
et o est une fonction de P(E) dans P(E) (appelé opérateur de cloture) tel que :

- (PCl1)VAC E,ACo(A)

- (PCl12)VB C E,VAC B,o(A) C 0(B)

- (PC13)VAC E o(c(A)) =0d(A)

- (PCLl})Va,be E,NC C E,sia€oa(CU{b})\c(C) alorsbe a(CU{a})

(propriété d’échange de Mac Lane—Steinitz)

L’ensemble des bases B de M est alors l’ensemble des ensembles couvrants

minimauz de E.

Proposition 1.5.1. La définition 1.5.1 est équivalente a la définition 1.2.1.



Algorithm 1 Algorithme glouton A
Entrée : (E,J), w
Trier les éléments de E par poids décroissant.
A+ 0
for i =1 to |E| do
if AU{e;} €7 then
end if
end for
return A

1.6 Définition algorithmique d’un matroide

Définition 1.6.1. (probleme de l’ensemble pondéré maximal)

Soit un couple (E,3) ou E est un ensemble fini et J est une famille non vide de
parties de E.

Soit w une fonction de poids de E dans N.

On définit alors W : P(E) — N par :

VX CE, W(X)=> wx)

rzeX
Trouver un élément A de J qui maximise W sur J.

Définition 1.6.2. Un matroide M est un couple (E,J) ot E est un ensemble fini
et J est une famille non vide de parties de E (appelé ensemble des indépendants)
tel que : V(w : E — N), A(M,w) est une solution du probléeme de [’ensemble
pondéré mazximal (avec A 'algorithme glouton).

Proposition 1.6.1. La définition 1.6.2 est équivalente a la définition 1.1.1.

2 Opérations sur les systémes héréditaires

Définition 2.0.3. (Restriction)

Soit M = (E,J) un systéme héréditaire et A une partie de E.

MIA = (A, Tpp4) (avee Tppigq = {{3 C A | B € 3J}) est appelé réduction de M
par A (et est obtenu en supprimant A).

Définition 2.0.4. (Contraction)

Soit M = (E,6) un systéme héréditaire et A une partie de E.

M.A= (A6 4) (wec Sy 4 ={BCA|(BUA) € &}) est appelé contraction
de M par A (et est obtenu en contractant A).



Définition 2.0.5. (Mineur)

Soit M et M’ deux systéemes héréditaires.

Si M’ est obtenu a partir de M par une suite d’opérations de restriction et de
contraction alors M’ est appelé mineur de M.

Définition 2.0.6. (Dual)
Soit M = (E,B) un systéme héréditaire.
M* = (E,B") (avec B* ={B C E | B € B}) est appelé dual de M.

Lemme 2.0.2. Soit M = (E,*B) un systéme héréditaire.
1. (M)*=M
2.7 ={SCFE|Se€6G}et& ={ICE|I€7}
3. C={HCE|HecH}etH ={CCE|Cec¢}

Théoréme 2.0.3. (Whitney, 1935)
Soit M = (E,r) un matroide. )
M* = (E,r*) est un matroide et VA € E,r*(A) = |A| — (r(E) —r(A)).

Démonstration. (PB1) et (PB2) sont clairement vraies pour M™.

Soient B et B’ dans B* et e € B\ B'.
e€ B'\ Bdonc3f € B\ B, (B+e— f) €D (par la proposition 1.4.2).
Donc f € B'\ Bet (B—e—+ f) € B*, don (PB3). M* est donc un matroide.

Soit A C F et I un coindépendant (indépendant de M*) maximal inclus dans
A.
r*(A) = r*(I) = |I] et par le lemme 2.0.2, I est le plus petit ensemble contenant
A et une base de M. B
Etant donné que I peut étre construit a partir de A en complétant un indépendant
maximal de A pour obtenir une base, on a : [I| — [A] = r(E) — r(A). )
Done 7*(A) = 1] = |A] - (JA] - 1)) = [A] - ([T| - |A]) = |4] - (r(E) - r(A)) ©

Proposition 2.0.4. Les opérations de restriction et de contraction commutent.

Proposition 2.0.5. Soit M = (E,J) un systéme héréditaire et A une partie de
E.

La restriction et la contraction sont des opérations duales :

(M.A)* = (M*|A) et (M|A)* = (M*.A).

Démonstration. B
IMAr={BCA[A\BEeG) g} ={BCA[(A\B)UA€E &)}
={BCA|BeGyt={BCA|BeIyt=0y4 0



Théoréme 2.0.6. Soit M = (E,r) un matroide et A une partie de E.

1. M|A est un matroide et VB C A, 7 )5 4(B)
2. M.A est un matroide et YB C A, 75 4(B)

v (B).
T’M(B UA) — T’M(A)

Démonstration. (1) est immédiat par définition.
En utilisant la dualité et le théoréme 2.0.3 on obtient que M.A = (M*[A)* est un
matroide et VB C A, 75 A(B) =7y (BUA) —rpr(A). O

Théoréme 2.0.7. Théoréeme d’intersection de matroides (Edmonds, 1970)
Soient My = (E,J;) et My = (E,J3) deux matroides.

maz{|I| | I € 31N 3Tz} =miny-p{ri(4)+r(A)}.

Démonstration. (Seymour, 1976)

Montrons d’abord I'inégalité maz{|I| | I € 31 N To} < min g p{ri(A) +r2(A)} :
Soit I € J; N Ty et A une partie de E.

Posons I; = INAet Iy =1NA.

I est un indépendant de M inclus dans A et I, est un indépendant de M5 inclus
dans A, d’oti : |I1] < 71(A) et |I5] < ro(A), done 1] = |I1] + |[I2] < r1(A) +172(A).

Pour obtenir I’égalité on fait une induction sur la taille de E.
Le cas |E| = 0 est trivial.
Supposons maintenant que |E| > 0.

Premier cas : 3, N7, = {2}
Prenons A I'ensemble des éléments a de F tels que {a} ¢ J,.
On a alors : max{|I| | I € 31N To} =0=r1(A) +ra(A).

Deuxiéme cas : J; N Jy # {&}
Prenons e € E tel que {e} € J; N J,. )
Posons B = E — e et k =min g p{r1(A) +r2(A)}.

Supposons par ’absurde que M, et My ne possédent pas d’indépendant com-
mun de taille k.

Alors M4 |B et Ms|B n’ont pas d’indépendant commun de taille k, et M;.B et
M.B n’ont pas d’indépendant commun de taille £ — 1. Par hypothése d’induction
et par le théoréme 2.0.6 on obtient alors :

dX C B,r(X)+r(B\X) <(k—-1)
Y CB (Y +e)—1+r((B\Y)+e)—-1<(k-2)



Or (B\Y)+e=Y et B\ X =X +e, dott en sommant les deux inégalités :

r(X) +ra(X +e) —|:-7"1(Y +e)+ra(Y) <2k-1

Posons U = X +e et V =Y +e et appliquons la sous-modularité (PR3) de r,
a X et V, et la sous-modularité de ro a Y et U :
MXUV)+rm(XNV)+r(YUU)+r(YNU) <2k —1.

OrYNU=XUVetYUU=XnNV, donc :

2k =2 x (minygcp{ri(4) +r2(A)}) <

(Tl(X U V) +T2(X U V)) + (Tl(X N V) + TQ(X N V)) S 2k — 1.
Contradiction ! ]

Corollaire 2.0.8. Soient M, = (E,J;) et My = (E,Js) deur matroides.
max{|l| | I € Iy NTe} = min {ri(Xq)+7r2(X2)}.
{H]] 1NTp = min - {r(X) +ra(Xo)}

1UA 2=

3 Exemples de matroides

3.1 Les foréts des graphes (Whitney)

Définition 3.1.1. Soit G=(V,E) un graphe (ou multigraphe) non orienté.
M(G)=(E,3) (avec A €T si (V,A) ne posséde pas de cycles) est appelé matroide
cyclique du graphe G.

Proposition 3.1.1. Soit G=(V ,E) un graphe (ou multigraphe) non orienté.
M(G) est un matroide.

Théoréme 3.1.2. L’algorithme de Kruskal cherchant un arbre couvrant de poids
maximal est correct.

Démonstration. Par les propositions 3.1.1 et 1.6.1. O]

Définition 3.1.2. Soit M un matroide.
Si il existe un graphe (ou multigraphe) G non orienté tel que M = M(G) alors M
est appelé matroide graphique.

Proposition 3.1.3. Soit G=(V,E) un graphe (ou multigraphe) non orienté.

— Les circuits de M(G) sont les cycles de G.
— Les bases de M(G) sont les réunions des arbres couvrant les composantes
connezes de G.



Proposition 3.1.4.

Soit G=(V ,E) un graphe (ou multigraphe) non orienté et v € V.

Soit A l’ensemble des arétes de G qui ne sont pas reliées a v.

M(G)|A = M(G —v) (avec G — v le graphe obtenu a partir de G en supprimant
v).

Proposition 3.1.5.
Soit G=(V ,E) un graphe (ou multigraphe) non orienté et e € E.
M(G)|(E—e) = M(G—e) (avec G—e le graphe obtenu a partir de G en supprimant

e).

Proposition 3.1.6.
Soit G=(V,E) un graphe (ou multigraphe) non orienté et e € E.
M(G).(E —e) = M(G.e) (avec G.e le graphe obtenu a partir de G en contractant

e).

Théoréme 3.1.7. Soit G=(V,E) un graphe (ou multigraphe) non orienté.

- Si M7 est un mineur de M(QG) alors il existe un mineur G’ de G tel que

M = M(G).
—- St G’ est un mineur de G alors il existe un mineur M’ de M(G) tel que
M = M(G).
Démonstration. Par les propositions 3.1.4, 3.1.5 et 3.1.6. O

Il est possible de pousser plus loin les liens entre un graphe et son matroide
associé en montrant que le dual du matroide associé a un graphe planaire est le
matroide associé au dual du graphe planaire. Enfin, on peut montrer qu’un graphe
est planaire si et seulement si le dual de son matroide associé est graphique.

La notion de mineur d’un matroide permet également d’obtenir d’autres résul-
tats comme la caractérisation par mineurs interdits de classes de matroides stables
par mineurs (a U'instar de ce qui se fait pour les graphes).

3.2 Les familles libres de vecteurs (van der Waerden)

Définition 3.2.1. Soit A un ensemble de vecteurs.
On note Gen(A) l’espace vectoriel généré par A.

Définition 3.2.2. Soit E un ensemble fini de vecteurs.
M(E)=(E3) (avec A € T si A est une famille libre incluse dans E) est appelé
matroide vectoriel de E.



Proposition 3.2.1. Soit E un ensemble fini de vecteurs.
M(E) est un matroide.

Proposition 3.2.2. Soit E un ensemble fini de vecteurs.

— Les dépendants de M (E) sont les familles liées incluses dans E.

— Les bases de M(E) sont les bases de Gen(E) incluses dans E.

— Soit AC E, le rang de A est la dimension de Gen(A).

~ Soit ACFE, 0(A) =Gen(A)NE.

— Les ensembles couvrants de M (E) sont les familles génératrices de Gen(E)
incluses dans E.

— Les ensembles clots A de M (E) sont les familles de vecteurs de E telles que
A=Gen(A)NE.

— Les hyperplans A de M(E) sont les familles de vecteurs de E telles que
A=Gen(A)NE etVee E\ A, Gen(A+e) = Gen(F).

Comme nous venons de le voir, il existe un lien trés fort entre les familles finies
de vecteurs et la structure de matroide. Ce lien persiste également quand on ne
considére plus des familles finies mais des espaces vectoriels de dimension finie. On
fait alors appel a la notion de matroide de taille infinie qui conserve la plupart des
propriétés des matroides de taille finie.

3.3 Les couplages des graphes bipartis

Définition 3.3.1. Soit E un ensemble fini et (E, ..., Ex) une partition de E.
M((E,(Ey,...,Ey)) = (E,J) (avec A €T siVi,|ANE;| < 1) est appelé matroide
de partition de E induit par (E4, ..., Ey).

Proposition 3.3.1. Soit E un ensemble fini et (E4, ..., Ey) une partition de E.
M((E,(E, ..., EL))) est un matroide.

Théoréme 3.3.2. (Kinig-Egervary, 1931)
Dans un graphe biparti, les plus grand couplages ont la méme taille que les plus
petites couvertures par sommets.

Démonstration. Soit G = (X; U X9, E') un graphe biparti. Soit « la taille d’un
couplage maximum de G et § la taille d’'une couverture par sommets minimum de

G.

Posons k = | X| et n = |Y|.
Notons P, = (Fj1,...,E}) (resp. P, = (E3,..., E?)) la partition de E telle que
Vi < k, El1 (resp. Vj < n, E?) est 'ensemble des arétes dont une des extrémités est
1

x} (resp. 7).
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Posons M, = M((E,(E1,...,E}))) et My = M((E, (E3, ..., E?))).

D’apreés la proposition 3.3.1, M et M5 sont des matroides. Par définition les
indépendants communs & M et My sont les couplages de G.
Donc a = max{|I| | I € 31N Tz}

Soient Ay, Ay C E, r;(A;) est égal au nombre de sommets de X; incidents aux
arétes de A;. Par conséquent, si A; U Ay = F, alors GG posséde une couverture par
sommets de taille 71 (A1) + r2(As) (en prenant les sommets de X incidents aux
arétes de A; et les sommets de X5 incidents aux arétes de As).

De plus, si T3 U T, (avec T; C X;) est une couverture par sommets de G, alors
en prenant A; I’ensemble des arétes incidentes a T;, on obtient Ay U Ay = E et
Tl(Al) + ’I"Q(AQ) = |T1| + |T2‘
Donc g = min {ri(A;) +ra(As)}.

L (1 () + ()

Or par le corollaire 2.0.8 du Théoréme 2.0.7 d’intersection de matroides,
max{|I|| 1 €J,NTy}t = min {ri(A;)+rqe(As)}.

{111 | }AAE{()()}

1UAe=

Donc a = S. n

Comme nous venons de le voir le Théoréme d’intersection des matroides de
Edmond permet facilement d’obtenir le théoréme min-max de Konig-Egervary.
Cependant il y a d’autres résultats qui peuvent s’obtenir a partir de ce théoréme
comme par exemple le cas particulier du théoréme de Gallai-Milgram pour les
graphes orientés acycliques.
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