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Introdu
tionA
tuellement, 
omprendre 
omment l'évolution a lieu et 
omment elle permet à 
ertains 
ara
-tères de se �xer ou non dans une population représente un dé� s
ienti�que majeur. C'est pourquoide nombreux modèles de dynamique évolutive voient le jour, basés sur di�érentes appro
hes.L'évolution agit sur des populations, il est don
 important de modéliser 
es populations pour
omprendre 
omment l'évolution a lieu. L'organisation et l'ar
hite
ture d'une population sontnotamment des paramètres importants à prendre en 
ompte lorsque l'on souhaite la modéliser.L'arti
le présenté i
i, [1℄, nous propose de représenter une population grâ
e à un graphe. Ce
i per-met en e�et d'apporter une information sur la façon dont la population est organisée et 
ommentles di�érents individus de 
ette population sont reliés les uns aux autres.La question 
entrale à laquelle ont 
her
hé à répondre les auteurs est la suivante : quelle est laprobabilité pour un mutant de se �xer dans la population étudiée ? 1.1 Le pro
essus de MoranLes individus de la population sont représentés par les sommets d'un graphe G, pour 
om-men
er on n'introduit pas d'arêtes. On 
onsidèrera par la suite que la population est homogèneet de taille N.Le pro
essus d'évolution utilisé pour faire passer la population d'un pas de temps au suivantest le pro
essus de Moran :� Un individu est 
hoisi pour se reproduire, ave
 une probabilité proportionnelle à sa �tness.� Un autre individu est aléatoirement 
hoisi pour mourir.� Le des
endant du premier prend la pla
e du se
ond sur le graphe.La �tness (valeur séle
tive, su

ès reprodu
teur ou valeur adaptative) dé
rit la 
apa
ité d'unindividu à se reproduire. On peut évaluer la �tness d'un individu par son nombre de des
endantsà la génération suivante2. Dans notre modèle, la �tness des individus résidents est 1, tandis que
elle des individus mutants est r. On a alors une probabilité de �xation pour un mutant dans unepopulation de taille N :
ρ1 =

1 − 1
r

1 − 1
rNCette formule fait apparaitre deux phénomènes : la séle
tion naturelle3 
ar un mutant dont la�tness est élevée aura une plus grande 
han
e de se �xer dans la population. Mais aussi la dérive4,
ar la �xation d'un mutant avantagé n'est pas garantie.1En biologie, la �xation d'un nouvel allèle mutant dans une population 
orrespond à l'extin
tion de toutesles lignées généalogiques ne portant pas initialement 
et allèle mutant (un allèle est une version d'un gène). Ensimpli�ant énormément, si une population est peuplée d'individus résidents de 
ouleur rouge, un mutant sera unindividu de 
ouleur bleu, 
ette 
ouleur se transmet à la des
endan
e et on 
onsiderera que le mutant s'est �xé àun instant donné si à 
et instant la population entière est bleue.2Par dé�nition, la �tness ou valeur séle
tive ω d 'un génotype 
orrespond au nombre de des
endants viables etfertiles que produit en moyenne 
haque individu de 
e génotype à la génération suivante.3De façon sommaire, la séle
tion naturelle désigne le fait que les traits qui favorisent la survie et la reprodu
tion,voient leur fréquen
e s'a

roître d'une génération à l'autre. Cela dé
oule logiquement du fait que les porteurs de
es traits ont plus de des
endants, et aussi que 
es derniers portent 
es traits (puisqu'ils sont héréditaires).4La dérive génétique est l'évolution d'une population ou d'une espè
e 
ausée par des phénomènes aléatoires,impossible à prévoir. Du point de vue génétique, 
'est la modi�
ation de la fréquen
e d'un allèle, ou d'un génotype,au sein d'une population, indépendamment des mutations, de la séle
tion naturelle et des migrations.3



Fig. 1 � Les étapes du pro
essus de MoranPour 
omplexi�er la modélisation, on ajoute des arêtes entre les sommets du graphes. L' arêtesituée entre le sommet i et le sommet j est pondérée par un poids, wij , représentant la probabilitépour un des
endant de l'individu situé sur le sommet i de se pla
er sur le sommet j (
e qui impliquela mort de l'an
ien individu au sommet j). La stru
ture du graphe, et don
 de la population, estalors dé
rite par la matri
e W = [wij ]. On note que la matri
e W est sto
hastique, en e�et lasomme de ses lignes vaut 1. On a don
 un individu i 
hoisi ave
 une probabilité proportionnelleà sa �tness pour se reproduire, puis son des
endant ira prendre la pla
e d'un individu j ave
 laprobabilité wij.2 Suppression de la séle
tionSupposons que la population est représentée par N individus alignés les uns à 
�tés des autres,et que 
haque individu 
hoisi pour la reprodu
tion pla
e son des
endant à la position dire
tementà sa droite. La seule solution pour que le mutant se �xe serait qu'il apparaisse sur le noeud leplus à gau
he de la population, et 
e quelle que soit sa �tness. La probabilité de se �xer est don
entièrement une probabilité sur l'empla
ement d'apparition du mutant : 1/N.Ce graphe ne fait don
 pas intervenir la séle
tion, et l'évolution est entièrement dirigée par ladérive. On observe 
e genre de résultat pour des graphes qui on une unique ra
ine, la probabilitéde �xation du mutant est alors égale à la probabilité d'apparaitre sur 
ette unique ra
ine, et nedépend pas de sa �tness r.On voit don
 bien que l'ar
hite
ture du graphe est dé
isive pour déterminer la façon dont vaévoluer la population.
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Fig. 2 � Population pour laquelle la probabilité de �xation ne dépend pas de r mais de la positionà laquelle se trouve le mutant (i
i pour pouvoir se �xer, le mutant doit se trouver sur le noeudbleu).3 Les 
ir
ulationsPour 
ommen
er, on dé�nit les 
ir
ulations. Une matri
e W dé�nit une 
ir
ulation si, etseulement si ∀i,
∑

j wij =
∑

j wji. On dira alors que tous les noeuds du graphe ont la mêmetempérature, en e�et un noeud est froid s'il est rarement rempla
é et 
haud s'il l'est souvent.On dira de plus qu'un graphe G est ρ-équivalent au pro
essus de Moran si, et seulement si
ρ(r,G, P,N) =

1 − 1
rP

1 − 1
rNoù ρ(r,G, P,N) est la probabilité de �xation d'un mutant de �tness r sur une population de tailleN, dé
rite par le graphe G, étant donné une population initiale de mutants de taille P.En�n, on note P les sommets du graphe G o

upés par un mutant à un instant donné.Théorème sur les 
ir
ulations : Les propositions suivantes sont équivalentes :1. Le graphe G est une 
ir
ulation.2. |P| e�e
tue une mar
he aléatoire de biais r et dont les états absorbants sont {0,N}.3. G est ρ-équivalent au pro
essus de Moran4.

ρ(r,G, P, P ′) =
1 − 1

rP

1 − 1
rP ′où ρ(r,G, P, P ′)est la probabilité pour un mutant de �tness r et de populationinitiale de taille P d'atteindre une taille de population P' sur un graphe G.Preuve :� (1) → (2) :On appelle δ+(P) (respe
tivement δ−(P)), la probabilité que la population de mutantsaugmente (resp. diminue) à un instant donné. La taille de la population mutante varierauniquement si l'arête séle
tionnée pour la pro
haine évolution de la population 
ontient unsommet appartenant à P et un autre n'y appartenant pas. Ce qui 
orrespond aux 
as oùsoit un mutant se reproduit et son des
endant prend la pla
e d'un résident, soit un résidentse reproduit et son des
endant prend la pla
e d'un mutant. On peut don
 en 
on
lure que

δ+(P) est égal au poids des arêtes sortant de P, que l'on multiplie par r :
δ+(P) =

w0(P)r

w0(P)r + wi(P)5



où w0 et wi représentent respe
tivement les sommes des poids des arêtes entrantes et sor-tantes de P.On obtient de la même manière :
δ−(P) =

wi(P)

w0(P)r + wi(P)D'où :
δ+(P)

δ−(P)
= r

w0(P)

wi(P)On a alors :
w0(P) − wi(P) =





∑

v∈Pw0(v) −
∑

e|e1,e2∈Pw(e)



 −





∑

v∈Pwi(v) −
∑

e|e1,e2∈Pw(e)





=

(

∑

v∈Pw0(v) −
∑

v∈Pwi(v)

)Où les e|e1, e2 ∈ P 
orrespondent aux arêtes dont les deux extrémités sont dans P.Or, si G est une 
ir
ulation, on a :
∑

v∈Pw0(v) =
∑

v∈Pwi(v)d'où :
∀P ⊂ V, w0(P) = wi(P)Et don
,

δ+(P)

δ−(P)
= rCe
i revient à dire que la taille de la population mutante réalise une mar
he aléatoire debiais r.� (2)→ (3) :Dé
oule dire
tement de la dé�nition du pro
essus de Moran et de la théorie des mar
hesaléatoires.� (3)→ (4) :On sait que pour deux populations initiales de mutants P et P', on a :

∀P ′ ≥ P, ρ(r,G, P,N) = ρ(r,G, P, P ′) ∗ ρ(r,G, P ′, N)D'où :
∀P ′ ≥ P, ρ(r,G, P, P ′) =

ρ(r,G, P,N)

ρ(r,G, P ′, N)

=
1 − 1

rP

1 − 1
rN

(

1 − 1
rP ′

1 − 1
rN

)−1

=
1 − 1

rP

1 − 1
rP ′Ce qui est bien le résultat désiré. 6



� (4)→ (1) :Si l'on pose P=1 et P'=2, on obtient la probabilité de se reproduire pour un mutant seuldans une population :
ρ(r,G, 1, 2) =

1 − 1
r

1 − 1
r2

=
r

r + 1On obtient alors pour un mutant seul dans la population :
∀v,

δ+(v)

δ−(v)
=

r
r+1

1 − r
r+1

= rOr, on a vu que 
ette égalité implique :
∀v,w0(v) = wi(v)Ce qui 
orrespond bien à la dé�nition d'une 
ir
ulation.Nous pouvons obtenir 
omme 
orollaire à 
e théorème :Théorème de l'isothermie : G est ρ-équivalent au pro
essus de Moran si, et seulementsi G est isotherme, 
'est-à-dire si et seulement si W est doublement sto
hastique.On a don
 vu que les 
ir
ulations permettent de modéliser des populations dans lesquelles laséle
tion et la dérive interviennent, mais 
es graphes ne permettent pas de favoriser l'un ou l'autrede 
es pro
essus d'évolution. On va don
 voir 
omment il est possible d'augmenter l'e�et de laséle
tion en modi�ant l'ar
hite
ture des graphes utilisés.4 Les super-starsCommençons par donner la dé�nition d'une super-star. Une super-star SK

L,M est formée d'unsommet 
entral vcenter, lui-même entouré de L feuilles. Une feuille l 
ontient M sommets réservoirs,notés rl,m et une 
haine de K-2 sommets alignés, de cl,1 à cl,K−2. Les arêtes d'une super-star sontde la forme (rl,m,cl,1), (cl,w,cl,w+1), (cl,K−2,vcenter) et (vcenter,rl,m). La �gure 3 nous montre desexemples de super-stars, pour K=2 et K=3. Le poids des arêtes est donné par wij = 1
d0(i) où d0(i)est le nombre d'arêtes sortant du sommet i.Les étoiles sont des 
as parti
uliers des super-stars pour lesquelles K=2. Il y a don
 un sommet
entral et N-1 sommets périphériques, tous reliés au sommet 
entral (Fig. 3a). Pour une popu-lation assez grande (N grand), on observe que la probabilité de �xation pour un mutant pla
éaléatoirement sur l'étoile est la suivante :

ρ2 =
1 − 1

r2

1 − 1
r2NLe r�le de la �tness du mutant est ampli�é par rapport au 
as des 
ir
ulations, 
ar la probabilitéde �xation ne fait plus intervenir r mais r2. Une étoile permet don
 d'augmenter la séle
tion, audétriment de la dérive. C'est à dire qu'un mutant dont la �tness sera mauvaise aura une proba-bilité de �xation très faible, tandis que si sa �tness est grande (supérieur à 
elle des résidents), ilse �xera ave
 une grande probabilité dans la population.Si l'on s'intéresse maintenant aux super-stars, on observe que l'on peut augmenter en
ore l'e�et7



Fig. 3 � a :un exemple d'étoile : K=2, L=8, M=1. b : un exemple de super-star : K=3, L=5, M=5.Les sommets oranges sont 
hauds (souvent rempla
és) et les sommets bleus sont froid (rarementrempla
és)de la séle
tion en modi�ant le paramètre K :Théorème sur les super-stars : Pour un grand nombre de feuilles et des feuilles degrande taille, la probabilité de �xation pour un mutant de �tness r sur une super-starde paramètre K 
onverge vers 
elle d'un mutant de �tness rK sur une 
ir
ulation :
lim

L,M→∞
ρ(SK

L,M ) →
1 − 1

rK

1 − 1
rKNUne ébau
he de preuve peut être trouvée sur les notes de supplément de l'arti
le [1℄.Un résultat analogue est trouvé pour les graphes en entonnoirs (funnel ou metafunnel). La�gure 4 nous montre les résultats obtenus, qui illustrent le théorème sur les super-stars.
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Fig. 4 � Résultats de simulations, probabilité de �xation pour un mutant de �tness r=1.1 surune 
ir
ulation (K=1), une étoile (K=2) et des super-stars de tailles di�érentes, en fon
tion de lataille totale de la population N. On voit que pour N grand, la probabilité de �xation augmenteave
 K.
5 Jeu de l'évolution et graphesOn a jusqu'à maintenant 
onsidéré que la �tness d'un mutant et 
elle d'un résidant étaient�xées à r et 1 respe
tivement. Or la �tness d'un individu ne dépend pas uniquement de l'individu,mais aussi de son environnement, et entre autre des individus ave
 lesquels il est en 
onta
t. Pourmodéliser 
ette variabilité, on 
onsidère que la �tness d'un individu sera le résultat d'un jeu dontla matri
e de payo� est la suivante : A BAB (

a b

c d

)Les individus de la population étudiée sont pla
és sur un 
y
le orienté, où l'individu présentsur le sommet i pla
e son des
endant sur le sommet i+1, son suivant sur le 
y
le. La �tness d'unindividu pla
é sur le noeud i peut être le résultat de l'intera
tion ave
 son voisin situé sur le noeudi+1, ou ave
 
elui situé sur le noeuf i-1. On di�éren
iera don
 4 
as :� Le 
as positif symétrique : un individu en i interagit ave
 son voisin en i+1� Le 
as négatif symétrique : un individu en i interagit ave
 son voisin en i-1� Le 
as positif anti-symétrique : un mutant en i interagit ave
 son voisin en i-1 et un résidentave
 son voisin en i+1� Le 
as négatif anti-symétrique : un mutant en i interagit ave
 son voisin en i+1 et un résidentave
 son voisin en i-1 9



Fig. 5 � Les 4 
as possibles sur un 
y
le orientéProposition : �xation sur des 
y
les orientés : Lorsque N est grand, les individusmutants vont être avantagés si b>
 (respe
tivement si a>d, a>
, b>d) dans le 
aspositif symétrique (respe
tivement négatif symétrique, positif anti-symétrique, négatifanti-symétrique).Une ébau
he de preuve est présentée dans les notes de l'arti
le [1℄.Les probabilités de �xation de la population mutante obtenues sont alors :
ρpositif,symetrique =

1 − 1
b/c

1 − 1
(b/c)N

ρnegatif,symetrique =
b(a − d)

b(a − d) + ad

ρpositif,anti−symetrique =
b(a − c)

b(a − c) + ac

ρnegatif,anti−symetrique =
b(b − d)

b2On peut remarquer que dans le 
as positif symétrique, on a la même probabilité de �xation quedans le 
as d'une 
ir
ulation, ave
 r=b/
. Le résultat (�xation ou non du mutant), dépend main-tenant de l'ar
hite
ture du graphe, du jeu qui détermine les �tness et de l'orientation.On a vu que la modélisation de l'évolution d'une population grâ
e à des graphes permetd'introduire l'ar
hite
ture de la population dans sa modélisation, ainsi que les relations entre lesdi�érents individus si l'on ajoute le jeu sur la �tness.10



On peut 
ombiner 
es deux phénomènes en appliquant par exemple le jeu de détermination de la�tness au 
as des super-stars étudié pré
édemment, on obtient dans le 
as positif symétrique laprobabilité de �xation dans une 
ir
ulation ρ1, ave
 r = b
d

(

b
c

)K−1. Cette probabilité peut s'ap-pro
her de 1 autant que l'on veut si b>
, et 
e
i indépendamment des 
onditions 
>a et d>b quiferait gagner la stratégie des mutants si le jeu n'avais pas lieu entre des individus pla
és sur ungraphe. C'est don
 bien la stru
ture du graphe, et don
 
elle de la population qui détermine quellesera la stratégie gagnante (si l'on 
onsidère le fait d'être un mutant ou non 
omme une stratégiepar analogie à la théorie des jeux).Con
lusionOn peut se demander quelle est la pertinen
e biologique de 
ette modélisation de l'évolutionave
 des graphes.[2℄ souligne l'importan
e d'une dimension spatiale dans la modélisation en é
ologie. En e�et, lessystèmes é
ologiques n'évoluent pas, 
omme pourraient le faire des réa
tions biologiques en labora-toire, dans des milieux homogènes et réguliers. Ainsi 
ertaines populations ont des 
omportementsde puits ou de sour
es [4℄, 
e qui 
orrespond aux graphes à ra
ine unique présenté pré
édemmentet pour lesquels on a vu que seule la dérive agissait.D'autre part, 
ertaines populations se 
omportent plus 
omme des super-stars. C'est le 
as de
ertaines populations de 
ellules somatiques, 
omme par exemple les 
ellules du système hé-matopoïétique [5℄, qui font intervenir des 
ellules sou
hes totipotentes 
apables de se di�éren
ieren progéniteurs, puis en pré
urseurs, pour �nalement devenir des 
ellules matures.En�n, et dans un 
adre un peu di�érent, les réseaux so
iaux peuvent être modélisés de la mêmefaçon [3℄, on peut par exemple se demander 
omment augmenter la di�usions des bonnes idées etdes innovations dans un réseaux so
ial.Toutefois, le modèle présenté reste très théorique et mérite 
ertainement d'être ajusté pour
orrespondre aux attentes des biologistes et des é
ologistes. On peut par exemple se demander
omment modéliser une population dont la taille est variable, ou en
ore dans laquelle la repro-du
tion est sexuée. Les 
hangements impliqués par l'évolution de la population ont 
ertainementun impa
t sur l'ar
hite
ture de 
elle-
i et don
 du graphe sous-ja
ent. Ces quelques questionspermettront 
ertainement au modèle proposé de s'améliorer et de se 
omplexi�er.
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