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L’'Informatique

 Usage courant :
— Utilisation de logiciels.
— Deéeveloppement de logiciels.
— Technologie.

e Sclence :
— Elaboration de connaissances universelles.
— Raisonnement logique.

— Observation/experimentation (dans certains
cas).



La science informatique

Science du calcul (dont traitement de l'information).

L'informatique theorique : fondements logiques et
mathematiques de la science informatique.

L'informatique a part ¢a :

architecture (hardware) réseaux
systemes (d’exploitation) sécurite
langages de prog compilation
bases de données intelligence artificielle

Interface homme/machine  ............
Computer science / computer engineering



L’'informatique théorique

Informatique théo. Maths & logique

néorie de la calculabilité  Logiqgue mathématique
neorie de la complexite Combinatoire
neorie des automates <> Theorie des langages

Théorie de I'information Théorie des graphes

Sémantique Interaction avec presque

Algorithmique (générale tous les domaines des
puis par domaine) maths (algebre,

analyse, probas, ...)



Questions fondamentales

* Que veut dire calculer ? (modeles de
calcul)

o Est-ce que tout est calculable (quitte a
disposer d’assez de ressources) ?
(calculabilité)

 Quand on peut calculer, de quelles
ressources a-t-on effectivement besoin
(temps, espace, ...) ? (complexite)



Des mots

Turing A\-calcul .
Hilbert
I Church
Complétude Automates
Indécidable Gédel
Babbage

Machine universelle  Récursif primitif

NP von Neumann



Histoire : il y a longtemps

Démonstrations Algo PGCD Algebre
Les Grecs Euclide Al-Khwarizmi

-2500 -600

Abaques
Babylone



Antigquité

« Abaque : instrument mecanique plan

facilitant calcul.
e Babylone -2400, Egypte, Chine, Inde,

Grece, Rome ... o
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Tablette d’argile Abaque romain
Babylone (-1800) (1er siecle)



Grece antigue

o Approche plus abstraite des mathématiques.
 Mathématiques associées a la philosophie.

* Naissance de la demonstration (Thales,
Pythagore, Hippocrate, Eudoxe, Euclide ...).



Grece antigue

o Les Eléments (13 livres) : une
synthese avec traitement

geometrie et arithmetique (def.,
axiomes, théo., démo, rigueur).

 Algorithme de calcul du PGCD

. _ . Euclide
(Livre 7) : plus ancien (-325 - -265)

algorithme non trivial connu.



Histoire : Il n'y a pas si longtemps

1610 1640 1670

Tables logarithmes Stepped Reckoner Arithmometer
Neper oo Thomas
. - Leibniz
(- regles a calcul)
Pascaline Cartes perforéees Machine différentielle
Pascal Jacquard Machine analytique

Babbage



Les premieres calculettes
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Histoire : la naissance

A-calcul Fonctions
Complétude Church  M-récursives
Godel Kleene
10°™ probléeme Programme Incomplétude .
de Hilbert de Hilbert Godel Ma_?minnegde

1900 1928 1929 1931

Z3
Zuse  Calculateur de
(1941)  Atanasoff-Berry ENIAC

(1942) Mauchly&Eckert  architecture de

(1946) von Neumann, 1947
(— EDVAC, 1949)



Problemes de Hilbert

 Au 2eme congres des
mathématiciens (1900), Hilbert
présente 23 problemes.

e 10°™ probléme : « Trouver un
procéde qui peut déterminer
par un nombre fini
d’opérations si un systeme
d’equation diophantiennes
admet une solution ou non ».

Hilbert
(1862-1943)



Programme de Hilbert

 Nouveau congres (1928) et
trois questions fondamentales
sur les mathématiques :
— Complétude ?
— Cohérence / consistance ?
— Decidabilité ?

Hilbert
(1862-1943)



Logigue mathématique

 Complétude d’une theorie mathématique :
tout énonce valide est démontrable.

e Coheéerence d'une théorie mathématique :
est-1l possible de démontrer un énonce et
sa negation ?

e Décidabilité d’'une théorie mathematique :

existe-t-il une procédure pour décider si un
énonceé est valide ou non ?



Valide / Démontrable

Ensemble d’eénoncés (regles de syntaxes)
Ensemble d’axiomes

Enoncé valide : tout modele satisfiant les
axiomes satisfait aussi I'énonce.

Enoncé demontrable (pour un systeme de
deduction fixé) . pouvant étre obtenue a
partir des axiomes avec les regles
d’'inférence du systeme (regles de
transformations syntaxiques).



De la completude

« Complétude de la logique
du premier ordre, par Godel
(1929).

« Exemples d’énonces :
Jr¥y P(z,y) — Yy3zP(z,y)
32y P(z,y) — Yy3zP(z,y)

Godel
(1906-1978)



De I'incomplétude

e Incomplétude de
I'arithmétique, par Godel
(1931).

e Dans sa démonstration,

Godel utilise une notion de
fonctions calculables.

Godel
(1906-1978)



Calculabilité

Church et Kleene
Introduisent des
définitions équivalentes
d’'une classe genérale de
fonctions calculables.

Fonctions récursives :

Church Kleene
f(0,x,y)=X (1903-1995) (1909-1994)

f(n+1,x,y)=f(n,x+y,y+2)
f(n,0,1) ?



Calculabilité

e Machine abstraite :

e Indécidabilité de I'arrét des

machines de Turing. (19T1;':T§54)

* Indécidabilité de la logique
du premier ordre.



These de Church (1943)

* Les notions de fonctions g
calculables qui ont été _, )
formalisees sont : C{‘
— equivalentes (affirmation o

demontréee mathématiguement)

— exactement la formalisation de
la notion Intuitive de calcul /
procédure / algorithme Church
(philosophie). (1903-1995)




von Neumann architecture

[ Memory

l

Arithmetic

- Logic
Copwrol 1 'unit

| Accumulator
/i x\.

Input Output
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Histoire : les temps modernes

10°™ probléme
Matiyasévitch

P=NP?

I_ Cook & Levin

1970




10°™ probléme de Hilbert

* Matiyasevitch demontre
I'indécidabilité du 10°™
probleme de Hilbert (1970).

Matiyasevitch
(1947-)



Complexite

* Problemes polynomiaux (P) : problemes
pour lesquels on peut trouver une solution
en temps polynomial, cad borné par n°ou :
— n est la taille des donneées,

— p est un exposant fixé (ne dépendant que du
probleme).

 Problemes NP : problemes pour lesquels
on peut verifier en temps polynomial si une
solution candidate est valide.



Complexite

e Conjecture introduite
simultaneément par Cook
et Levin (1970). P = NP ?

e Millenium problem (2000)
»

$ 1000000 ook L evi
e (1939-) (1948-)
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