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Anneaux, corps, polynomes et fractions rationnelles (1)

Exercice 1 Soit A un anneau. Montrer les relations 0 -a = a -0 = 0 et
(—=1)-a=a-(—1) = —a pour tout a € A.

Exercice 2 Soit A un anneau commutatif. On appelle idempotent tout
élément e € A vérifiant 2 = e.

1. On suppose que A possede un idempotent e # 0, 1. Montrer que 1 — e
est un idempotent distinct de e.

2. Montrer que les lois de A induisent une structure d’anneau sur 'idéal
Ae engendré par e. L’anneau Ae est-il un sous-anneau de A ?

3. Montrer que A est isomorphe a I'anneau produit Ae x A(1 — e).

Exercice 3 Montrer que tout anneau (commutatif) inteégre fini est un corps.

Exercice 4 Soit k£ un corps et A une k-algebre associative et unitaire. On
suppose que A est (commutative) integre et de dimension finie sur k. Montrer
que A est un corps. Le résultat subsiste-t-il si A est de dimension infinie ?

Exercice 5 Soit £ un corps et a,b deux éléments distincts de k. Montrer
que lanneau k[X]|/((X — a)(X — b)) est isomorphe a k x k (Indication :
considérer P +— (P(a), P(b))).

Exercice 6 Soit A un anneau commutatif et I, J deux idéaux de A. Montrer
que [J C INJ et donner un exemple ou I'inclusion est stricte. Montrer que
si]+J=Aalors IJ=1nNJ. Que dire de la réciproque ?

Exercice 7 Soit A un anneau commutatif et X ’ensemble de ses idéaux
premiers. Si [ est un idéal de A, on pose V(I) ={J € X; J D I}.

1. Que vaut V({0}) et V(A)?

2. Montrer que V(Illg) = V(]1> U V(IQ)

3. Montrer que {V(I),I C A} est 'ensemble des fermés d’une topologie
sur X, appelée topologie de Zariski.



4. Soit I un idéal de A. L’ensemble des idéaux premiers de A/l est en
bijection naturelle avec V(I) (pourquoi ?). Montrer qu’avec cette iden-
tification, la topologie de Zariski sur V(1) est induite par la topologie
de Zariski sur X.

5. Montrer que X est connexe si et seulement si les seuls idempotents de
A sont 0 et 1 (cf. exercice 2).

Exercice 8
1. Montrer que I'anneau End(Z") est isomorphe a M,,(Z).
2. Déterminer la structure du groupe abélien fini End(Z/2Z x Z/4Z).

Exercice 9 Soit k£ un corps. On note (e1,e3) la base canonique du k-
espace vectoriel E = k2. Soit A\, u € k. On définit une loi de multiplication
k-bilinéaire sur £ = F, , par

ef =e1, €163 = €261 = €9, e% = ey + pes.

1. Montrer que FE) , est une k-algebre associative, unitaire et commuta-
tive.

2. Pour z € E) , onnote N(z) le déterminant de 'endomorphisme y — xy
de E. Montrer que z est inversible dans E), , si et seulement si V(x) # 0.

3. En déduire que E) ,, est un corps si et seulement si le polynome X? +
uX — A n’admet pas de racine dans k.

4. On suppose ici k& = R. Montrer que si £y, est un corps alors il est
isomorphe a C.

5. En utilisant les questions précédentes, montrer que toute C-algebre
unitaire de dimension 2 est isomorphe & C x C ou a C[X]/(X?).

6. Montrer qu’il existe une infinité de Q-algebres de dimension 2 non
isomorphes (Indication : considérer les £, avec p premier).

Exercice 10 L’algebre des quaternions H est la R-algebre RORi®GRjORE
munie de la loi d’addition évidente, de la loi de multiplication R-bilinéaire
vérifiant 2 = j2 = k* = —1,ij = —ji = k, jk = —kj =i, ki = —ik = j et
admettant 1 comme élément unité.
1. Soit u = x +yi + zj + tk € H. Que vaut le déterminant de ’endomor-
phisme v +— uv de H?

2. En déduire que tout élément non nul de H est inversible dans H.

3. Trouver les éléments u € H vérifiant ©? = —1. En déduire qu’il existe
une infinité de morphismes de R-algebres de C dans H.



