Corrigé de I’examen final du 22 avril 2009
Courbes elliptiques (F. Brunault, MA2 Lyon)

Exercice
Par hypothese, il existe a € C tel que f(z) = %+0,_o(2). La fonction

22 z

elliptique g = f —agp est holomorphe sur C—A et a au plus un pole simple
en 0. Comme la somme des résidus de g doit étre nulle, on en déduit que
g est holomorphe sur C/A, donc constante. De plus, la fonction p étant
non constante, la dimension cherchée vaut 2.

Probleme

I. 1.
2.

Ona E=V(Y2Z+YZ?— X3+ X2Z).

Si (7o, y0) € E vérifie 2yg + 1 = 322 — 229 = 0 alors yy = —% et
2o € {0, 2} ce qui conduit & une impossibilité.

L’idéal maximal m de Q[E — {O}] associé & P, est engendré par x et

y. D’apres 1'équation, on a y € m?. Comme P, est lisse, la fonction
x € m — m? est une uniformisante en P,.

.Onay=a? % d’ou 'on déduit ordp, y = 2.

. La fonction g = y + 2% est régulicre sur F — {O}. Comme ordp y =

—3 et ordp 22 = —4, il vient ordp g = —4. Reste & déterminer les
zéros de g et leurs multiplicités. Si g s’annule en P = (zg,y0) € E
alors yg = —z2 et en reportant on a z3 = x5 d’ou P € {FRy, P} avec
Py = (1,-1). Comme g = 2 — y? avec ordp, 2° = 3 et ordp, y* = 4,
on a ordp, ¢ = 3. Comme le degré du diviseur de g est nul, il vient
div(g) = 3[Fo] + [P1] — 4[O].

. La parabole d’équation y = —22 coupe la courbe elliptique aux

points Py et P, avec multiplicité 3 et 1 respectivement.

La tangente a E en F, est la droite y = 0. En reportant dans
I'équation, il vient x € {0,1} d’on —2P; = (1,0). Par ailleurs, le
diviseur de ¢ étant principal, on a 3Py = —P; = (1,0) = —2F,
donc Py est d’ordre 5. Explicitement 2P = (1,—1), 3P = (1,0) et
4Py = (0,—1).

. On trouve successivement by = —4, by = 0, bg = 1, bg = —1 et

A = —11. Ainsi E a bonne réduction en p premier # 11. Comme
v11(A) =1 < 12, "équation est aussi minimale en p = 11.



II.

10.

11.

12.

. Par la question précédente, la courbe E (définie sur F,) est donnée

par la méme équation que E. C’est une courbe elliptique si et seule-
ment si A Z 0 (mod p) c’est-a-dire p # 11.

Ona Py=(0:0:1) donc Py = (0:0:1), qui est un point lisse de
E en considérant la dérivée partielle par rapport a Y.

Si E a bonne réduction en p, on a un morphisme (surjectif) de
groupes 7 : £(Q,) — E(F,). Comme w(Fy) = Py # O, le point P,
est d’ordre 5 dans E(F,). On conclut par le théoreme de Lagrange.

Les groupes E(Fy) et E(F3) sont d’ordre < 2-3+ 1 < 10 et par
la question précédente, ils sont donc isomorphes a Z/5Z. Montrons
que l'application canonique 75 : E(Q)torsion — E (Fy) est injective.
Soit P € E(Q)torsion tel que m(P) = 0. Si P est d’ordre 2*m avec
m impair, alors 2P est d’ordre m et le corollaire 4.18 du cours
entraine 2P = O. En considérant la réduction 73 modulo 3, il
vient 2%m3(P) = 0 donc m3(P) = 0 (on est dans Z/5Z) et comme
I'ordre de P n’est pas divisible par 3 (c’est une puissance de 2), une
nouvelle utilisation du corollaire 4.18 entraine P = O. Remarque :
on pouvait aussi vérifier & la main que £(Q)[2] = 0.

. Sia = falors a = £,/p et a, = 2a = £2,/p, ce qui est absurde

puisque a, € Z. En décomposant en éléments simples, on trouve

1 a 1 I 1
l—a,X+pX2 a-f 1—-aX a-f 1-p8X

_ aiﬂ(zakJrle_ZﬁkJrle).

k>0 k>0

En identifiant dans 1/(1 — a,X + pX?) = 37, a,»X*, on obtient
le résultat.

. Supposons p # 11. D’apres les bornes de Hasse |a,| < 2,/p, donc

a et 3 sont conjugués complexes ce qui entraine |a| = || = |/p.
Comme a,x = Z?:o ol B¥=3 il vient |ar| < (k + 1)p/2. Sip = 11
alors a,r = a’; pour tout k& > 0, et comme |a,| < 1, le résultat est

immédiat.



. D’apres ce qui précede, la majoration |a,| < d(n)y/n est vraie si n
est une puissance d’'un nombre premier. On conclut par multipli-
cativité (si m et m sont premiers entre eux, alors a,,, = ana, et
d(mn) = d(m)d(n)).

. Si d divise n alors n/d aussi, et au moins I'un des deux est < /n,
ce qui entraine la majoration d(n) < 2y/n, d’ou |a,| < 2n.

. Si R(s) > 2 alors Y -, n'~®) converge, donc L(FE,s) converge
absolument.

. Posons H = {z € C;¥(z) > 0}. Soit yo > 0. Si X(z) > wo
alors |a,e*™*| < 2ne~?™0. La série ) ., ne” ™ étant conver-
gente, la série de fonctions holomorphes ) ., ane converge uni-
formément sur tout compact de H. Elle y définit donc une fonction
holomorphe.

- Soit s € C, R(s) > 2. La série de fonctions Y ., a,e”>™¥y>!
converge simplement vers fg(iy)y*~!, et on a la majoration

2iTnz

+00 +o0
/ |ane” ™™y |dy < 2n / ety RO ldy
0 0

2nl(R(s))
= (2wn)%e)
qui est le terme général d’une série convergente. Grace au théoreme
de convergence dominée, l'intégrale f0+°° fe(iy)y*~'dy converge et
vaut y -, fOJrOO ane”?™ys~ldy, ce qui, par le méme calcul que plus
haut, donne (27)~°T'(s)L(E, s).
. La fonction (27)7*I'(s) est méromorphe et ne s’annule pas sur C. Il
suffit donc de montrer que le membre de droite se prolonge. Posons

yo = 1/+/11. Le changement de variables y' = 1/(11y) échange les
intervalles |0, yo] et [yo, +00[, ce qui permet d’écrire

—+00 —+00

fe(iy)y’'dy = /0 OfE(iy)ysfldyﬂL feliy)y*~'dy

Yo

= /+OO (frtiyy + () —(Hy)l_S)dy-

o 11y’ 11y?

0

Par ’équation fonctionnelle, on a fE(li—y) = 11y%fr(iy) pour tout
y > 0, ce qui conduit a la formule



(1)

10.

11.

12.

+o0o +oo
 Tely Ty = [ feliy) (T (1)) dy.
Yo

Pour y > yo et s € C, posons F(y,s) = fg(iy)(y*" + (11y)'~*).
La fonction s — F(y,s) est holomorphe sur C. Il reste & majorer
F(y, s) uniformément pour s € K compact de C. Il existe C' > 0
telle que |fr(iy)] < Ce *™ pour tout y > 1y (on peut prendre
C =237 (n+1)e ?™). Soient a,b tels que a < N(s) < b pour

tout s € K. Alors |y*~1 = yRe)~1 = yge(s)_l(%) (5)=1 < qja=by b1

d'ott |F(y, s)| < Oyt +11°"1)y>~1e=2™ pour tout y > yp et s € K.
Cette derniere fonction étant intégrable sur [yg, +00], le résultat suit.

. En évaluant (1) en s = 1, il vient (27)"'L(E,1) = 2];;% fe(iy)dy

d’ou L(E’7 ]_) =47 Zzozl an, f;;i’/oﬁ e—27rnydy =9 ZZOZI %Q—Zﬂn/\/ﬁ‘

Posons A = e 27/YI1 Comme a; = 1 et avec la question I1.4., il

vient ]L(E 1) 2)| < 4’\ . Pour demontrer que L(E,1) #0,il sufﬁt

2 6
d’ etabhr =< <2 ¢ est a—dlre A < z. On a par exemple Wl

donc eQW/WZe?’/Q > 1+5—|—§ >3.

La premiere partie de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer
prédit que E(Q) est fini. En utilisant 1.12.; on peut donc prédire
que E(Q) est d’ordre 5, engendré par F.

La seconde partie de la conjecture prédit la formule

e H Cp
L(E 1) |E tor510n| ’/
Si p # 11 alors Ey(Q,) = E(Q,) donc ¢, = 1. D’aprés [.12., on
a|E ( )torsion| = D. L’équation de E' peut se mettre sous la forme
(y +3)? = 2® — 2 + 1. Ce dernier polynéome admettant une unique
racine réelle o, le groupe E(R) est connexe (faire un dessin) et
dz 1 +dz

WE = 3,47 = Chy Par le changement de variables y «

—1 — y, lintégrale sur E(R) revient au double de l'intégrale sur

{(z,y) € ER);y > —3}, dott | [y wi| = A \/ﬁ

25L(FE, 1
III(E)| - enn z LJF’)
QE



Un calcul numérique donne alors |[III(E)|- ¢ 21 (la majoration du
premier reste de la série L(E, 1) donne déja que la valeur conjectu-
rale de |III(E)| - ¢11 est < 2). En conclusion, on peut prédire que le
groupe de Tate-Shafarevich de E est trivial.

Remarques

1. On peut démontrer que ¢;; = 1. En effet, cela revient a montrer
que 'unique point singulier (—3,5) € E(F1;) n’est pas dans l'image
de m1 : E(Qq1) — E(Fn). Supposons par 'absurde que (z,y) €
E(Qq1) vérifie myy(x :y : 1) = (=3 :5:1). Alors © = =3 + 11t
et y =54 11u avec t,u € Ziq, et en reportant dans 1’équation, on
trouve 66 = 121(11¢* — 10¢? 4+ 3¢t — u? — u), une contradiction.

2. La finitude de F(Q) a été démontrée par Billing et Mahler (On
exceptional points on cubic curves, J. London Math. Soc. 15 (1940),
pp. 32-43). On peut rendre explicite la 2-descente du théoreme de
Mordell, la tache étant compliquée ici par le fait que les points de
2-torsion de E ne sont pas rationnels (ils engendrent un corps de
nombres de degré 6). Il est a noter que F n’est autre que la courbe
modulaire X1(11), qui parametre les courbes elliptiques munies d'un
point d’ordre 11. Le résultat E(Q) = Z/5Z se traduit alors par
le fait (non évident) qu’aucune courbe elliptique sur Q ne peut
posséder un point rationnel d’ordre 11.

3. Par la théorie des symboles modulaires, on peut démontrer que
L(E,1) = Q}/25. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour
E est donc équivalente a I’énoncé |II(E)| = 1. Comme L(E, 1) # 0,
le théoreme de Kolyvagin donne la finitude de |III(E)|. Les travaux
récents et tres profonds de Kato, joints a ceux de Perrin-Riou et
Schneider, donnent une autre démonstration (p-adique) de la fini-
tude de III(E) et montrent méme que son ordre est une puissance
de 2. Enfin, par la 2-descente, III(F) n’a pas d’élément d’ordre 2,
ce qui acheve de démontrer la conjecture (complete) de Birch et
Swinnerton-Dyer pour E. En utilisant les théoremes de Kato et Ko-
lyvagin et des calculs explicites, Stein a récemment vérifié la conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer (4 un nombre fini de facteurs
premiers pres) pour beaucoup de courbes elliptiques de rang < 1

sur Q.




