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Formes bilinéaires et quadratiques
sur un espace vectoriel (1)

Dans toute cette feuille, les espaces vectoriels sont de dimension finie.
Exercice 1 Soient V un espace vectoriel et A, ..., \, des formes linéaires
sur V.

(a) Montrer que Ay,..., A\, engendrent V* ssi N, ker \; = {0}.

(b) Quel lien pouvez-vous faire entre la dimension du sous-espace engendré
par A1,..., A\, et celle de N, ker \; 7

Exercice 2 Soit V,W deux k-espaces vectoriels et f € Homg(V,W). On
note f* € Homy(W*, V*) I'application duale.

(a) Montrer

f injective < f* surjective f surjective < f* injective.
(b) Soit (wy, ..., w,) une base de W. On pose f = > " | \w; avec \; € V*.
Montrer que I'image de f* est le sous-espace engendré par \q, ..., \,.

(¢) En déduire dimker f + dimim f* = dim V' puis rg(f) = rg(f*).

Exercice 3 Soit V' un k-espace vectoriel et W un sous-espace de V.
(a) Montrer que le dual de V/W s’identifie a {\ € V*; Al = 0}.

(b) Soit f € End(V). Montrer que W est stable par f si et seulement si
(V/W)* est stable par f* € End(V*).

Exercice 4 Soit V, W des espaces vectoriels de bases respectives (v;)1<i<m
et (w;)1<j<n. Soit f € Homy(V, W), de matrice M dans ces bases. Déterminer
la matrice de f* dans les bases duales (w})1<j<n €t (V])i<i<m.

Exercice 5 Soit (vy,...,v,) une base de k. On note M sa matrice dans
la base canonique. Exprimer en fonction de M la matrice de la base duale

*

(vf,...,v}) dans la base duale de la base canonique.
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Exercice 6 Soit A une forme linéaire sur M, (k) telle que A\(AB) = A\(BA)
pour toutes matrices A, B € M, (k). Montrer que \ est proportionnelle a la
trace.

Exercice 7 Soit F, F des k-espaces vectoriels de méme dimension et ¢ :
E x F — k une forme bilinéaire. On note &g : F — F™* I'application x €
E +— ®(x,-) et on définit &p : F — E* de maniere analogue.

(a) Montrer que 5 et ¢ sont duales.

(b) Montrer que si @ est injectif alors @5 et @ sont des isomorphismes.

(¢) On ne suppose plus dim £ = dim F'. Montrer que si &g et ®p sont
injectifs alors ce sont des isomorphismes.

Exercice 8 Soient E, F' des k-espaces vectoriels. Soient A1, ..., A\, € E* et
i, .- e € F*. Montrer que le rang de la forme bilinéaire & : £ x F' — k
définie par ®(z,y) = > i Mi(x)pi(y) est <.
Exercice 9 Soit E un k-espace vectoriel et ® : £ x EF — k une forme
bilinéaire symétrique. On note @ : F — E* 'application linéaire associée.
(a) Soit F' un supplémentaire de ker &5 dans E. Montrer que la restriction
de ® a I est non dégénérée.

(b) Réciproquement, soit F' un sous-espace de E tel que ®|p.p est non
dégénérée. Montrer que F' est inclus dans un supplémentaire de ker ¢ .

Exercice 10 Soit E un k-espace vectoriel et ® : E x E — k une forme
bilinéaire symétrique.
(a) Si Fy, Fy sont des sous-espaces de E, montrer (Fy + Fy)* = Fi- N Fit.
(b) Si de plus @ est non dégénérée, montrer (Fy N Fy)t = Fi- + Fi-.

Exercice 11 Pour chacune des formes quadratiques suivantes, déterminer
le rang, le noyau, et une base dans laquelle la matrice de la forme quadratique
est diagonale.

(a) q(z,y) = 22 + 2y — y? sur R?;

(b) q(x,y,2) = vy +yz sur R3;

(¢) q(z,y,2,t) = 2y + yz + 2t + tz sur R%

Exercice 12 On suppose car(k) # 2. Soit ¢ : M,(k) — k Papplication
définie par ¢(M) = Tr(M - *M).
(a) Montrer que ¢ est une forme quadratique et déterminer sa forme polaire.
(b) Lorsque k = R, déterminer la signature de g.
(c) Mémes questions pour q(M) = Tr(M?) et q(M) = (Tr M)2.



