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Note importante : les documents (cours ou TD) ne sont pas autorisés. Les
démonstrations dotwent s’appuyer sur les seuls résultats du cours. La clarté et la
précision de la rédaction seront prises en compte dans [’évaluation des copies.

On fixe un corps k algébriquement clos.

Exercice 1 — Etude d’une courbe affine plane

Soit C' la courbe affine plane, définie sur k, d’équation y? = 23 — z*.
1. Montrer que la courbe C' est irréductible.

2. Montrer que le point O = (0,0) est le seul point singulier de C' (on
précisera sa multiplicité ainsi que la ou les tangente(s) de C' en O).

Déterminer le domaine de définition de la fonction rationnelle f = £.
Montrer que y est une uniformisante de C' en P = (1,0).
Calculer le développement limité de f en P a la précision O(y7).

Montrer que f est entiere sur k[x].
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Montrer qu'il existe une courbe affine plane C” telle que la k-algebre k[C’]
soit isomorphe a kx, f].

8. Montrer que la courbe C’ est lisse.
9. Trouver une application réguliere non constante ¢ : C' — C.

10. Déterminer un paramétrage rationnel de C’ et en déduire un paramétrage
rationnel de C'.

Exercice 2 — Densité des polynémes irréductibles

Pour tous entiers n,d > 1, on note P, 4 = P(k[Xy,...,X,]q) 'espace pro-
jectif associé au k-espace vectoriel des polynomes homogenes de degré d de

E[Xo, ..., Xl
1. On suppose d = d; + dy avec dy,dy > 1. Montrer que ’application
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est bien définie.

2. Montrer que I'image de fy, 4, est un fermé algébrique de P, 4 (on pourra
utiliser sans le redémontrer le théoreme de I’élimination projective pour la
projection P x P’ x P”" — P”, ou P, P’ et P” sont trois espaces projectifs
de dimension finie sur k).
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3. En déduire que I'ensemble I, 4 C P, q formé des classes de polynomes
irréductibles est un ouvert Zariski de P, 4.

Dans les questions 4 et 5, on suppose n > 2.

4. Montrer que le polynéme XJ+X ™' X, est irréductible dans k[Xo, . .., X,].
5. En déduire que I, 4 est dense dans P, 4 pour la topologie de Zariski.

6. Le résultat de la question 5 subsiste-t-il pour n =17



