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RESULTANT ET INTERSECTION DE COURBES PLANES

Dans ce probleme, on étudie le nombre de points d’intersection de deux courbes
planes, définies par des équations polynomiales.

Soient donc P et @ des polynomes de C[X,Y] tels que pged(P, Q) = 1 dans
I'anneau factoriel C[X, Y.

1. Montrer que P et ) sont premiers entre eux dans C(X)[Y].

2. En déduire qu'il existe un polynéme D € C[X] non nul, et des polynomes

A, B € C[X,Y] tels que D = AP + BQ.
3. Montrer que V = {(z,y) € C% P(z,y) = Q(z,y) = 0} est fini.
On veut maintenant estimer le cardinal de V. Pour cela, on fait appel a la théorie

du résultant (noter que cette méthode permet aussi, en pratique, de déterminer V).
On fait d’abord I’hypothese que P et () sont de la forme

P=Y"+) P(X)Y" (1)
=1

et Q=Y"+> Q;(X)Y"7, (2)
j=1

avec deg P; < 7 et deg@); < j pour tout 7 et j. Posons Fy = (o = 1. Soit R =
Résy v (P, Q) € C[X] le résultant de P et (), vus comme polynomes en Y, de
degrés respectifs p et ¢q. Soit 7 : (z,y) + x la premiere projection C? — C.

4. Montrer que 7(V') est I’ensemble des racines de R.

5. On rappelle que la matrice de Sylvester M € M, ,(C[X]) permettant de
calculer R est définie par

P, P -~ P, 0 - 0
o R P - B :
o 0
M=o .- 0 P P -- P,
Qo Ql Qq 0
0 Qo Q1 - - Q

Dans cette matrice, les ¢ premieres lignes font intervenir les P;, tandis que les
p dernieres lignes font intervernir les @);. Montrer que

deg M, ; < j—1 sil<i<gq
T j—itq siqg+1<i<p+gq.

6. En déduire deg R < pq et card 7(V') < pq.



Revenons maintenant au cas général : donnons-nous P et () premiers entre eux dans
I'anneau factoriel C[X, Y], et notons p (resp. ¢) le degré total de P (resp. Q).

7. Soit (ey, e9) la base canonique de C%. Si D est une droite (vectorielle) de C?
telle que C? = Ce; @ D, on note mp : C? — Ce, la projection parallelement &
D. Montrer qu’il n’existe qu'un nombre fini de telles droites D telles que mp|y
ne soit pas injective.

8. Montrer que pour tout A € C sauf un nombre fini, les polynémes P(X + YY)
et Q(X + AY,Y) sont (& une constante multiplicative pres) de la forme (1) et
(2).

9. En déduire card V' < pq dans le cas général.

10. Montrer sur un exemple que I'inégalité peut étre stricte.

11. Que se passe-t-il si on remplace C par R?

Remarque 1. Comment déterminer V' en pratique ? Lorsque les équations ne semblent
pas pouvoir se résoudre “a la main”, on commence par calculer 7(V'), ou toute autre
projection adaptée au probleme, grace a un résultant. En remplacant les valeurs
obtenues dans les polynomes P et (), on est alors ramenés a trouver les racines com-
munes de deux polynomes en une variable, ce qui se fait a la main ou en calculant
un pged.

Remarque 2. Le théoreme de Bézout affirme que si I'on compte correctement les
points d’intersection des courbes P(x,y) = 0 et Q(z,y) = 0, on obtient précisément
pq. Pour y arriver, il faut travailler dans I'espace projectif PZ(C), et considérer le

sous-ensemble V de P2(C) défini par I'annulation des polynémes P = ZPP(X et

Z° Z)
Q Z9Q(% 7 Z) qul sont homogenes de degres respectifs p et ¢ dans C[X,Y, Z] (on
vérifiera que V = V N C?). Le résultant R= Rés, . Z(P Q) calculé par rapport a
Z et en degrés p et g, est alors un polynoéme homogene de degré pg en X et Y (voir
M.-P. Malliavin, Algébre commutative, Masson, 1984, Chapitre 11, Lemme 8.1). 11
est également nécessaire de compter le nombre de points d’intersection avec multi-
plicité : méme en projectif, on peut avoir card V' < pg (trouver un exemple!). En
premiere approche, on peut définir la multiplicité d’un point d’intersection comme
la multiplicité de la racine correspondante du résultant (pour une projection conve-
nable), ce qui permet alors de “démontrer” le théoreme de Bézout.



