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EXTENSIONS DE CORPS

Exercice 1

Soit P un polynome a coefficients dans Z, unitaire. On suppose que P
possede une racine dans Q. Montrer que cette racine est dans Z et divise le
coefficient constant de P.

Exercice 2
Montrer que le seul endomorphisme d’anneau de R est 1'identité.

Exercice 3
Soit K un corps. Déterminer les polynomes a coefficients dans K de
dérivée nulle.

Exercice 4

Soient K un corps et P un polynome a coefficients dans K, de degré d.
Montrer que P est irréductible si et seulement si il n’existe pas d’extension
de K de degré inférieur ou égal a d/2 dans laquelle P a une racine.

Exercice 5
Soit p un nombre premier.
1. Quel est le degré de I'extension Q({/2)/Q?
2. Quels sont les sous-corps de Q({/2)?

Exercice 6

L’algebre des quaternions H est la R-algebre R & Ri & Rj & Rk munie
de la loi d’addition évidente, de la loi de multiplication R-bilinéaire vérifiant
i’ =32 =k =-1,ij = —ji = k, jk = —kj =i, ki = —ik = j et
admettant 1 comme élément unité.

1. Soit u = x + yit + zj + tk € H. Que vaut le déterminant de I’endomor-
phisme v — uv de H?

2. En déduire que H est un corps non commutatif.

3. Trouver tous les éléments u de H vérifiant u? = —1.



4. En déduire qu’il existe une infinité de morphismes de corps de C dans
H qui sont l'identité sur R.

Exercice 7 Soit K un corps.

1. On fixe une matrice M = CCL 2 € GLy(K). Montrer qu’il existe un
unique automorphisme ¢,; du corps K(X) qui est I'identité sur K et

tel que @ (X) = SHL.

2. A quelle condition sur M € GLy(K) 'automorphisme ¢, laisse-t-il
stable K[X]?

3. A quelle condition sur M, M’ € GLy(K) a-t-on @p = @ ?

4. Montrer que tout automorphisme du corps K (X) qui fixe K est de la
forme ¢y, avec M € GLy(K).

5. En déduire que le groupe Autg (K (X)) des automorphismes de K (X)
qui fixent K est isomorphe a PGLy(K).

Exercice 8
On considere le nombre réel o = /2 + /2.

1. Montrer que « est algébrique sur Q et déterminer son polynome mini-
mal sur Q.

2. Donner la liste des conjugués de a sur Q.

3. Montrer que « appartient au corps Q((), avec ( = es. On pourra
calculer R(C).

4. Quel est le polynome minimal de ¢ sur Q ? Montrer Q(a) = Q(¢) NR.

Exercice 9

1. Trouver un polynéme a coefficients dans Q, non nul et ayant 3 —5v/2+
2/4 comme racine.

2. En déduire une expression de l'inverse de 3 — 5¢/2 + 2v/4 comme un
polynéme en v/2 et & coefficients dans Q.

Exercice 10
Montrer que le sous-corps de R formé des réels algébriques sur Q est une
extension de degré infini de Q.

Exercice 11



Soient K un corps et L une extension de K ; on suppose L algébriquement
clos. Montrer que I’ensemble des éléments de L qui sont algébriques sur K
forme une cloture algébrique de K.

Exercice 12
Montrer que le corps de décomposition de X3 —2 sur Q est une extension
de degré 6 de Q.

Exercice 13

Soient L/K une extension finie de corps et o un élément de L. Montrer
que le polynome caractéristique de la multiplication par «, vue comme endo-
morphisme K-linéaire de L, est un polynome non nul a coefficients dans K
qui annule a.

Exercice 14 (Irréductibilité du polynéme X? — a)

Soit K un corps et a € K un élément qui n’est pas une puissance p-ieme
dans K. Le but de cet exercice est de montrer que le polynome X? — a est
irréductible dans K[X].

Soit F' € K[X] un facteur irréductible de X? —a, et L un corps de rupture
de F sur K. Il existe donc o € L tel que F(a) = 0 et L = K(«a). On note
me @ L — L la multiplication par «, et on pose § = det(m,) € K.

1. Montrer I'identité 67 = al&K],

2. Montrer que [L : K| = p et en déduire le résultat.

Exercice 15

1. Soit K une extension de degré 2 de Q. Montrer qu’il existe un entier
relatif d, non nul et sans facteur carré, tel que K soit isomorphe au
corps Q(Vd).

2. Soient d et d' deux entiers relatifs distincts de 0 et 1, sans facteur
carré et distincts ; montrer qu’il n’existe pas de morphisme de corps de

Q(Vd) dans Q(V').

Exercice 16 Le but de cet exercice est de montrer que toute extension de
degré 2 de Q est contenue dans un corps cyclotomique. Soit p un nombre

premier et ( = ¢, Pour tout caractére X : (Z/pZ)* — C*, on définit la
somme de Gaufl de x par

Sx)= Y. xl@)-¢"ecC.

z€(Z/pZ)*



. Déterminer S(1).
. Montrer que si y # 1 alors |S(x)|* = p.

. Soit x, = (5) le symbole de Legendre (on rappelle que x,(z) = 1siz

est un carré dans (Z/pZ)*, et x,(x) = —1 sinon). Montrer que

_Jxyp sip=1 (mod 4)
S(Xp)_{j:i\/z_? sip=3 (mod 4).

Montrer que si K est une extension de degré 2 de Q, alors il existe un
297

entier N > 1 tel que K C Q(e™ ).

Exercice 17
Soit P le polynome X4 + X + 1 de Q[X].

1.
2.

Montrer que P est irréductible sur Q.

Soit L un corps de rupture de P sur Q. Montrer que L ne contient pas
de sous-corps de degré 2 sur Q. Indication : raisonner par l’absurde en
considérant la décomposition de P en facteurs irréductibles sur un tel
S0US-corps.

Les racines de P sont-elles constructibles a la regle et au compas?

Exercice 18 (Un exemple de réel transcendant)

1.

Soient x un nombre réel, irrationnel et algébrique sur Q, et d le degré
du polynoéme minimal de z sur Q. Montrer qu’il existe un nombre réel
strictement positif C' tel que pour tout entier relatif p et tout entier
strictement positif ¢ on ait :

C
q q
: L e , . 1
Soit « le nombre réel limite de la série convergente Z ol Montrer
n>0

que « est transcendant.



