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RI:]SULTANT, DISCRIMINANT, FRACTIONS RATIONNELLES

Exercice 1
Soient A un anneau, p,q des entiers > 1, P € A[X]<, et Q € A[X]<,.
Montrer les formules suivantes :

(a) Résp(P, Q) = (=1)""Rés,(Q, P);
(b) Pour tout A et p dans A, Rés, ,(AP, pQ) = XN pPRés, ,(P, Q)
(b) Pour tout a € A, Rés,, ((P(X 4+ a), Q(X + a)) = Rés, (P, Q).

Exercice 2
Calculer le résultant par rapport a la variable X des polyomes XY — 1
et XY.

Exercice 3 Intersections de coniques
Déterminer l'intersection de C' et C’ dans les cas suivants :

(a) C:2?—ay+y* —1=0et C": 202 +9y* —y—2=0;
(b) C:22% +y?* + 3y —2x —y =0et C': 32% + 2y* + 6xy = 0.

Exercice 4 Equations implicites de courbes paramétrées
Déterminer une équation des courbes paramétrées (z(t), y(t)) = (F(t), G(t))
(t € R) suivantes :

(a) F(t)=(*—1)/(t*+1), G@t) =2t/(t* +1);
(b) F(t)=t>—1, G(t) =3 +t%;
(c) Ft)=t>+t+1,Gt)=(t*—1)/(t* +1);

Exercice 5 Sommes de nombres algébriques

Soit a;,  deux nombres algébriques, de polynomes minimaux respectifs P
et @ sur Q. On pose R(X) = Résy (P(Y),Q(X —Y)) € Q[X].

1. Montrer que R est un polynome annulateur de o + [3.

2. Montrer que R = [[, 5 X — (o/ + ) ot o' (vesp. §) parcourt les
racines de P (resp. @)) dans C.

3. R est-il toujours le polynome minimal de o + 8 sur Q7
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4. Trouver de maniére analogue un polynome annulateur de af.

5. Application : trouver le polynéme minimal de v/2-++/3 et donner toutes
ses racines.

Exercice 6 Transformations de Tschirnhaus
Soit a un nombre algébrique, de polynome minimal P sur Q. Soit ) €

Q[X] non constant. On pose R(X) = Résy (P(Y), X — Q(Y)) € Q[X].

1. Montrer que R est un polynoéme annulateur de Q(«).

2. Montrer R =[], X — Q(c/) ol o/ parcourt les racines de P dans C.
3. R est-il toujours le polynome minimal de Q(«) sur Q7
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. Application : Exprimer la racine réelle de I’équation 2® +3x+1 =0 en
termes de radicaux (on pourra poser y = z% + Az avec A bien choisi).

Exercice 7

Soient K un corps, p et g des entiers, P = a, X +---+a; X +ap et Q =
by X944 b1 X + by des polynomes a coefficients dans K de degré inférieur
respectivement & p et ¢. On note P = S ar XFY PR et Q= Sl Xy
les polynémes homogenes de K[X, Y] respectivement associés a P et a Q.
Montrer que Rés, ,(P, Q) = 0 si et seulement si P et @ ont un zéro commun
dans K2 — {(0,0)}.

Exercice 8

Soit K un corps, P un polynome unitaire a coefficients dans K et ) un
polynome a coefficients dans K. Montrer que le resultant de P et () est égal
au déterminant de ’application K-linéaire de la K-algebre de dimension finie
K[X]/(P) donnée par la multiplication par Q.

Exercice 9 Intersections de quadriques
Soit S C R? la sphere d’équation 22 4+ y? 4+ 22 = 4, et C C R? le cylindre
d’équation (z —1)>+y*=1. On pose X =CNS.
1. A Dlaide de résultants, déterminer les projections orthogonales de X sur
les plans (Ozy), (Ozz) et (Oyz).
2. Décrire de méme Y = C N C" avec C' : 22 + 22 = 1.

Exercice 10
Calculer disc(X? + bX + ¢) et disc(X? + pX + q).

Exercice 11
Soient d un entier supérieur ou égal a 2 et P un polyndme a coefficients
réels, unitaire et de degré d. On note n le nombre de racines réelles de P.



1. Montrer que disc(P) > 0 entraine n = d (mod 4), et que disc(P) < 0
entraine n = d — 2 (mod 4).

2. Comment se traduisent ces résultats pour le polynome X3 + pX + ¢?

Exercice 12
Montrer que disc, : K[X]<, — K est invariante sous SLy(K).

Exercice 13
Soit P, € K[X] deux polynomes unitaires de degrés respectifs p et q.
Exprimer disc(PQ)) en fonction de disc(P), disc(Q) et Rés, ,(P, Q).

Exercice 14
Calculer le discriminant du polynéme cyclotomique ®,»(X), oll p est un
nombre premier (on pourra commencer par le cas n = 1).

Exercice 15 Un ouvert dense de M,,(C)
Soit U I'ensemble des matrices de M,,(C) qui sont diagonalisables a va-
leurs propres simples.

1. En utilisant le discriminant, montrer que U est un ouvert de M,,(C).
2. Montrer que U est dense dans M,,(C).

Exercice 16
Soit K un corps. Montrer que ’équation I’ = % n’a pas de solution dans
K(X). Qu'en est-il de ’équation F' = F'?



Exercice 17

Soit K un corps. Montrer que I’application ¢ : F' +— % est un morphisme
du groupe multiplicatif K (X)* vers le groupe additif K(X). Quel est son
noyau ? (On distinguera suivant la caractéristique de K.)

Exercice 18 Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles
suivantes

X°+1 1
—  d . e —
X(X2—-1)2 ans Q >’X8+X4+1
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dans C(X); XX D). (X0 dans Q(X).

dans R(X) et C(X);

X —1

Exercice 19 En utilisant la dérivée logarithmique, décomposer la fraction
rationnelle /' = X" ! /(X" — 1) en éléments simples dans C(X).

Exercice 20
Soit F' = g € C(X) de degré < —2 (i. e. deg P —deg @ < —2). Montrer
que la somme des résidus de F' est nulle.

Exercice 21 Soit P € C[X] non constant. En décomposant P’'/P en
éléments simples, montrer que les racines de P’ sont dans ’enveloppe convexe
des racines de P.

Exercice 22
Soit P € C[X]| non nul et F'= P'/P.

(a) Exprimer P”/P en termes de F et F.

(b) On suppose que P possede au moins deux racines et que P” divise P.
Montrer que P est a racines simples.

(¢) On suppose que P € R[X] possede au moins deux racines réelles et
que P” divise P. Montrer que P est scindé a racines simples dans R.

Exercice 23

Soit L le corps F,(X,Y) des fractions rationnelles a deux variables a
coefficients dans F,, et soit K le sous-corps de L engendré par X? et Y.
Montrer que lextension L/K est finie de degré p?, mais n’est pas monogene.



