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PREPARATION A L’AGREGATION EXTERNE OprTION C

Familles de polynémes orthogonaux : exemples et applications

Exercice 1. — Notion de polynéme de meilleure approximation —
Pour tout n > 1, notons R,, 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré au plus n.

1. Soit E un espace vectoriel réel contenant R,,. Montrer que pour tout élément v € F, il existe au
moins un polynoéme P, € R, vérifiant

— P,|| = inf - P||.
o= Pl =t [jo—P]

Le polynéme P, ainsi construit est appelé polyndéme de meilleure approximation pour v dans R,.

2. Déterminer une condition suffisante sur E pour que la suite (P,),en construite ci-avant converge
nécessairement vers v.

3. Posons E := LY([~1,1]) et v := [x + sign(z)]. Montrer qu’il n’y a pas unicité du polynéme de
meilleure approximation pour v dans Rg.

Exercice 2. — Introduction des polynémes orthogonaux —
Soit (a,b) un intervalle quelconque de R et soit w : (a,b) — R une fonction poids, i.e. une fonction
continue, strictement positive et vérifiant la condition suivante :

Vn>1, [z~ 2"w(z)] € LY ((a,b)) .

On pose alors L2 ((a, b)) :== {f : (a,b) - R | fy/w € L*((a,b))}, que 'on munit de 'application bilinéaire
(.,.) définie par :

b
VLgeLamm»,wﬂw:/“ﬂmmwmem.

. Montrer que (L%((a,b)),(.,.)) est un espace de Hilbert.

2. Montrer que si l'intervalle (a, b) est borné, alors R[X] est un sous-espace vectoriel dense de L2 ((a, b)).

—_

3. Pour tout x € R* , posons w(z) 1=z~ %87,
(a) Vérifier que w est bien un poids sur RY.
(b) Montrer que la fonction [z — sin(27 logz)| appartient a L2 (R% ) et qu’elle est orthogonale a
R[X] dans LZ(R%). Qu'en concluez-vous ?

4. Montrer qu'il existe une unique suite de polynémes unitaires (P, ., )nen satisfaisant aux trois condi-
tions suivantes :
PO =1 3
Vn>0,deghP,,=n;
Vn>1 VQeR,1, (Q,P,.)=0.

5. Montrer que cette suite de polyndmes vérifie la relation de récurrence suivante :
vVn > Oa Pn+2(X) = (X - )\n+2)Pn+1(X) - Mn+2pn(X) )
dans laquelle on a posé

(Xpn+1vpn+1) ||Pn+1||2
Apto = ————————= et fpqo 1= ———— .
! [Pt " 1P 2
6. Montrer que pour tout n > 1, P, admet n racines réelles deux & deux distinctes et toutes contenues
dans lintervalle ]a, b].
Indication : Commencer par prouver que P, admet au moins une racine d’ordre impair dans |a, b|.



Exercice 3. — Quelques exemples de familles orthogonales —
On garde les notations de I’Exercice 2.

1. Posons (a,b) = [—1, 1] et prenons pour w la fonction constante égale a 1.
(a) Vérifier que la famille de polynomes (L, ),ecn définie par :
dn
G

Vn >0, Ly(X) (X*=1)")

est, & normalisation prés, la famille de polynoémes orthogonaux associée & 1’espace L2 ((a, b))
considéré ici. Cette famille est appelée la famille des polynémes de Legendre.

(b) Calculer la norme dans L2 ((a, b)) des polynoémes L,,.

(c¢) Etablir une relation entre les polynomes de Legendre et la famille de polynémes obtenue par
application du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a la base canonique de R[X].

2. Posons (a,b) =RY et w:= [z — e "]
(a) Veérifier que la fonction w est bien un poids sur (a,b).

(b) Par procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, construire (4 normalisation prés) la fa-
mille de polynomes orthogonaux associ¢e & I'espace L2 ((a,b)). Ces polynomes sont appelés
polynémes de Laguerre.

(c) Montrer que la norme dans L2 ((a, b)) du n-iéme polynéme de Laguerre est égale a n!.
3. Posons w := [z — e~*].
(a) Veérifier que la fonction w est bien un poids sur R.

(b) Par procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, construire (& normalisation prés) la famille
de polynomes orthogonaux (H,),>o associée a l'espace L2(R). Ces polynomes sont appelés
polynémes de Hermite.

c) Montrer que pour tout entier n > 0, le carré de la norme dans L2 (R) de H,, est égal a 2"n!\/7.
w

Polynémes de Chebychev
Exercice 4. —
1. Soit n > 0 un entier. Montrer qu’il existe un et un seul polynéme T,, € R[X] vérifiant :
V0 eR, T,(cosb) = cos(nh) .
2. Montrer que pour tout entier n > 0, on a la relation de récurrence suivante :

Tpio(X) = 2X Tt (X) — To(X) .

3. Expliciter sous une forme simple les cinq premiers polynémes de Chebychev.
4. Démontrer que pour tout n > 1, T, est un polynéme de degré n de coefficient dominant égal &
2"~1 et de méme parité que n.
Exercice 5. — Montrer que 1’on dispose des identités suivantes :
VneN Vazel[-1,1], T,(x) = cos(nArccos(x)) .

1
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Exercice 6. — Pour tout réel t €] — 1, 1[, posons w(t) :=

1. Vérifier que w est un poids sur | — 1,1].

2. Montrer que la famille de polynémes orthogonaux associée a l'espace L2 (] — 1,1[) est égale, a
normalisation prés, a la famille (T},),,>0-

3. En déduire une autre démonstration de la relation de récurrence obtenue dans I’Exercice 4.

4. Pour tout entier n > 1, calculer la norme dans L2 (] — 1,1[) du polynome T;,.



Exercice 7. — Soit n > 1 un entier.

1. Calculer sup [Ty, ().
z€[—1,1]

1
2. Montrer que pour tout polyndome unitaire de degré n > 1, on a || P||oc,—1,1] > ST

1
3. En déduire que QH—_lT n est 'unique polynéme unitaire de degré n réalisant la meilleure approxi-
mation uniforme de la fonction nulle sur Uintervalle [—1,1].

Exercice 8. — Considérons v := [z + 2"*1] comme élément de C*°([—1, 1]) muni de la norme uniforme.
Construire un polynéme de meilleure approximation pour v dans R,, a I’aide des polynémes de Chebychev.

Exercice 9. — Minimisation de I’erreur dans l’interpolation de Lagrange —

Soit I un intervalle compact de R et soit f : I — R une fonction de classe C™ sur I. Montrer que
I'approximation de f fournie par la méthode d’interpolation de Lagrange est optimale lorsque ’on prend
pour points d’interpolation les zéros du n-iéme polynéme de Chebychev.

Indication : Penser & se ramener au cas ot I = [—1,1].

Méthode de Gauss-Hermite et calcul approché d’intégrales
Exercice 10. — Formule de quadrature de Gauss-Jacobi — Soient a < b deux réels et n > 1 un
entier. Fixons n réels distincts 1, ..., dans 'intervalle ]a, b[ et w :]a, b[— R un poids sur |a, b.

1. Montrer qu’il existe un unique n-uplet (wy,...,w,) de constantes réelles telles que ’on ait :

b n
VPe RH,/ P(z)w(x)de =Y wpP(xy) . (1)
@ k=1

Indication : Penser a utiliser le théoréme de représentation de Riesz.

2. Notons (P,),>0 la famille de polynémes orthogonaux associée a I'espace L2 (]a,b[) et supposons

que Z1,...%, soient les zéros du polynome P,. Montrer qu’alors la formule (1) est valable pour
tout polynome P € Ry, _1 et que les coefficients wq, . ..,w, sont tous positifs.
Exercice 11. — Application au calcul approché d’intégrales sur un intervalle borné —

Soient a < b deux réels , w une fonction poids sur [a,b] et f € C*([a,b],R).
1. Démontrer l'existence d’un polynéme P € Ry, vérifiant P(x;) = f(x;) et P'(x;) = f'(x;) pour
tout ¢ € {1,...,n}.
2. Supposons désormais que f est de classe C?" sur [a, b]. Fixons un réel y €]a, b[ distinct des éléments
Z1,...,Z, et posons, pour tout = € [a,b],

f(y) — P(y)
FAME

(a) Montrer que @’ s’annule en au moins 2n points deux a deux distincts de ]a, b.

®(z) := f(x) - P(x) - ().

(b) En déduire que &™) s’annule au moins en un point z,, de ]a, b].
3. Mountrer que pour tout réel y €]a, b[, on a

[1£C™ oo, a1
(2n)la2

|f(y) — P(y)| < Pa(y)?,

ou a, désigne le coeffient dominant du n-iéme polynéme de Hermite.

4. A T'aide de la formule de quadrature de Gauss-Jacobi, déduire de ce qui précéde que 'on a

b n
/ F@@)de =Y wef(or) + Rulf)

k=1

2
avee | Ry (f)] < 172l

= 2n)la2 ||f(2n)||oo,[u7b] lorsque f est de classe C?" sur [a, b].



