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TD REVISIONS SUR LES CORPS FINIS

Exercice 1 [Groupe multiplicatif d’un corps fini|

1. Montrer que k* est cyclique lorsque k est un corps fini. Combien £* a-t-il de générateurs ?

2. Soit K/k une extension de corps finis. Montrer qu'il existe « € K tel que K = k(«)
(théoreme de 1’élément primitif dans le cas des corps finis). En déduire que K est iso-
morphe a k[X]/P pour un polynoéme P € k[X] irréductible de degré [K : k].

3. Soit k =F,, et n < 1 un entier. Montrer que X" — 1 a exactement pged(n, ¢ — 1) racines
dans k. Montrer que k contient exactement (¢ — 1)/ pged(n, g — 1) éléments non nuls qui
sont des puissances n-iemes d’éléments de k.

4. Montrer que dans Fyn tout élément est un carré. Comment trouver sa racine carrée ?
5. Soit ¢ = p" impair. Montrer que z € F est un carré si et seulement si zla-b/2 =1,

6. Montrer que Fy a des racines primitives n-iemes de 1 si et seulement si n divise ¢ — 1.
Montrer que dans ce cas il y en a ¢(n), ou ¢ est U'indicatrice d’Euler.

7. Soit ®,, le n-ieme polynome cyclotomique. On rappelle que ®,, est a coefficients entiers,
et donc définit un élément de F,[X]| par réduction. Montrer sur un exemple que ®,, n’est
pas nécessairement irréductible dans F,[X].

8. On suppose que n est premier a p. Soit ¢ = p™. On note s l'ordre de g dans (Z/nZ)*.
Montrer que la factorisation de ®,, dans F, fait apparaitre r facteurs de méme degré s,
deux a deux distincts, ot rs = ¢(n).

9. Soit a € F*. Montrer que « est un générateur du groupe multiplicatif F* si et seulement
si son polynome minimal sur F,, divise ®,_;.

Exercice 2 [Séparabilité des polynomes]

1. Dans cette question seulement, on suppose que k est un corps de caractéristique 0. Soit
P € k[X]. Donner une méthode pour factoriser P sous la forme QR ou @) est sans facteur
carré et R divise une puissance de @ (c’est-a-dire que tous les facteurs irréductibles de R
apparaissent déja dans Q). Vérifier que @) et R sont a coefficients dans k.

2. Que se passe-t-il dans le cas ol k est de caractéristique p > 07

3. Soit P € F,[X] un polynome tel que P’ = 0. Montrer qu’il existe @ € F,[X] tel que
P = @P. Donner une méthode explicite pour calculer ().

4. En déduire une méthode de factorisation P = ()R comme dans la premiere question.

5. Soit P € F,[X] un polynome irréductible. Montrer que P est a racines simples dans une
cloture algébrique de F.

Exercice 3 [Morphisme de Frobenius]
Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier, et k = Fyn, n > 1. On appelle morphisme de
Frobenius 1'application Fj : k — k définie par Fy(z) = x.
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1. Vérifier que Fj, est un automorphisme du corps k.

2. Montrer que le corps fixé par F, (c’est-a-dire {x : F(z) = z}) est F,,.

3. Montrer que le corps fixé par F;"" est Fya ou d est le pged de n et m. Montrer que Fj est
un automorphisme de k d’ordre n.

4. Fixons un isomorphisme entre k et F,[X]/(P), ou P est un polynéme irréductible de
degré n a coefficients dans F,. Montrer que tout automorphisme de corps de k fixant
F, envoie une racine de P sur une racine de P. Montrer qu'un tel automorphisme est
entierement déterminé par I'image d’une racine de P.

5. En déduire que l’ensemble des automorphismes du corps £ fixant F, est exactement
I'ensemble des itérés de F,.

Exercice 4 [Corps de décomposition des polynomes|
On reprend les notations de I'exercice précédent.
1. Soit P un polynome a coefficients dans F,. Vérifier que si « est une racine de P dans k,
alors Fj(«) aussi.
2. Soit P un polynome irréductible de degré n > 1 a coefficients dans F,. Montrer que P
possede une racine a dans Fg», puis que les racines de P sont exactement les a?" avec
0 <k <n-—1. En déduire que P est scindé¢ a racines simples dans F.

3. Avec les notations de la question précédente, comment obtenir le polynome minimal de
a sur Fym lorsque m divise n?

Exercice 5 [Isomorphismes entre corps finis]
Expliciter un isomorphisme de corps entre Fo[X]/(X? + X + 1) et Fo[Y]/(Y? + Y2 +1).

Exercice 6 [Test d’irréductibilité de Rabin)]
Soit P € F,[X] de degré d.

1. Montrer que P a une racine dans F . si et seulement si pged(P, X7 — X) # 1.
2. Montrer que P est irréductible dans F,[X] si et seulement si il divise X @ — X et il est
premier avec X @ X , pour tout facteur premier s de d.

3. On suppose que l'on connait la liste des facteurs premiers de d. Ecrire un algorithme
inspiré par le critere précédent permettant de savoir si P est irréductible dans F,. Quel
est son cofit ?

Exercice 7 [Interlude : fonction d’inversion de Moebius]
Pour tout entier n, on définit u(n) de la fagon suivante :
— si n a un facteur carré, pu(n) =0
— si n est sans facteur carré et a exactement r facteurs premiers distincts, pu(n) = (—1)"
1. Montrer que p est multiplicative, ¢’est-a-dire que si n et m sont premiers entre eux, alors
p(mn) = p(m)p(n).
2. Montrer que pour tout entier n > 1, on a ;. u(d) = 0.
3. Soit f : N* — A, ou A est un groupe abélien noté additivement. On pose g(n) =

>_din S (d). Montrer que f(n) =3_,, n(n/d)g(d).



Exercice 8 [Nombre de polynémes irréductibles]
On fixe dans la suite ¢ une puissance de p, et n > 1.

1. Soit P un polynome irréductible a coefficients dans F;, de degré m. Montrer que P a une
racine dans Fy» (et donc y est scindé) si et seulement si m divise n.

2. Soit P un polynome irréductible a coefficients dans F,, de degré m. Montrer que P est
scindé dans Fn si et seulement si P divise X9" — X.

3. Notons I,,,(¢) 'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de degré m a coefficients

dans F,. Montrer que :
-x=1] ] P

din Pely(q)

4. En déduire que

= 3" dCard(Li(q))

din
5. En déduire :
Card(/, Z p(n/d)q*
d|n
En particulier, montrer que card(/,(¢)) > 0 pour tout n, et en donner un équivalent
quand n — oc.

6. Calculer le cardinal de I,(q) pour des petites valeurs de n et g (que dire quand n est
premier 7), énumérer les polynomes de I,(q) lorsque le cardinal n’est pas trop grand
(disons ¢ =2 ou ¢ =3,n <3, et ¢ =4, n =2). Comment faire cela avec I'ordinateur ?

Exercice 9 [Nombre de polynoémes irréductibles, deuxiéme méthode)|
On fixe dans la suite ¢ une puissance de p, et n > 1. Soit [,(¢q) le nombre de polynémes
irréductibles unitaires a coefficients dans F, de degré n.

1. Montrer que nl,(q) est le nombre d’éléments de F, qui sont de degré exactement n sur
F,.

2. En déduire que nl,(q) = Card(Fyn \ (UgnFn/e)), out £ parcourt I'ensemble des diviseurs
premiers de n.

3. En utilisant la formule d’inclusion-exclusion, retrouver la formule de I'exercice précédent.

Exercice 10 [Logarithme de Zech]

Dans cet exercice, on décrit une maniere alternative de calculer dans le corps fini Fom.
Soit ¢ un générateur de FJ.. On a une bijection Z/(2™ — 1)Z = F., donnée par i — g'.
On convient également que g = 0, ce qui nous donne une bijection entre Fom et I'ensemble
L=7Z/2"—1)ZU{x}.

1. Comment calculer le produit de deux éléments de Fom avec cette représentation ?

Pour I'addition, on utilise la remarque suivante : g* + ¢/ = ¢*(1 + ¢’~%). 1l suffit donc de
savoir calculer 14 ¢ pour tout ¢ dans L. On définit une application z : L — L par 1+¢* = ¢*®.

2. Montrer que z est une involution sans point fixe qui vérifie 2(2:) = 2z(7) et z(—i) = z(i)—i
pour tout ¢ € L.

3. Choisir un générateur de Fjy puis construire la table de Zech donnant explicitement
I’application z pour ce générateur.



