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TD POLYNOMES

Exercice 1 (Cotit de I’évaluation d’un polynoéme) — Soit A un anneau commutatif

unitaire, soit P(X) = Z apX* € A[X] et soit z € A.
k=0
Quel est le cott, en termes d’opérations dans A, du calcul de P(z) par :

1. la méthode naive, qui consiste & évaluer les a;2* puis a les additionner ?

2. la méthode de Horner, qui consiste a écrire
P(X) = Qo +X<CZ1 +X(a2 —+ .. (an,1 + anX)))7

Exercice 2 (Polynomes a coefficients entiers) — Estimer le coit du calcul de la
somme et du produit de deux polyndémes P,Q) € Z[X] en fonction de leurs degrés et
d’une borne uniforme M de la valeur absolue de leurs coefficients.

Exercice 3 (Euclide pour les polyndémes) — Soit K un corps. Soient P, Q) € K|[X]
deux polynomes de degrés respectifs n, m. Les colits mentionnés dans cet exercice sont a
exprimer en nombre d’opérations dans K.

1. Ecrire un algorithme effectuant la division euclidienne de P par @) puis déterminer
son cott.

2. Ecrire un algorithme renvoyant le pged de P et ), puis déterminer son coft.

3. Ecrire un algorithme renvoyant le pged D de P et @ ainsi qu’une paire de polynémes
(U, V) telle que UP + V@ = D, puis en estimer le cofit.

4. En supposant que () est premier avec P, estimer le cotit du calcul de I'inverse de @)
dans 'anneau K[X]/(P).

On dispose de méthodes directes qui permettent de borner le module des racines d’un
polynéme a l'aide de ses coefficients. Nous en présentons ici deux : la premiére est trés
élémentaire, et la seconde est connue sous le nom de borne de Mignotte (ou de théoréme
de Landau-Mignotte).

Exercice 4 (Majoration du module des racines) — Soit P € C[X]| un polynome
n—1

unitaire de degré n > 1. On pose P = X" + Z ap X",
k=0

1. Soit @ € R[X] de la forme Q(X) = X"+ ¢, 1 X" '+ +¢; X —¢; 1 X7 — ¢
avec co,...,ch—1 > 0, 1 <j<mnet(c,...,cj—1) # (0,...,0). Montrer que () posséde une
unique racine strictement positive.



2. Soit z € C une racine de P. Soit 7 > 0 tel que ™ > |a,_1|r" ™' + -+ + |as|r + |ag].
Montrer que |z| < r.

n—1
3. Montrer que |z| < max(l,z |ak]>.
k=0

4. Montrer que |z| <14+ max |ag|.
0<k<n—1

5. En supposant ay # 0, comment obtenir une minoration du module des racines de P 7

Si P(X) = Z ar X" est un élément de C[X], on rappelle que I'on peut lui associer les

k=0
quantités suivantes :

[Plloc := max fag| ; [|P[ls ==
0<k<n

n n
Do lanl? s 1Pl=) " law] -
k=0 k=0

En outre, si I'on a P(X) = a, H(X — 21), on pose aussi M (P) := |ay| Hmax(l, |2k|).
k=1 k=1

Exercice 5 (Quelques résultats préliminaires) —
1. Vérifier que pour tous polynémes P, @ € C[X], on a M(PQ) = M(P)M(Q).
2. Montrer que pour tout polynome P € C[X] et tout élément z € C, on a

I(X = 2)P(X)[l2 = |(zX = D) PX)]2 -

Exercice 6 (Théoréme de Landau et borne de Mignotte) —

Soit P(X) = Zaka € C[X] un polynome de degré n > 1 et Q(X) = Zkak e C[X]
k=0 k=0
un diviseur de P de degré m > 1.
1. Démontrer que 'on a M(P) < || P||s.

2. Montrer ensuite que 'on dispose des inégalités suivantes :

1@l <@l <2™M(Q) < |—|2"[|P]2 -

m
n

3. En déduire que si P et ) sont tous deux a coefficients entiers avec () divisant P dans
Z[X], alors on a
Q< 29| Pl .

En quoi cette inégalité peut-elle étre utile ?



