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Dans toute cette feuille, les espaces vectoriels considérés sont sur un corps fixé k.

Exercice 1 — On considére £ = k[X] muni de la base (e;);>¢ définie par e; = X*. Soit
e; 'unique forme linéaire sur E telle que €} (e;) = 0 pour j # i, et e}(e;) = 1.
1. Montrer que la famille (e});>o est libre.

2. Exhiber une forme linéaire sur £ qui n’est pas combinaison linéaire des e.
A partir de maintenant, tous les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Exercice 2 — Soit E un espace vectoriel. On considére 'application ¢: E — E** définie
par t(x) = (A — A(x)).

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme (on pourra montrer l'injectivité).

2. En déduire que I'accouplement E x E* — k est parfait.

3. Soit n = dim E. Montrer que Uapplication e = (ey,...,e,) — e = (e},...,el) est

une bijection de I’ensemble des bases de £ sur l’ensemble des bases de E*.

Exercice 3 — Soit (-,-) : V x W — k un accouplement parfait.

1. Soient F, G des sous-espaces vectoriels de V. Montrer :
(a) (F+G)t=FtnG+;
(b) (FNG)*t = F+ + G+
(c) (FH)*==F;

Exercice 4 — Soit £ un espace vectoriel, et F' un sous-espace vectoriel de £. On note
i: ' — F l'inclusion, et 7: £ — E/F 'application canonique.

Vérifier que pour tout A € E*, la forme linéaire :*(\) est la restriction de A a F.
Montrer que i* induit un isomorphisme E*/F+ = F*.

En déduire dim F + dim F*+ = dim E.

Montrer que 7* induit un isomorphisme (E/F)* = F+.

Soit f € End(E). Montrer que F est stable par f si et seulement si F* est stable
par f*.
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Exercice 5 — Soit f: V — W une application linéaire. Montrer :
1. (im f)* = ker f*;



2. (ker f)* =im f*.
3. Montrer que f est injective (resp. surjective) si et seulement si f* est surjective

(resp. injective).

Exercice 6 — Soient V, W des espaces vectoriels, et f € Hom(V, W). Soit v une base de
V', et w une base de W. Montrer que

Maty, o+ (f*) = Mat, , (f).

Exercice 7 —

1. Soient A et u des formes linéaires non nulles sur £. Montrer qu’elles ont méme noyau
si et seulement si elles sont proportionnelles.

2. Montrer que tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire sur E.

Exercice 8 — Soit F' un sous-espace vectoriel de k™. Supposons connue une famille gé-
nératrice de F'. Comment obtenir un systéme d’équations définissant F'7

Exercice 9 — Soit E un espace vectoriel, et A, i des formes linéaires non nulles sur F.
Montrer qu’il existe = € E tel que A(z)u(zx) # 0.
Exercice 10 —

1. Montrer que 'application
(«,): Myu(k) x M, (k) =k

définie par (M, M') = Tr(M M’) est un accouplement parfait.

2. On suppose k de caractéristique # 2. Soit S,, (resp. A,) le sous-espace de M, (k)
formé des matrices symétriques (resp. antisymétriques). Montrer que S = A, et
AL =5,.



