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TD Exponentielle de matrices

Exercice 1 —
Soit A =

(
0 1
0 0

)
et B =

(
0 1
0 0

)
. Montrer que eA+B 6= eAeB.

Exercice 2 —

Soit A =

1 · · · 1
... . . . ...
1 · · · 1

. Calculer eA.

Exercice 3 —

Soit J =


λ 1 · · · 0

0
. . . . . . ...

0 0
. . . 1

0 0 0 λ

 le bloc de Jordan de taille n associé à λ ∈ C. Calculer eJ .

Exercice 4 —

Soit A =

 1 1 0
−1 0 −1
0 −1 1

. Calculer eA.

Exercice 5 —

1. Calculer la différentielle de l’application exp :Mn(R)→ GLn(R) en 0.
2. Soit p ≥ 1. On note up : Mn(R)→ Mn(R) l’application définie par up(X) = Xp/p!.

Montrer que up est de classe C1 et que

Dup(X)(H) =
1

p!

(
Xp−1H +Xp−2HX + · · ·+HXp−1

)
.

3. Pour X ∈ Mn(R), on note ad(X) : Mn(R) → Mn(R) l’application linéaire définie
par H 7→ XH −HX. Démontrer par récurrence que pour tout k ≥ 1, on a∑

p+q=k

1

q!
Dup(X)(H) =

1

k!
(−ad(X))k−1(H).

4. En déduire que la différentielle de exp en X ∈Mn(R) est donnée par

D exp(X)(H) = expX ·
( ∞∑

k=1

1

k!
(−ad(X))k−1(H)).
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Exercice 6 —

1. Montrer que pour tout k ≥ 1, l’application GLn(C)→ GLn(C) définie parM 7→Mk

est surjective.
2. Est-ce vrai si l’on remplace GLn(C) par Mn(C) ?

Exercice 7 — On note Sn l’espace des matrices symétriques réelles de taille n, et S++
n

l’ensemble des matrices symétriques réelles définies positives.

1. Montrer que exp: Sn → S++
n est bien définie et est un homéomorphisme.

2. Montrer un analogue pour les matrices hermitiennes.

Exercice 8 — Soit M ∈Mn(C).

1. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si exp(M) est diagonalisable.
2. Est-ce vrai dans Mn(R) ?
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