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TD POLYNOMES, ARITHMETIQUE

Polynémes en une indéterminée

Exercice 1
Soit A un anneau commutatif, F, G des polynomes de A[X] avec G unitaire de degré d > 1.

1. Montrer par récurrence sur le degré de F' qu’il existe un unique couple de polynomes

(Q, R) de A[X] tels que F' = QG + R avec deg R < d.
2. Montrer sur un exemple la nécessité de supposer G unitaire.

3. On note z la classe de X dans A[X]/(G). Montrer que tout élément y de A[X]|/(G)
s’écrit de maniere unique sous la forme y = Zf:_ol a;x avec ag, ..., aq-1 € A.
(On dit que (1,z,...,2%71) est une base du A-module A[X]/(G).)

Exercice 2

Dans Z[X|, déterminer le reste dans la division euclidienne de P = (X +1)" + (X — 1)" par
les polynomes suivants : X ; X —1; X?; (X —1)%; X2 —1; (X +1)(X —1)2 A quelle condition
X? + 1 divise-t-il P?

Exercice 3 (Division selon les puissances croissantes)
Soient A un anneau commutatif et F, G’ des polynomes de A[X] avec G(0) € A*.

1. Pour tout p € N, montrer qu’il existe un unique couple de polynoémes (@, R) de A[X]
tels que F' = QG + XP™ R avec deg Q < p.

2. Soit € € R. Diviser selon les puissances croissantes a 'ordre p € N le polynome F' =
1 — X cosf par G =1—2X cosf + X? dans R[X].

Exercice 4

Soit P un polynome de R[X] tel que P(x) > 0 pour tout x € R. Montrer qu’il existe
A, B € R[X] tels que P = A% + B?. Cette écriture est-elle unique (& permutation et aux signes
pres de A et B)?

Exercice 5 (Racines sur le cercle unité)
On s’intéresse dans cet exercice a calculer le nombre de racines d’'un polynéome P € R[X]
sur le cercle unité U = {z € C : |z]| = 1}.

1. Montrer que I'application t +— (t —7)/(t + i) définit une bijection de R vers un sous-
ensemble de U que 'on précisera.

2. Soit P € R[X] un polynéme de degré n > 1. Montrer qu’il existe un unique couple de
polynomes (A, B) de R[X] tels que

(t+ z’)”P(i - z) _ A(t)+iB(t) (teR).

3. En déduire une méthode pour calculer le nombre de racines de P dans U.

4. Déterminer le nombre de racines du polynome X* — 2X3 — 2X + 1 dans U.
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Polynomes en plusieurs indéterminées

Exercice 6
Soit A un anneau integre. Montrer la formule deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) pour tous
polynomes non nuls P,Q € A[Xy,..., X,].

Exercice 7

Soient A un anneau integre infini. Montrer par récurrence sur n que pour toutes parties
infinies Sy, ..., S, de A et tout polynéme P € A[X,...,X,], si P s’annule sur Sy x --- x S,
alors P = 0.

Exercice 8
Soit K un corps. Monter que si P € K[X] n’est pas un carré, alors Y?— P(X) est irréductible
dans K[X,Y].

Exercice 9
Soit K un corps. Montrer les isomorphismes d’anneaux suivants :

(a) KX, Y]/(Y = X?) = K[X];
(b) K[X,Y]/(Y? — X?3) = K[T? T?|. Indication. Considérer X +— T? et Y s T3,

Exercice 10

Exprimer les polynémes suivants de Z[X, Y, Z] en termes des polyndémes symétriques élémen-
taires : X2+ Y24+ 722, X2(Y + 2)+ Y (X + 2)+ Z*(X +Y).

Exercice 11
Pour tout monéme P de Z[X1,..., X,], le symétrisé X P de P est la somme des éléments
de l'orbite de P sous l'action du groupe &,,.

1. Montrer que le polynéme symétrique élémentaire ¥j (1 < k < n) est le symétrisé d'un
monome.

2. Montrer que tout polynéme symétrique P € Z[X7,..., X,] est combinaison linéaire &
coefficients dans Z de monomes symétrisés.

3. Exprimer en termes des polynomes symétriques élémentaires les polynomes suivants, a
I’aide de la méthode de Waring :
(a) X7 (n >2);
(b) LX2X,, X3} (n > 3);
(c) BX2X, X3, UX2X2 UX3X,, X} (n > 4).

Exercice 12
Soit P € Z[X] unitaire. On pose P = [[_,(X — ;) avec a; € C. Pour tout entier n > 1,
on définit A, (P) = [T, (a? — 1).

1. Montrer que A, (P) € Z.
2. Calculer Ay(P) et Az(P) pour P= X3 — X —1.

d
3. Montrer que si P(0)P(1) # 0, alors limsup,, .. |A,(P)[Y/" = Hmax(l, la|).
i=1



Exercice 13 (Formules de Newton)
Soit A un anneau commutatif et n > 2. Pour tout entier £ > 0, on pose S, = Z?:l Xf €
A[Xy, ..., X,] (avec la convention Sy = n).

1. Exprimer les coefficients de F' = [[I_,(T — X;) € A[Xy,...,X,][T] en termes des po-
lynomes symétriques élémentaires.

2. Soit B un anneau commutatif et P = 7" 4 37} b, T* € B[T]. Pour tout ¢ € B, donner
explicitement le quotient et le reste de la division euclidienne de P par T — c.

3. En déduire une expression de F'/(T'—X;) en termes des polynomes symétriques élémentaires.

4. En exprimant de deux manieres le polynome dérivé de F' par rapport a T, démontrer
les relations suivantes

k—1
Skt Y (1VES + (DS =0 (1<k<n)
j=1
5. En évaluant T*""F en X;, montrer que

Sk+ > (—1)%;8 ;=0 (k>n).
j=1

6. On suppose que A = K est un corps de caractéristique 0. Montrer que la K-algebre des
polynomes symétriques de K[Xi, ..., X,]| est engendrée par Sy, ..., S,.

Exercice 14
Soit A= [ (Xi—X;) €Z[Xy,...,X,].

1<i<j<n
1. Montrer que A est antisymétrique : pour tout 0 € &,, on a o - A = e(0)A.
2. Pour n = 2 et n = 3, exprimer A? en termes des polynomes symétriques élémentaires.

3. Montrer que tout polynome P € Z[X7, ..., X, ] antisymétrique s’écrit de maniére unique
P=A-Qavec Q € Z[X;,...,X,] symétrique (on pourra commencer par le cas n = 2).

Exercice 15

Soit K un corps et P € K[X7,...,X,] un polynéme homogene non nul.
1. On suppose P = FG avec F,G € K[X,...,X,]. Montrer que F' et G sont homogenes.
2. En déduire que la décomposition en irréductibles de P dans K[X7, ..., X, ] ne fait inter-

venir que des polynémes homogenes.
3. Montrer que X7 + ...+ X2 est irréductible dans R[X7, ..., X,,] sin > 2.

4. Le polynome X7 + ...+ X2 est-il irréductible dans C[X7,..., X,]?

Exercice 16
Soit P € K[Xj,...,X,] un polynome homogene symétrique, que I'on écrit sous la forme
P=Q(%,...,%,). Le polynome @ est-il alors homogene 7

Exercice 17
Soit I un idéal de K[X7,...,X,].

1. On suppose que I est engendré par des polynomes homogenes P, ..., P, avec r > 1.
Montrer que si P est dans I, alors les composantes homogenes de P le sont aussi.



2. Réciproquement, supposons que P € [ entraine que toutes les composantes homogenes
de P sont dans I. Montrer que I est engendré par des polynomes homogenes.

Exercice 18
Le but de cet exercice est de montrer que le polynome P = X™ — X — 1 est irréductible
dans Q[X] pour n > 2.
1. Traiter les cas n =2 et n = 3.
2. On suppose n > 4. Montrer que les racines de P dans C sont simples et n’appartiennent
pas a Q.
3. Si @ est un diviseur de P dans Z[X], on pose

Montrer que S(Q) € Z. Que vaut S(P)?

4. On suppose P = QR avec ), R € Q[X] unitaires de degré > 2. Montrer que @) et R
sont dans Z[X].
1

5. Si z est une racine de P, montrer que R(z — 1) > e L

6. En déduire S(Q) > 1 et conclure.

Arithmétique dans Z

Exercice 19

Déterminer le pged et une relation de Bézout pour les entiers suivants : (21, 34); (220, 284) ;
(10;142857) ; (10,12,15); (2" — 1,2" 4+ 1) avec n > 1.
Exercice 20

1. Résoudre la congruence 8z = 6 (mod 50).

2. Résoudre le systeme de congruences

r=1 (mod?7)
r=4 (mod?9)
=3 (mod 5).

Exercice 21
Résoudre les problemes suivants du Liber Abaci de Fibonacci (1202).

1. “Il y a un nombre qui, divisé par 2, ou 3, ou 4, ou 5, ou 6, a toujours un reste de 1, et
il est divisible par 7. Quel est ce nombre ¢”

2. “Il y a aussi un nombre qui, divisé par 2, a un reste de 1; divisé par 3, a un reste de
2, divisé par 4, a un reste de 3, et ainsi de suite jusqu’a 10; quand le nombre est divisé
par 10, il a un reste de 9 ; le nombre est divisible par 11. Quel est-il ?”

Exercice 22
Soit a,b,m € Z. Montrer que la congruence axr = b (mod m) a une solution dans Z si et
seulement si pged(a, m) divise b. Donner dans ce cas la solution générale.

Exercice 23
Soit a,b,c € Z. On considere I'équation ax + by = ¢ avec x,y € Z.

4



1. Montrer que cette équation a une solution si et seulement si pged(a, b) divise c.

2. On suppose que (7g,%9) € Z? est une solution. Montrer que la solution générale est
donnée par x = xy + tb/d et y = yo — ta/d avec d = pged(a, b) et t € Z.

Exercice 24
Soit a,b > 1. Posons d = pged(a,b) et m = ppem(a,b). Montrer les identités ¢(a)p(b) =
o(d)p(m) et ¢(ab)p(d) = dp(a)p(b), on ¢ est 'indicatrice d’Euler.

Exercice 25
Montrer que les nombres de Fermat F,, = 22" + 1 (n > 0) sont deux & deux premiers entre
eux. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Exercice 26

1. Montrer que 1+%+---+% ¢ 7 pour n > 2.
2. Montrer que tout p premier > 3 divise le numérateur de 1 + % +o

p
3. Montrer que pour tout k € {1,...,(p—1)/2}, il existe un unique ¢ € {1,...,(p—1)/2}

tel que m = —/% + h ott le numérateur de h est divisible par p.

4. Montrer que si p est premier > 5, alors p? divise le numérateur de 1 + % +o o

Exercice 27

1. Pour tout n impair, montrer n> = 1 (mod 8).
2. Pour tout n non divisible par 3, montrer n?> =1 (mod 3).

3. Pour tout n € Z, montrer n® = n (mod 30) et n” =n (mod 42).

Exercice 28
Pour un entier n > 1, on considére la congruence 2 =1 (mod 10").

1. Résoudre cette congruence pour n € {1,2,3}.
2. Déterminer le nombre de solutions de cette congruence pour n quelconque.

3. Soit n > 1. Montrer qu’il existe un entier naturel A de n chiffres tel que I'écriture
décimale de A? se termine par A. En trouver pour n = 1,2, 3.

Exercice 29 (Lemme de Hensel)
Soit p un nombre premier et P € Z[X]. On suppose qu’il existe z; € Z tel que P(z1) =0
(mod p) et P'(x1) 0 (mod p).
1. Montrer qu’il existe une suite d’entiers (x,,),>2 telle que P(x,) =0 (mod p") et x,,41 =
x, (mod p™) pour tout n > 1.
2. Montrer que si deux suites (z,) et (y,) vérifient les conditions ci-dessus alors z, = y,
(mod p™) pour tout n.

3. Application. On suppose p impair. Soit a € Z tel que la classe de a dans Z/pZ est un
carré non nul. Pour tout n > 1, montrer que la congruence z? = a (mod p") possede
exactement deux solutions dans Z/p"Z.



Exercice 30

Soit P € Z[X] unitaire. On pose P = [[_,(X — ;) avec a; € C. Pour tout entier n > 1,
on définit A, (P) =[], (e# —1). On a vu dans Pexercice 12 que A, (P) € Z.

Montrer que si P est réciproque (c’est-a-dire P(z) = x?P(1/z)), alors |A,(P)/A;(P)] est
un carré pour tout n impair, et |A,(P)/As(P)| est un carré pour tout n pair.

Indication. Pour n pair, utiliser a” — 1 = a™/?(a™? — a~™?), et pour n impair, utiliser

(n-1)/2

a”—1 .

_ on=1)/2 J

1 - Qo | E al.
j=—(n-1)/2

Quelques équations diophantiennes

Exercice 31 (Racines rationnelles)

Soit P = >",_,ax X" € Z[X] avec ag, a, # 0. Montrer que pour toute racine a = p/q € Q
de P, avec pged(p,q) = 1, on a plag et gla,. En déduire une méthode pour trouver toutes les
racines rationnelles de P.

Exercice 32

1. Montrer que I’équation 322 + 2 = y* n’a pas de solution dans Z?, puis dans Q?.

2. Montrer que I'équation 723 + 2 = y® n’a pas de solution dans Z?, puis dans Q?Z.

Exercice 33
Soit p un nombre premier.

1. On suppose p = 3 (mod 4). En utilisant le fait que —1 n’est pas un carré modulo p,
montrer que I’équation 2% + y? = p n’admet pas de solution dans Q2.

2. Montrer que 'équation 2% + 3?> = 1 admet une infinité de solutions dans Q? (on pourra
paramétrer le cercle par des fractions rationnelles).

3. En déduire que sip =2 ou p =1 (mod 4), 'équation 2% + y*> = p admet une infinité de
solutions dans Q2.

4. Montrer que I’équation z2 + y? + 22 = 7 n’a pas de solutions dans Q3.

Exercice 34
Le but de cet exercice est de montrer que ’équation y?> = 2% + 7 n’admet pas de solution
dans Z2. Par I’absurde, on suppose qu’il existe une solution (z,y).

1. Montrer que y est pair.

2. Montrer que z =1 (mod 4) et x > 1.

3. En déduire qu'il existe p premier = 3 (mod 4) divisant = + 2.
4. Montrer que z + 2 divise 3> + 1 et conclure.

Remarque : on peut montrer (mais c’est bien plus difficile) que cette équation n’a pas de
solution dans Q2.



Le groupe (Z/nZ)*

Exercice 35

1. Soit m un entier impair. Montrer que les groupes (Z/mZ)* et (Z/2mZ)* sont iso-
morphes.

2. Trouver deux entiers impairs distincts m et n tels que (Z/mZ)* et (Z/nZ)* soient
isomorphes.

Exercice 36
1. Déterminer un générateur de (Z/17Z)*.
2. En déduire les solutions de z* =1 (mod 17).

3. Combien y a-t-il de puissances quatriemes dans (Z/17Z)* 7

Exercice 37
Soit p premier. Montrer que si 'ordre de a dans (Z/pZ)* est 3, alors 'ordre de a + 1 est 6.

Exercice 38 (Nombres premiers congrus a 1 modulo n)

1. Soit p > 3 premier. Montrer que si p divise 2% + 1 avec o € Z, alors x est d’ordre 4 dans
(z/pZ)*.

2. En déduire 'existence d’une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 4.

3. Montrer que si p premier divise 2 — 2% + 1 avec x € Z, alors p = 1 (mod 12).

4. Soit n > 2 un entier et p un nombre premier ne divisant pas n. Montrer que la réduction
du polynéme X™ — 1 modulo p n’a que des racines simples dans Z/pZ.

5. Supposons de plus p|®,(a) avec a € Z, ou P, est le n-itme polynoéme cyclotomique.
Montrer que l'ordre de a dans (Z/pZ)* vaut n.

6. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo n. Cette
preuve est attribuée a Euler par Dickson (History of the Theory of Numbers, Vol. I :
Divisibility and Primality, 1919).

Symbole de Legendre

Exercice 39

Pour p = 3,5,7, 13, calculer le symbole de Legendre (%) pour tout 1 <a <p-—1.

Exercice 40
13 45

Calculer (ﬁ), (ﬁ)v (%). La méthode utilisée permet-elle de calculer <%> lorsque p est

“tres grand” 7
Exercice 41

1. Déterminer pour quels nombres premiers p, I’entier 3 est un carré modulo p.

2. Méme question en remplacant 3 par 5.



Exercice 42

1. Déterminer les solutions de 'équation z? + 14z + 5 = 0 dans Z/35Z.

2. Déterminer pour quels nombres premiers p, 'équation z? 4+ 14z + 5 = 0 admet une
solution dans Z/pZ.

Exercice 43
Soit p > 3 premier. Soit ¢ une puissance de p, et a € Fr. On pose 0 = a + o™ L.

1. Montrer que 6% = 2 < « est racine de ®g, ot g est le huitieme polynéme cyclotomique.
2. On choisit pour Fy un corps de décomposition de ®g sur F,,, et pour « une racine de ®g.

Montrer que 2P~1/2 = g2 /0, et que o® € {a, —a, ', —a~'}.

1 ip==+1 d
3. En déduire <2> = SLP mod 8,
b —1 sip=+3modS8.

Arithmétique dans les anneaux

Exercice 44

Un sous-anneau d’un anneau integre est-il integre ? Méme question avec noethérien, factoriel,
principal, euclidien et toutes vos propriétés préférées pour les anneaux. Méme question pour le
quotient d’'un anneau.

Exercice 45
Déterminer le pged et une relation de Bézout pour les éléments 3 4 i et 1 4 3i dans Z[i].

Exercice 46
1. En utilisant la fonction | - |?, montrer que Z[:]* = {&1,+i} et Z[j]* = {£1, £j, +5°}.
2. Montrer que 2 est associé a un carré dans Z[i].

3. Soit j = e¥7/3. Montrer que 3 est associé a un carré dans Z[j].

Exercice 47
Soit j = e¥7/3, Soient x,y, z € Z[j] tels que 2 + y> = z3. Montrer que 1 — j divise xyz.

Exercice 48 (Quotients de Z[i])
1. Montrer I'isomorphisme d’anneaux Z[X]/(X? + 1) = Z[i].

2. Soit A un anneau commutatif et I, J des idéaux de A. On note 7 : A — A/I la projection
canonique. Montrer I'isomorphisme d’anneaux (A/I)/7(J) = A/(I + J).

3. En utilisant la question précédente, montrer que 'anneau quotient Z[i]/(1 + i) est iso-
morphe a Z/27Z.

4. Montrer que si p est un nombre premier, on a Z[i]/(p) = F,[X]/(X* + 1).
5. Montrer que Z[i]/(3) est isomorphe a Fg.
6. Montrer que Z[i]/(p) est isomorphe & F, x F), si p=1mod 4, et a Fj2 si p =3 mod 4.

Exercice 49 (Irréductibles de Z[i])
Le but de cet exercice est de décrire les éléments irréductibles de 'anneau A = Z[i]. Pour
tout a dans A, on note N(a) = |a|*.



1. Soit p un nombre premier impair. Montrer que le corps Z/pZ contient 7%1 éléments qui
sont des carrés.

p—1
2

=1.

3. A quelle condition la classe de —1 mod p est-elle un carré dans Z/pZ?

2. Montrer que = € (Z/pZ)* est un carré si et seulement si

Soit p un nombre premier. On rappelle (cf. exercice 48 sur les quotients de Z[i]) que anneau
A/pA est isomorphe & F,[X]/(X? + 1).
4. Quels sont les nombres premiers de Z qui restent premiers dans A7

5. Soit p un nombre premier de Z qui ne reste pas premier dans A. Montrer que p s’écrit
comme produit de deux irréductibles u et v de A qui sont conjugués complexes I'un de
lautre et tels que N(u) = N(v) = p.

6. Déterminer ’ensemble des nombres premiers de Z qui s’écrivent comme somme de deux
carrés.

7. Montrer que tout élément irréductible de A divise un élément irréductible de Z. En
déduire les éléments irréductibles de A.

Exercice 50
Montrer que Z[v2] = {a + bv2 : a,b € Z} est un anneau euclidien pour la norme
N(a + bv2) = |a® — 2V?|.

Arithmétique dans les anneaux de polynomes

Exercice 51

1. Soit K un corps et P € K[X] de degré 2 ou 3. Montrer que P est irréductible si et
seulement si P n’a pas de racine dans K.

2. Quels sont les polynomes irréductibles de degré 2 de Z/2Z[X]|?

3. En déduire un critere pour déterminer si un polynéome de degré < 5 de Z/2Z[X] est
irréductible.

4. Application. montrer que P = X° 4+ X3 + 1 est irréductible dans Q[X].

Exercice 52
Dans cet exercice, on montre que le polynome P = X* + 1 est irréductible dans Z[X], mais
est réductible modulo tout nombre premier.

1. Donner la décomposition de P en irréductibles dans C[X], puis dans R[X].
. Montrer que P est irréductible dans Q[X] et dans Z[X].

2
3. Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que le groupe F; possede un élément d’ordre 8.
4

. En déduire que X* + 1 admet une racine dans F,2, et conclure.

Exercice 53
Soit A un anneau commutatif. Montrer que A[X] est principal si et seulement si A est un
corps. Expliciter un idéal non principal de Z[X], de K[X,Y].

Exercice 54
Montrer que C[X?, X?] n’est pas factoriel.



Exercice 55
Montrer que si K est un corps, 'anneau K[[X]] est euclidien.

Exercice 56

On note R® la R-algebre des fonctions de R dans R, et ¢ : R[X,Y] — RR le morphisme
de R-algebres défini par p(X) = cos et p(Y') = sin. Par définition, 'anneau A des polynomes
trigonométriques est 'image de . Le but de cet exercice est de montrer que A n’est pas factoriel.

1.
2.

Montrer que ker p = (X2 +Y? —1).

,e . . ) . - _ t?—1
Montrer q121 il existe un morphisme d’anneaux ¢ : A — R(t) vérifiant y(cos) = 77 et
Y (sin) = ﬁ
Montrer que tout F' € ¢(A) est de la forme F' = % avec n > 0, P € R[t] de degré
< 2n, et P non divisible par t* + 1.

Montrer que cos est irréductible dans A.

5. En utilisant cos? +sin? = 1, montrer que A n’est pas factoriel.
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