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Résumé

Dans le cas des courbes elliptiques, la conjecture de Zagier affirme que
la valeur en s = 2 de la fonction L d’'une courbe elliptique E définie sur
Q, est égale, a un facteur rationnel non nul pres, a mDy(1), ou Dy est le
dilogarithme elliptique (défini sur E(C)), et [ est un diviseur Q-rationnel sur
E. Cette conjecture a été démontrée en 1998 par Goncharov et Levin. lls ont
en outre donné des conditions suffisantes sur un diviseur Q-rationnel sur £
pour que son image par le dilogarithme elliptique appartienne a %L(E,Q)Q.
Ce dernier résultat dépend cependant de la conjecture de Bloch-Beilinson.
Le probleme de I'effectivité de la conjecture de Zagier n'est donc pas encore
résolu, bien que I'on ait une méthode pour trouver, étant donnée une courbe
elliptique E définie sur Q, des diviseurs Q-rationnels [ sur E qui sont de trés
bons candidats.

Dans I'introduction nous définissons la fonction L de Hasse-Weil d'une
courbe elliptique E sur Q ainsi que le dilogarithme elliptique Dy, de maniere
a pouvoir énoncer les résultats de Goncharov et Levin. Les sections (2) et
(3) définissent un complexe elliptique motivique B(E/Q;3), et font le lien
entre ce complexe et la K-théorie de E. La section (4) est consacrée a
la démonstration proprement dite de la conjecture. Les sections (5) et (6)
démontrent des résultats techniques utilisés dans (3) et (4). L’appendice est
une introduction a la notion de biextension.
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1 Introduction.
Soit E une courbe elliptique définie sur Q et p € Z un nombre premier. Si F a

bonne réduction en p, on note Ej, la réduction de E a F, et on pose

ap =p+1— Card E,(F,),
Xp(X) =1 —a,X +pX?,

1 1
Xp(PiS) - 1— app*S +p172s

L,(E,s) =

pour Res > %
Si E a réduction multiplicative déployée (resp. multiplicative non déployée,
additive), on pose

Xp(X)=1-X (resp. xp(X) =1+ X, xp(X) =1),

1

=

pour Res > 0.

Définition 1.1. Soit E une courbe elliptique définie sur Q. On appelle fonction
L de Hasse-Weil de FE la fonction

LEs)= ][ LuE,s)

p premier

définie et holomorphe pour Re s > %

Définition 1.2. Le dilogarithme est le prolongement analytique de la série
entiére

Lins) =3 2 (1)

définie sur Uouvert {z € C: |z| < 1}.

Une maniere de construire un tel prolongement est de considérer le reve-
tement universel (X,zo) de I'espace pointé (C\{0,1}, 3). Sur X est définie de
fagon naturelle la fonction Lii(z) = —log(1 — 2). En effet si ¢ € X est la classe
d’un chemin reliant 3 & 2 dans C\{0, 1}, on pose

‘ 1 d
Lir() = Lif(z) = Lin(5) + | -

cl—w

D’autre part, sur I'ouvert {z € C: 0 < |z| < 1}, on a Liy(z) = L1Lii(2), ce
qui permet de prolonger Lio de maniére unique a X. On peut voir le diloga-
rithme Lis comme une fonction holomorphe multivaluée sur C\{0,1}.

Le groupe de Galois du revétement X — C\{0,1} est isomorphe au groupe
libre engendré par les boucles ¢ et ¢; autour des points 0 et 1 (cf. figure).



Le dilogarithme vérifie les relations de monodromie suivantes : pour tout
z € C\{0,1}, et pour tout chemin c reliant & z dans C\{0,1}, on a :

Lis*Nz) = Lif'(2) et Liy'(2) = Lig' (=) - 2imlog"l(2)

ol ¢;c désigne le composé des chemins ¢; et c.
Bloch et Wigner ont défini une version univaluée du dilogarithme.

Définition 1.3. On pose pour z € C\{0,1} et c: % —z

D(z) = Im Lif (z) + log || Im log!" (1 — 2)

ot 1 — c est le symétrique du chemin ¢ par rapport au point % Cette ex-
pression ne dépend pas du chemin ¢ choisi, comme on le vérifie en utilisant les
relations de monodromie du logarithme et du dilogarithme. La fonction D est
appelée fonction de Bloch-Wigner.

Propriétés :

D : C\{0,1} — R est analytique réelle. Elle se prolonge par continuité &
P!(C) en posant D(0) = D(1) = D(cc) = 0.

Si0 < |z| < 1 on peut calculer D(z) en utilisant Pexpression (1) de Lis en
série entiere et la détermination principale de 'argument de 1 — z. Ainsi
D(z) = Im Lis(2) + log | z] arg(1 — 2).

e Pour tout z € C, D(Z) = —D(z). En particulier D est nulle sur I’axe réel
R.

e Pour tout z € PY(C), D(1/2) = —D(2) et D(1 — z) = —D(z).

Le dilogarithme elliptique a été étudié pour la premiere fois par Bloch. Voici
sa définition :

Définition 1.4. Soit E une courbe elliptique définie sur C. On fixe un isomor-
phisme E(C) =2 C/(Z+Z7) ou 7 € C vérifie Im7 > 0. On pose ¢ = exp(2inT).
On a|q| <1 et E(C) = C*/q%. Pour tout x € C*, on pose

Dy(z) = Z D(q"z).

nez

D, induit une fonction continue E(C) — R, appelée dilogarithme elliptique.

~

Cette fonction dépend a priori du choiz de q et de lisomorphisme E(C) =
C*/q*.

Sil=)7_, nj{P;} est un diviseur sur £(C), on pose

Dy(l) = anDq(Pj)~
j=1



Notations.  Soit F une courbe elliptique définie sur Q.

Si K est un corps de nombres, on note E(K) le groupe des points K-
rationnels de E.

Nous appellerons diviseur Q-rationnel sur E, toute combinaison linéaire
formelle finie

1= > np{P},

PeE(Q)

invariante par Gal(Q/Q), avec np € Z. Pour un tel diviseur /, on note Q(1)
le sous-corps de Q engendré par les coordonnées des points P tels que np # 0
(ce corps ne dépend pas de ’équation de Weierstra$l choisie).

Nous noterons Divg (E) le groupe des diviseurs Q-rationnels sur £. On a une
injection canonique Divg(E) C E(C), ce qui permet de définir le dilogarithme
elliptique D, (1) d'un diviseur Q-rationnel ! sur E.

Soient K un corps de nombres et v une place de K. On note |.|, la valeur
absolue normalisée de K associée a v [Sill, VIII, §5, Definition p. 206]. On note
hy : E(K)\{0} — R la hauteur locale associée & |.|, [Sil2, VI, Thm 1.1]. Il est
commode de poser h,(0) = 0.

Soient A un anneau commutatif et M un A-module. Nous noterons T4 M
(resp. SaM,AaM) Dalgebre tensorielle (resp. symétrique, extérieure) de M.
Si n est un entier naturel, nous noterons TH M (resp. SEM, A’ M) le sous-A-
module de ToM (resp. de S4M, A4 M) placé en degré n [Bou, Algebre, 111, §5,
§6, §7]. Lorsqu’aucun indice n’est précisé, nous convenons que A = Z.

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats de Goncharov et Levin. Nous
commengcons par la version dite faible de la conjecture de Zagier.

Théoréme 1.5. Soit E une courbe elliptique modulaire définie sur Q. Alors il
existe un diviseur Q-rationnel | = Z;Zl n;{P;} sur E et un nombre rationnel
non nul o tels que

L(E,2) = anDy(1)

et vérifiant de plus les trois conditions suivantes

(@) : Y n;P} =0 dans S*E(Q);

(b) :  Pour toute place v de Q(l), on a
anhv(Pj) ® Pj =0 dans R ®z E(Q);
j=1

(c) :  Pour tout nombre premier p tel que E a réduction multiplicative déployée
en p, on a une condition d’intégralité sur I, cf. [Gon, pp. 394-395 formule
(4), p. 418 formule (32)] et le travail de Schappacher et Scholl [Sch2].

Pour énoncer le second résultat de Goncharov et Levin, nous avons besoin
d’introduire les régulateurs de Bloch et Beilinson. Commencons par celui de
Bloch [Blo, §8.1].

Soit * le produit dans l'algébre de groupe Z[E(Q)]. Pour tout diviseur

D =3 pepq nri{P} posons D™ =3 pcpq)nr{—P}



Soit B I’homomorphisme de Bloch

B:Q(E)" ®z Q(E)* — Divg(E) (2)
f® g div(f) *div(g)~.

Par composition avec le dilogarithme elliptique, on a un homomorphisme

Dyo3: Q(E)* ®z Q(E)* — R.

Pour tout schéma X et tout entier naturel n, nous noterons K, (X) le n-ieme
groupe de K-théorie de Quillen de X. K, est un foncteur contravariant de la
catégorie des schémas dans la catégorie des groupes abéliens [Qui]. Rappelons
le théoreme de Matsumoto : pour tout corps k, on a un isomorphisme

B k*®zk*
T <zl —2), zek\{0,1} >

Ks(k)

Le théoreme fondamental de Bloch est le suivant : I’'homomorphisme D, o B
induit un homomorphisme K>(Q(F)) — R. D’autre part, la K-théorie de
Quillen fournit un homomorphisme K3(E) — K3(Q(E)). On obtient donc un
homomorphisme

K»(E) — R.

C’est par définition la partie imaginaire du régulateur de Bloch. Voici une
autre facon de voir les choses. L’application  induit un homomorphisme

Divg(FE)
<p(feA=1), feQ(EN{0,1} >
Le résultat de Bloch signifie que ’on peut définir le dilogarithme elliptique
sur ce quotient de Divg(E). La partie imaginaire du régulateur de Bloch

s’obtient alors en composant (3 et le dilogarithme elliptique.
Le régulateur de Beilinson (39) est un homomorphisme

B K3(E) — 3)

rpg: Ko(E) — C

dépendant du choix d’un isomorphisme E(C) = C*/q¢%. On peut faire le
lien entre régulateur de Beilinson et dilogarithme elliptique. Le calcul de la
section (4), tiré de [Gon, §3.3, p. 416], montre que pour tout v € K3(F), on a :

1
——D .
1= DalB0)
L’application 3 définie en (3) est une application régulateur universelle, dans
le sens ot la composition D, o 3 coincide, a un facteur pres, avec la partie

imaginaire du régulateur de Beilinson.

Imrp4(v) =



Remarque. 1l est possible de construire une fonction J,; sur E(C) telle que
la composition J, o B coincide, au méme facteur pres, avec la partie réelle du
régulateur de Beilinson [Blo, §8.1].

Soit £ un modele minimal, propre et régulier de E sur Z. On définit le
sous-groupe des éléments entiers de Ko(F) par la formule

Cette définition ne dépend pas du choix du modele £. La conjecture de
Bloch-Beilinson s’énonce ainsi :

roq(Ka(B)z ©2.Q) = 5 L(E,2)Q. ()

On a alors la version “effective” suivante de la conjecture de Zagier (dite
version forte) :

Théoréme 1.6. Soit E une courbe elliptique définie sur Q. On suppose vraie
la conjecture de Bloch-Beilinson (4). Alors pour tout diviseur Q-rationnel | sur
E satisfaisant auz conditions (a), (b), (c¢) du théoréme (1.5), il existe o € Q
tel que

Dy(l) = %L(E,Z).

Remarque. On peut éventuellement avoir a = 0 : considérer par exemple le
diviseur [ = {0}, ou bien | = {P} + {—P} avec P € E(Q).

Esquissons la preuve du théoréme (1.5). Nous nous appuyons sur un théo-
réme de Beilinson [Beil, Bei2] qui affirme que pour toute courbe elliptique F
modulaire définie sur Q, il existe un élément vg € K3(FE)z et un nombre ra-
tionnel non nul « tels que

e
rp.q(70) = ;L(Eﬂ)-

Or la partie imaginaire du régulateur de Beilinson se calcule a l’aide du
dilogarithme elliptique (cf. plus haut). On a en particulier

1
rp,q(70) = —@Dq(lo)

ou lp est un diviseur Q-rationnel sur E. En combinant ces deux résultats,
on obtient

L(E,2) € mDy(10)Q".

Il reste donc & montrer que le diviseur [ satisfait aux conditions (a), (b), (c)
du théoréme (1.5). Pour montrer les conditions (a) et (b), on utilise de fagon
essentielle le fait que Iy provient d’un élément vy € Ko(E). En ce qui concerne
la condition (c), on utilise le fait que v9 € K2 (FE)z.



2 Le groupe By(FE/k) et ses propriétés.

Soit k£ un corps parfait et E une courbe elliptique sur k. Le but de cette partie
est de construire un groupe abélien Bo(E/k) muni d’une suite exacte courte :

0 — k* 5 By(E/k) L T?E(k) — 0. (5)

Nous définirons également un homomorphisme

ZB(K)] — BaE/K) 6 2] (6)
(P} {Ph

tel que pour tout P € E(k), on ait p({P}2) = P® P.

Le groupe Bs(E/k) provient de la biextension donnée par le fibré de Poincaré
sur E x Pic’(E). Pour tout (z,y) € E(k) x E(k), I'ensemble p~(z ® y) C
By(E/k) est un k*-torseur. La fonction P € E(k) — {P}s € By(E/k) est
une généralisation de la fonction théta définie dans le cadre d’une courbe ellip-
tique sur C. Nous renvoyons a ’appendice pour les notions de torseur et de
biextension.

Notations.  Soit Pic{(F) le groupe des classes d’isomorphisme de k-fibrés en
droite de degré zéro sur E. On note Divy(E) C Z[E(k)] le groupe des diviseurs
k-rationnels sur E, et Div}(E) le sous-groupe des diviseurs k-rationnels de degré
zéro sur E. Si E(g) désigne I'ensemble des points fermés du schéma F, on a un
isomorphisme naturel Divy (E) = Z[Eq)]. Rappelons que I'on a une suite exacte

[Sil1, II, Exercise 2.13]

0— k" — k(E) L% Div)(E) — Pic(E) — 0.

Pour un diviseur | = 3~ pc gy np{P} € Divg(E), et pour un point P €
E(k), on pose vp(l) = np. On appelle support de I, et on note Supp(l),
I'ensemble des P € E(k) tels que vp(l) # 0. Deux diviseurs I,m € Divy(E)
seront dits étrangers lorsque Supp(l) N Supp(m) = @, propriété que nous nous
permettrons d’écrire [ Nm = (.

Soit f € k(E)*. Si P € E(k) n’appartient pas & Supp(div f), on peut parler
de f(P) € k(P)* C k*, ou k(P) est le corps résiduel de E en P. Par suite, si [

est un diviseur dans Divg(E) tel que [ et div f sont étrangers, on peut poser

so= TI seyroew

PcE(k)
puisque f et [ sont k-rationnels.
Définition 2.1. Soit L, M des k-fibrés en droite de degré zéro sur E. On
note [L, M| le k-espace vectoriel engendré par les symboles (I, m) ou I (resp.

m) parcourt l’ensemble des diviseurs représentant L (resp. M), avec | et m
étrangers, et quotienté par les relations suivantes :

(I +divfm) = fom) Lom) et (Lm+divg) = g(1) (m)  (7)



pour tous diviseurs I,m représentant L, M et toutes fonctions rationnelles
f,g€ek(E) tels quelNm =0, divfNnm=0etindivg=0.

Remarquons que pour ¢ € k* et | € Divy(E), onac(l) = ci&!. En particulier
si 1 € Divl(E), on a ¢(l) = 1. Cela permet de lever Pambiguité dans (7).

Proposition 2.2. [L, M] est un k-espace vectoriel de dimension 1 et définit
donc un k*-torseur.

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3. Soient | € Divi(E) un diviseur k-rationnel sur E, et F un ensem-
ble fini de points fermés du schéma E. Alors il existe I € Divl(E) linéairement
équivalent a 1 et tel que (Suppl’) N F = 0.

Démonstration. Nous noterons = 1’équivalence linéaire des diviseurs k-ration-
nels sur E. On peut toujours choisir P € E(k) tel que | = {P} — {0} (cf.
I’isomorphisme (8)).

Supposons que k est infini et fixons une équation de Weierstral pour FE.
Notons (z(Q) : y(Q) : 1) € P2(k) les coordonnées d’un point Q € E(k). Soient
a et b quelconques dans k. Considérons les fonctions k-rationnelles x —a et y —b
sur . On a

div(z — a) = —2{0} +{Q.} + {Q4}
div(y — b) = —3{0} + {Ry} + {R}} + {R}

avec 2(Q,) = z(Q),) = a et y(Ry) = y(R}) = y(R)) = b. Puisque k est
infini, on peut choisir a et b de telle sorte que a ¢ z(F\{0}) et b ¢ y(F\{0}).
En posant f = (z —a)/(y — b), il vient

div f = {0} + D

ol D est un diviseur k-rationnel évitant 0 et F. En particulier {0} = —D.
En considérant la translation k-rationnelle de f par P (et pour un nouveau
choix de a et b), on trouve un diviseur D’ évitant P et F tel que {P} = —D’.
On a alors I = {P} — {0} = D — D’ et ce dernier diviseur évite F.

Supposons maintenant que k est un corps fini. Rappelons que | = {P} —
{0} avec P € E(k). Soit p un nombre premier quelconque ne divisant pas
Card E(k). Notons k, 'unique extension intermédiaire entre k et k de degré p.
En utilisant les bornes de Hasse-Weil [Sill, V, Thm 1.1], on montre que pour
tout p assez grand, il existe Q € E(kp)\E(k). En particulier [k(Q) : k] = p.
Notons Q1, . .., Q, les conjugués de @ sous I'action de Gal(k/k). Par hypothese
sur p il existe P’ € E(k) tel que p P’ = P. Alors

Py {0y =p ({P} —{0}) = > _{FP'+Q;} — {Q;}-

j=1

11 suffit maintenant de choisir p supérieur & tous les [k(R) : k] lorsque R

parcourt F'.
O



Démonstration de la proposition. Soit W le k-espace vectoriel engendré
par les (A, u) ot A et u sont des diviseurs étrangers représentant respective-
ment L et M. Construisons une application k-linéaire

oW —k

telle que ¢ soit non nulle et telle que le noyau de ¢ contienne les relations
(7). Fixons [, m représentant L, M tels que [,m soient étrangers (c’est pos-
sible d’apres le lemme (2.3)). Posons ¢((I,m)) = 1. Définissons maintenant
o({(I';m)) ou I',;m’ sont d’autres représentants de L, M étrangers. D’apres le
lemme (2.3), on peut trouver ly représentant L tel que lo Nm = lo N m’' = .
Ecrivons I/ = lg + div f/, m’ = m+divg et ly = [ + div f. On fait le calcul
formel suivant, modulo les relations (7) :

',m') = f'(m') (lo,m") = f'(m')g(lo) (lo,m) = f'(m")g(lo) f(m) (I, m).
Ce calcul peut se schématiser ainsi

<l7 m> - <107 m>

|

{lo,m") —— (I',m)

Suite & ce calcul on définit ¢((I’, m')) = f'(m’)g(lo) f(m). 1l est important
de vérifier que cette définition ne dépend pas du [y choisi. Choisissons un autre
représentant [y de L vérifiant [y Nm = 1; Nm/ = 0. En écrivant I’ = [y + div I/,
m' =m +divg et Iy =1+ div h, il vient modulo (7) :

(',m’) = W (m")g(li)h(m) (I, m).
Ecrivons Iy = lg 4+ div¢. On a alors f/ = h'¢ et h = f¢ (modulo k*). 11 suit

L’égalité g(div¢) = ¢(divg) est une conséquence de la loi de réciprocité de
Weil sur E xj k (pour une démonstration cf. [Sill, II, Exercice 2.11]). Ainsi
d((I';m’)) ne dépend pas du choix de lg. On vérifie ensuite que ¢ annule les
relations (7). Pour la deuxieme de ces relations, il est nécessaire d’utiliser a

nouveau le lemme (2.3) et la loi de réciprocité de Weil.
O

Remarque. Nous avons en outre montré que pour tous diviseurs [, m étran-
gers, 1’élément (I, m) est non nul dans le k-espace vectoriel [L, M]. Il définit
donc un élément du k*-torseur sous-jacent [L, M].

10



Nous disposons maintenant d’une famille de k*-torseurs [L, M|, ou (L, M)
parcourt E(k) x E(k). Nous avons pour cela fait I'identification entre les points
k-rationnels de E et les classes d’isomorphisme de k-fibrés en droite de degré
zéro sur E :

E(k) = Pic(E) (8)
P [{P} —{0}].

Nous allons maintenant appliquer la proposition de 'appendice pour cons-
truire le groupe Ba(E/k). Montrons que Iisomorphisme de k*-torseurs suivant
est bien défini :

[Ly, M] x*" [Ly, M] — [Ly + Lo, M] (9)
<ll,m) X <12,m> — <ll —|—l2,m>

ol l1,la,m sont des diviseurs vérifiant [y Nm = Iy Nm = @ (d’apres le
lemme (2.3), il est clair que de tels diviseurs existent). Si Iy et Iy sont fixés,
I'isomorphisme (9) ne dépend pas de m (choisi tel que Iy Nm = Iz Nm = 0).
Si m est fixé, (9) ne dépend pas non plus de (I1,13). Or, si I'on considére deux
triplets (I1,l2,m) et (14,15, m’), il existe, toujours par (2.3), un diviseur mg
représentant M tel que Iy N'mg = lo Nmg = 15 Nmg =I5 Nmo = 0. Ainsi
I’isomorphisme (9) est bien défini. On définit de méme

[L, My] x*® [L, Ms) — [L, My + Ms)] (10)

(l,m1> X (l,m2> — <l,m1 —|—m2>

11 ne reste plus qu’a vérifier que les isomorphismes (9), (10) satisfont aux
cing conditions de compatibilité énoncées dans la proposition de 'appendice.
On en déduit la définition suivante :

Définition 2.4. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps parfait k.
On note By(E/k) Uextension de T*E(k) par k* déduite des k*-torseurs [L, M],
avec L, M € E(k), et des isomorphismes de bilinéarité (9), (10), au moyen de la
proposition de 'appendice. On obtient donc la suite exacte courte (5) cherchée

0 — k* 5 By(E/k) L T2E(k) — 0.

Nous allons maintenant définir le symbole (I, m) lorsque I et m ne sont pas
nécessairement étrangers.

Rappelons que nous notons E(g) I’ensemble des points fermés du schéma
E. Pour x € E(), notons O anneau local de E en z et Mg, son idéal
maximal. Notons encore k(z) = Op /Mg, le corps résiduel de E en z et
Cot, E = Mg, /M3, , Uespace cotangent a E en . Cet espace cotangent définit
un k(x)*-torseur que nous noterons Cot,, E. Pour tout n € Z, le k(z)*-torseur
sous-jacent a My, ./ oM7t! g’identifie canoniquement & (Cot* E)™ (on utilise le
fait que O , est un anneau local régulier). Pour f € k(FE)*, nous pouvons donc
définir

11



f(z) € (Cot} E)*=1).

C’est le terme dominant de f en x. On a la formule E(z) = f(z) x ().
Soient [, m des diviseurs k-rationnels sur E. On définit un k*-torseur V (I, m)
par la formule

Vim) =TT (Nugwya(Cot, B)y= 0,
TEE )

Dans cette formule Ny(,/x(Cot} E) désigne le k*-torseur déduit de Cot}, E
par ’homomorphisme norme k(x)* — k*. Il est a noter que le produit ci-dessus
ne fait intervenir qu’un nombre fini de k*-torseurs non triviaux. De plus, la
définition de V' (I,m) est bilinéaire en [, m.

Remarque. Il serait également possible de définir V(I,m) par un produit

tensoriel indexé par x € E(k). On obtiendrait alors un k*-torseur muni d’une
structure k-rationnelle.
Soient f € k(E)* et | € Divg(FE). On définit

FO = I egyn(f@)=® e vdiv £,1).
€L (0)

A titre d’exemple, la loi de réciprocité de Weil pour des fonctions f, g € k(E)*
dont les diviseurs ne sont pas nécessairement étrangers s’écrit

f(divg)—( 11 (—1>”f<f>”w<9>>§<divf>

z€E(k)

avec l'identification V (div f,divg) = V(divg,div f). Pour une démonstra-
tion, cf. [Serre, II1.1.4, Proposition 6].

Soient I,m € Div(E) (non nécessairement étrangers) représentant respec-
tivement L, M € Pic{(E). Nous allons définir (I,m) € V (I, m) x*" [L, M]. Soit
I=10+divf tel que ! Nm=10. On a f(m) x (I',m) € V(div f,m) x*" [L, M].
Or V(I,m) = V(I'ym)x¥ V(div f,m) = V(div f,m) puisque V(I',m) = k*. On
peut donc poser

(I, m) = f(m) x (I',m) € V(I,m) x*" [L, M].

Cette définition ne dépend pas du I’ choisi. Les formules (7) se généralisent
ainsi
(I+div f,m) = f(m) x I,m) et  (I,m+divg) =eg(l) x {,m). (11)

On a posé € = HzEE(E)(fl)”I(l)”I(m). Ces formules sont valables pour tous
diviseurs [, m et toutes fonctions rationnelles f, g.

Lemme 2.5. Soit

y2 + a1y +asy = x> + a2m2 + asx + ag
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une équation de Weierstrafl pour E, avec aj € k. On note A le discriminant
et w la forme différentielle invariante associés & cette équation [Sill, III, §1,
p.46]. Alors pour tout P € E(y), la trivialisation

mp = A wi € (Cot}h E)'2

est indépendante du choiz de l’équation de Weierstraf$. De plus, les triviali-
sations Tp ci-dessus sont compatibles auz translations k-rationnelles de E.

Démonstration. Soit P € E). D’apres [Sill, III, Proposition 1.5], la forme
différentielle rationnelle w € Q )/ induit un élément wp € (Qg/,)p\{0} =
Cotp E. En utilisant [Sill, III, Table 1.2], on constate que

Awp € (Cot} E)?

ne dépend pas du choix de ’équation de Weierstrafl. La deuxieme partie du

lemme découle du fait que w est une forme différentielle invariante.
O

<N

Si T est un k*-torseur, nous noterons T ®z Z[=] 'image directe de T par
’homomorphisme k* — k*®z Z[§]. Ainsi T®zZ[}] est un (k* ®z Z[§])-torseur.

Définition 2.6. Soient |,m € Divy(E). On appelle trivialisation canonique de
V(l,m) ®z Z[§], et on note T, Uélément

1 1
Tlm = H (Nk(z)/sz)UI(l)Um(m) X E € V(l7m) Xz Z[E] (12)
J)GE(D)

Si de plus I,m sont de degré zéro et représentent respectivement L, M &
Pic(E), on définit le crochet (I,m) € [L,M] ®z Z[§] C B2(E/k) ®z Z[}] par
la formule

(Iymy =7 1m x (I,m)". (13)

On a immédiatement

Tli+la,m = Tiym X Tlym

T l,mi+mo &= Tlmy X T lmso-

On en déduit les relations suivantes, valables dans Ba(E/k) ®z Z[¢] :
(i +12,m)" = (I, m)" + (l2,m)’ (14)
<l, mi + m2>/ = <l, m1>/ + <Z, m2>/.

Définition 2.7. Soient f € k(E)* etl € Divy(E). On définit f(1) € k* @z Z[1]
par la formule

FO) = f(0) Taiv e (15)
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On notera la similitude entre les définitions (13) et (15). Ce n’est pas un
hasard : on a pour tous f,g € k(E)* et I,m € Divl(E) les identités

~

(div f,m)" =i(f(m)) et (I divg) =i(eg(l)) (16)

On a posé

€ — H (=1)v=Wval),
z€E(k)
Les identités (16) résultent deA(ll)7 (13) et (15).
Notons enfin que le symbole f(I) est bilinéaire en f et .
Nous pouvons maintenant définir 'homomorphisme Z[E (k)] — Ba2(E/k) ®z

Z[L].

Définition 2.8. Rappelons que nous faisons Uidentification E(k) = Pich(F).
On appelle fonction théta généralisée sur E(k), et [’on note 8, ’homomorphisme

0+ ZIB(D)] — Ba(E/K) 52 2)
{P} — ({P} — {0}, {P} —{0})"
Pour tout P € E(k), on pose {P}3 = 0({P}).

Si p désigne la surjection By(E/k) ®z Z[t] — T*E(k) ®z Z[}], on a par
définition du crochet généralisé p({P}2) = (P ® P) ® 1 pour tout P € E(k).

3 Le complexe elliptique motivique.

Nous travaillerons dans toute cette section avec une courbe elliptique E sur un
corps k algébriquement clos de caractéristique zéro.

Goncharov a défini dans [Gon] un groupe abélien Bs(FE/k) et un compleze
elliptique motivique B(E/k;3) :

Bs3(E/k) — Bo(E/k) @z E(k) — E(k) @z A°E(k) — A3E(k) — 0.

11 a calculé sa cohomologie (modulo 2-torsion) en fonction de la K-théorie
de la courbe elliptique E [Gon, Thm 1.5]. Nous nous contenterons de définir ce
complexe et de donner des éléments générateurs du noyau de la premiere fleche.
Pour cela, nous utiliserons ’homomorphisme symbole modéré de la K-théorie

de E:

K>(k(E) % @@ Ki(k(z)) (17)
z€E(k)
(e £
(f.0) (( ) g%(f)u)l_em.

Les résultats de cette section (Corollaire 3.13), associés & la proposition 5.1,
permettent de faire apparaitre les conditions (a), (b), (¢) du théoreme (1.5).
Nous commengons par quelques lemmes utiles par la suite.
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Lemme 3.1. Les groupes abéliens Bo(E/k) et E(k) sont divisibles. En consé-
quence le groupe abélien Ba(E/k) ®z E(k) est uniquement divisible : c¢’est un
Q-espace vectoriel.

Démonstration. Rappelons que le produit tensoriel de deux groupes abéliens
divisibles est uniquement divisible. Il suffit donc de démontrer que E(k) et
By(E/k) sont divisibles. Puisque k est algébriquement clos de caractéristique
zéro, le groupe E(k) est divisible. En particulier T?E(k) est un Q-espace vec-
toriel. En utilisant la suite exacte (5) et la divisibilité de k*, on obtient la
divisibilité de By (E/k).

O

Le groupe By(E/k) ®z Z[§] s’identifie donc au quotient de By(E/k) par le
sous-groupe des éléments annulés par une puissance de 6. En particulier, pour
tout P € E(k), Pexpression {P}s est définie dans By(FE/k) modulo un élément
de torsion. Cela justifie la définition suivante.

Définition 3.2. Soit

03 : ZIE(k)] — Ba(E/k) @z E(k) (18)
1
{P} — §{P}2 ® P.
On note * la convolution dans I’algébre de groupe Z[E(k)], et Ir = Div} F
l'idéal d’augmentation de Z[E(k)].

Lemme 3.3. Soit A un groupe abélien, Z[A] son algébre de groupe, et 14 l'idéal
d’augmentation de Z[A]. Alors, un diviseur .. ,n.{a} appartient a I si et
seulement st

acA

Znazo et ZnaazO.

acA a€A

Démonstration. On vérifie que le produit de deux éléments de 14 satisfait aux
deux conditions ci-dessus. Réciproquement soit D = ) _, n.{a} satisfaisant
aux deux conditions ci-dessus. On a de fagon générale

({a} = {0}) « ({6} = {0}) = {a + b} — {a} — {b} + {0}
= ({a+0} = {0}) = ({a} — {0}) - ({b} - {0}).

D’ou

D=7 na({a} —{0}) = Y {nsa} — {0} (mod I3)

acA a€A

= {Z nga} —{0} =0 (mod I%).

a€A
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En appliquant cela & Palgebre de groupe Z[E(k)], on voit qu'un diviseur
>i—1ni{P;} € Divy(E) appartient & I7 si et seulement si

donj=0 et Y nP=0. (19)
j=1 j=1

Autrement dit, I% coincide avec l'ensemble des diviseurs principaux. On
peut résumer tout cela en disant que I’on a une suite exacte courte

012 —1Ig S Ek)—0 (20)
{P}+— P.

Définition 3.4. Pour tout diviseur D = 22:1 n;i{P;} € Z|E(k)], posons
D™ = an{—Pj}.
j=1
On appelle application de Bloch, et on note B, I’homomorphisme

B : K(B)® ©z K(E) — ZIE(K)] (21)
f®g— (div f) = (dng)_.
Notons s : Ig — E(k) P'homomorphisme qui & {P} associe P.

Puisque Ig est facteur direct de Z[E(k)], ’homomorphisme naturel k* ®z
Iy — k* ®z Z[E(k)] est injectif. Compte-tenu de 'identification

Koz ZIER)] = @ K,
PeE(k)

on obtient un isomorphisme

k*®ZIEN{()\p)€ P ]I Apl}.

PeE(k) PeE(k)

En particulier, et d’apres la loi de réciprocité de Weil, le symbole modéré
induit un homomorphisme 0 : k(E)* ®z k(E)* — k* ®z I (voir définition du
symbole modéré en (17)).

Le théoreme fondamental de cette section est le suivant. Il relie le complexe
elliptique motivique au symbole modéré.

Théoréme 3.5. Le diagramme

E(E) @z k(E) —2—  k ®zlp

ZIE(K)  —2 By(E/k) 7 E(K)

est commutatif.
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Démonstration. Soient f,g € k(E)*. On a d’une part

(i@s)od(f@g)= Y i(0u(f9)®

zE€E(k)
avec 0, (f,g) = (—1)v=(Nv=(9) g::((;; () € k*. D’autre part
- 1
bsoB(feg) =5 D valfoyg) {z—yh@@—y)
z,yeE(k)

Lemme 3.6. Pour tous x,y € E(k), on a dans Bo(E/k) ®z Z[3] :

{z =y} = {0} {z —y} —{0})" = ({} — {y}, {=} —{u})".

Démonstration. Soit

to : E(k) — E(k)
T — T+«
la translation par o € E(k). L’application ¢, induit un homomorphisme

Divy(E) — Divg(E) et un isomorphisme de k*-torseurs V(I,m) — V(tl, tam).
D’autre part, pour tous L, M € Pic}(E), on a un isomorphisme de k*-torseurs

@0 i [LyM] — [L, M]
{I,m) — (tal, tam).

Puisque les trivialisations 7 ,,, définies en (12) sont compatibles aux trans-
lations k-rationnelles, tout revient a démontrer que ¢, est 'identité.

Pour cela, fixons des représentants étrangers I,m de L, M. Remarquons
que pour tout « € E(k), les diviseurs ¢4l et t,m sont étrangers. Considérons
I’application

h:E(k)— k"
<t(xl7 totm>
(t,m)
Si 'on montre que h est réguliere, on aura par complétude de E(k) 1’égalité

h = h(0) = 1. D’autre part, puisque ¢, est k*-linéaire, on a, pour tous a, o’ €
E(k) :

a —

(ta(tarl),ta(tarm)) (tal, torm)
<ta/l, ta/m> <l, m)
Il suffit donc de montrer que h est réguliere sur un ouvert Zariski contenant
0. Soient O; et Oz des points quelconques de E (k). Ecrivons

ha+a) = = h(a)h(a').

l= Z vp(l) ({P} —{01})

PeE(k)

m= Y wvg(m) {Q} —{0:2}).

QeE(k)
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On a donc

tal—l: Z ﬂp(l) ({P+Oé}—{01+0é}—{P}+{Ol})

PeE(k)

tam—m= Y vg(m) ({Q+a}— {0z +a} —{Q} +{02}).

QeE(k)

Soient fp o et gg,« des fonctions rationnelles vérifiant

div fpo = {P+a} — {01 +a) — (P} + {O1) (22)
divgg,a = {Q+a} — {0z +a} — {Q} + {0:}.

En utilisant les relations (7), on peut écrire

(talitam) = | T frattam) @) | I g@a@® ™ | @,m)

PeE(k) QEE(k)

a la condition que pour tous P € Supp(l) et @ € Supp(m),

{P+ 0,01+, P01} N{Q+a,05 +a} =0 (23)
{P,Ol}ﬂ{Q+a,02+Oé,Q,02}Zw.

Il s’agit donc de montrer que les expressions fpq(tam) et gg,a(l) sont
régulieres en v au voisinage de 0. Prenons une équation de Weierstrass pour E.
Notons z et y les fonctions coordonnées relatives a cette équation. La fonction
explicite suivante satisfait a (22) :

(z(R - P) — z()) (z(R — ££21) — 2(£L2 — Oy))
x(R—PJrTOl)—x(a—i—Ol—PJrTOl) '

fP,oz(R) =

Ici % est choisi arbitrairement pour vérifier 2% = P+ 0. Cette ex-

pression explicite de fp, admet la conséquence importante suivante. L’expres-
sion fp o (tam) est définie et réguliere en o dés que les conditions suivantes sont
remplies (pour tout P € Supp(l) et @ € Supp(m)) :

P+ 0,
2
De méme, l'expression gg o (l) est définie et réguliere en o des que les con-

ditions suivantes sont remplies (pour tout P € Supp(l) et @ € Supp(m)) :

(0050232

On remarque que les conditions (24) et (25) entrainent les conditions (23).
On se convainc ensuite, en remarquant que F(k) est infini, que I'on peut trouver
des points O; et Oy dans E(k) tels que pour tout « appartenant & un ouvert
Zariski W contenant 0, les conditions (24) et (25) soient satisfaites. Par suite h
est réguliere sur W.

{P,Pia, ,01,01+a}ﬂ{Q+a,Oz+a}=®. (24)

,02,02+a}m{P,01}=®. (25)

O
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Suite de la démonstration du théoréme (3.5).

Ona{z—y}, = {z—y} {0}, {z—y} —{0})" = ({z} —{y} {=} —{y})".

Nous

continuerons & faire les calculs dans By (FE/k) ®z Z[}]. En écrivant {z} — {y} =

({z} — {0}) — ({y} — {0}) et en utilisant (14) on obtient

2600(fog) = D wlfvylg) {2} - {0} {2} — {0}) ®=z

z,y€E(k)

— Y wlhule) Ha} - {0} {y) — {0}) ®2
z,y€E(k)

— 3 wlfeylg) y} - {0} {2} — {0} @
z,ycE(k)

+ Y wluyle) (Hy) - {04 {y} — {0 ®
z,y€EE(k)

3 wlf)uylg) (e} - {0}, {z} — {0} ©y
z,y€E(k)

+ 57 wlPule) o — {0} {y} - (o)) ®
z,y€E(k)

+ 3 wlule) ({y) — {0}, {z} — {0})' ®
z,y€E(k)

= Y wlHuyle) Uy} — {0} {y} — {0}) @y
z,y€E(k)

D’apres

D ou(f)= ) vylg)=0

zeE(k) yeE(k)
S owfr= Y vl@y=0,
zeB(k) yEE(k)

les termes (26, 29, 30, 33) disparaissent. Il reste

2030B(f@g)=— > wv(f) ({2} —{0},divg) @

zeE(k)

- Z Ul(f) <dng,{I}—{O}>/®$

z€E(k)

+ ) uyg) (div £, {y} - {0}) ®

yeE(k)

+ > vle) ({yy — {0}, divf) ®

yeE(k)

Nous pouvons maintenant appliquer les identités (16). On obtient :
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2050 B(f@g) == Y. wlf)i((-)"PT 05z} — o)) 9 a

a:EE(k:)

- () i(xy —{op) © =

xGE’(k

+ Y ul z( {y}—{0)) @y

yeE(k)

" Z v,(9) i (=1 Dy}~ (o)) @y
yeE(k

Utilisons maintenant la linéarité du symbole f (Z) par rapport a [. Il vient

2 (;; OB(f@g) _ Z i (f( )21}1(9)9( ) Quz(f)(,1)2vw(f)vx(g)> R x (34)

zeE (k)
+ Y i (§02-1)9) @ () @) (35)
z€E(k)
+ Y i (FO2 =0 @ (u,(9) ). (36)
yEE(k)

Dapres 3. cp Va(f) @ = X epp vy(9) ¥ = 0, les termes (35) et (36)
disparaissent. Pour calculer le terme (34), on utilise la linéarité du symbole f(I)

par rapport & f, et le fait que f(l) = f(I) lorsque div f et [ sont étrangers. Il
vient

~  ~ ) 202 (f) f2vL(9)
250 B(f0g)= z<< prene o L) o
zeE(k) 9

*22 Rx

zeE(k)
par définition du symbole modéré. Cela achéve de démontrer le théoreme
(3.5).
O

Définition 3.7. On note R3(E/k) le sous-groupe de Divy(E) engendré par les
éléments

o {0};
o (div f) * (div(l — f))~ f e k(B)\{0,1};
«m ({p} - mZmQ:P{Q}) P e E(k),m € Z\{0} (relations de distri-
bution).
On pose
sisi- £
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Théoréme 3.8. 63 induit un homomorphisme 03 : Bs(E/k) — By(E/k) ®z

Démonstration. Il sagit de démontrer que 65(R3(E/k)) = 0. 11 est clair que

55({0}) = 0. D’autre part, si f € k(E)\{0,1}, on a d3((div f) * (div(1— f))") =
(i®s)od(f®(1—f)) ’apres (3.5). Puisque le symbole modéré vérifie la relation
de Steinberg, on obtient d5((div f)  (div(1 — f))~) = 0. Enfin, si P € E(k), et
m € Z\{0}, on a

G(m(Pr-m 3 @) =gu(Pher-mn 3 @re)

mQ=P mQ=P

— (P ¥ @) or

mQ=~P

Or m ({P}g - ZmQ:P{Q}2> = 0 d’apres la proposition (6.1).
O

Définition 3.9. Nous appellerons complexe elliptique motivique, et nous note-
rons B(E/k;3), le complexe suivant, placé en degrés 1 a 4 :

Bs(E/k) 2% By(E/k) @z E(k) — E(k) ®z A2E(k) — A*E(k) — 0.

La deuziéme fléche est par définition la composition de Bo(E/k) @z E(k) —
T?E(k) ®z E(k) et de T*E(k) — E(k) @z A’E(k). La troisiéme fléche est par
définition

E(k) ®z A’E(k) — AE(k)
TR (YANz)—> T AYAz.

Nous noterons H* B(E/k;3) le noyau de I’homomorphisme J3.

L’objectif de cette section est de démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme 3.10. L’application de Bloch 3 : k(E)* @z k(E)* — Z[E(k)] induit
un homomorphisme surjectif

B:Ky(E) — H'B(E/k;3).

Remarque. Goncharov montre en fait un résultat plus précis que (3.10). Il
décrit précisément la cohomologie du complexe B(E/k;3). Notons H(E/k, Ks)
(resp. HY(E/k,K3)) le noyau (resp. conoyau) de I’homomorphisme de K-
théorie Ka(k(E)) 2, k* @z Z[E(k)]. Goncharov exprime H!'B(E/k;3) (resp.
H?2B(E/k;3)) en fonction de H*(E/k, K3) (resp. H'(E/k, K3)). D’autre part,
on montre facilement que H3B(E/k;3) = H*B(E/k;3) = 0.

Le diagramme du théoréme (3.5) induit le diagramme commutatif suivant :
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Ko(E) —1— Ky(k(E)) —2— k* @z Ig

Jﬁ lﬁ li@s
\B(E/k;3) —— Bs(E/k) —2— By(E/k) @z E(k).
La premiere ligne est la suite exacte de localisation de K-théorie [Qui, §5,
Corollaire du théoreme 5]. Il reste donc & montrer la surjectivité de (. 1l est

a noter que seule la version forte de la conjecture de Zagier (1.6) utilise la
surjectivité de 3.

Lemme 3.11. Soit ¢ I’homomorphisme

¢:Z[E(k) — Z® E(k)© S?E(k) @ S*E(k)
{P} — (1, P, P?, P?).

Alors ¢ est surjectif et Ker ¢ = 5.

Démonstration. En utilisant la caractérisation (19) des éléments de I%, on
vérifie que I3, C Ker¢. Il est important de remarquer ensuite que E(k) est
divisible, et que par conséquent S2E(k) et S®E(k) sont uniquement divisibles.
De plus, S?E(k) (resp. S*E(k)) est engendré par les éléments P? (resp. P3),
avec P € E(k). La surjectivité de ¢ résulte des identités suivantes :

¢({0}) = (1,0,0,0)
o({P} —{0}) = (0, P, P, P?)
#({2P} — 2{P} + {0}) = (0,0,2P? 6P?)
#({3P} — 3{2P} + 3{P} — {0}) = (0,0,0,6P?)

Montrons l'injectivité de ¢. Posons ¢ = (¢o, 1, ¢=2, ¢3). Soit | € Z[E(k)] tel
que ¢(1) = 0. D’apres | € Ker ¢ NKer ¢ et la caractérisation (19), on al € I%.
La convolution dans Z[E(k)] induit un homomorphisme

Ig Ig I z
g Kz 12 I3 .
Compte-tenu de E(k) = I/I%, on obtient ainsi un homomorphisme
> i
Vo STE(k) — -3
Iy
On a de méme un homomorphisme

. o3 Ij
gy SPE(k) — 2.
IE

Or on a les relations suivantes, pour tout m € I% et tout m’ € I3, :
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2 <¢>2(2m>> = m + I}

N

Ces relations se démontrent en utilisant le fait que I3 (resp. [3) est engendré
par les éléments de la forme ({P} — {0}) * {Q} — {0}) (resp. ({P} — {0}) =
({Q} — {0}) « {R} — {0})), avec P,Q, R € E(k). On en déduit | € I.

O

Lemme 3.12. On a l’égalité ¢(R3(E/k)) = Z ® E(k) ® S?E(k).
Démonstration. On a tout d’abord ¢({0}) = (1,0,0,0) et

d((div f) x (div(1 — f))7) = 0 pour tout f € k(E)\{0,1}.

On a ensuite

o(m(tP)=m ¥ (@) =m (- w, (- wt)P 1 m)P0)

mQ=P

d’ou linclusion directe. Les relations de distribution associées a m = —1
permettent d’atteindre 2Z @ S?E(k). En utilisant celles asociées & m = 2 on
complete la démonstration du lemme.

O

Démonstration du théoréme (3.10). Soit | € Z[E(k)] tel que la classe de I
dans B3(E/k) appartienne & H'B(E/k;3). Posons | = 377 n;{P;}.
Montrons que [ vérifie la condition (a) du théoréme (1.5), c’est-a-dire que

> n;P? =0 dans S?E(k). Considérons les homomorphismes

B3(E/k) — By(E/k) ®z E(k) — T?E(k) ®z E(k) — S*E(k).

La composition de ces homomorphismes envoie [I] sur § >-7_, n; P}, d’'ott le
fait que [ vérifie la condition (a).
D’apres les deux lemmes préeédents, il existe I/ € I3 tel que

I=1" (mod R3(E/k)).

On a donc [I] = [I']. Par surjectivité de 3 : k(E)* ®z k(E)* — I}, il existe
Z € k(E)* ®z k(E)* tel que 8(z) =1'. Par suite I'image x de & dans Ky(k(E))

vérifie B(x) = [I'] (égalité dans Bs(E/k)). Le diagramme suivant résume la
situation :
ey Ik k* @z I3
o *
Ky (E) " Ki((f((:;)) k* ®z Ig (37)

E E |ies

H'B(E/k;3) —— Bs3(E/k) —2— By(E/k) @z E(k).
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Ici Ko(k) désigne le sous-groupe de Ks(k(F)) engendré par les {\, u} avec
A, i € k*. L’application « est définie par

Ky (k(E))
K (k)
A® (div f) = [{A, [}
Remarquons que si div f/ = div f, i.e. [/ = uf, avec u € k*, alors on

a {\ 'Y = {\ f}+{\ p}; done « est bien définie. La commutativité du
diagramme résulte de I’égalité

a:k*@zliﬁa

oM = > AV e ({a}—{0}) =A@ (div f).

zeE(k)

Remarquons aussi que Ima C Ker 3, puisque 3({), f}) = 0. Remarquons
enfin que la derniére colonne du diagramme (37) est exacte. En effet, i ® s se
factorise en k*®z I — k*®z E(k) — Ba(E/k)®z E(k), la derniére fleche étant
injective; et par exactitude du produit tensoriel & droite, la suite k* ®z 12 —
k* ®z Ig — k* @z E(k) est exacte.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme. Par hy-
pothese sur [, on a

(1®s)od(z)=0.

Par exactitude en k* @z Ig, il existe y € k* Q7 1123 tel que

d(x) = doaly).
Par exactitude en Ks(k(E)), il existe z € Ko(F) tel que

n(z) = —a(y).

On a alors A(5(2)) = Bz — aly)) = B(z) = [I]. .

Corollaire 3.13. Soit E une courbe elliptique sur un corps k algébriquement
clos de caractéristique zéro. On a une suite exacte

K»(E) 2 Bs(E/k) 2 By(E/k) @z E(k). (38)

4 Démonstration de la conjecture de Zagier pour
L(E,2).

On consideére dans cette section une courbe elliptique E définie sur Q. On note

Eq (resp. Ec) Dextension des scalaires de E & Q (resp. a C).
Nous avons la situation suivante
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B3(E/Q) «——  Z[E(Q)]
Pour tout élément v de K»(FE), son image 7n(~y) dans K5(Q(FE)) peut s’écrire

n(y) = Z{fyngj}

avec fj,g; € Q(E)*. Une fois que 'on a choisi une telle écriture, on peut
considérer, au moyen de ’application de Bloch, le diviseur

=FY fi®g
j=1

C’est un diviseur Q-rationnel sur E.
Le régulateur de Beilinson est donné par la formule (cf. [Beil, Bei2]) :

D,q - KQ(E) — C (39)
1< /
y = — log | fi|darg(g;) A dz.
57 2y B0

On a ici fixé un isomorphisme E(C) = C/(Z + Z1) et E(C) est orientée
en choisissant comme base directe (1,7). Montrons que l'intégrale ci-dessus
converge. Soient f,g € C(E)* et F' = Supp(div f) U Supp(div g). Considérons
la 2-forme C*° complexe suivante sur E(C)\F :

w =log|f|darg(g) A dz.

Examinons la convergence de l'intégrale | B(c) W au voisinage d'un point

x € F. Posons n = v, (f) et p = v,(g). Supposons n # 0 et p # 0 (les autres
cas sont similaires). Choisissons une coordonnée locale z s’annulant en z. On a

f(z) ~az" et  g(z) ~a'2P.

Introduisons les coordonnées polaires z = re®. On a

log |f| ~ nlogr et darg g ~ p db.

L’intégrale en question s’écrit

nlogr) pdd ANdz= — nlogr) p e?dr A df
(

puisque dz = e?dr + ire’’df. La derniere intégrale converge absolument ce
qui justifie la convergence de |, B(C) Y-
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Définition 4.1. Posons I' = Z + Z1 C C. Pour tout z = u + vt € C, avec
u,v € R, et tout v=m+nt €', posons
7r

Xv(z) = exp (E(zﬁ - ZV)) = exp 2im(—un + vm).

Xy induit un homomorphisme E(C) — C*. Lorsque v parcourt T', x, par-
court l'ensemble des caractéres continus de E(C).

On appelle série d’Eisenstein-Kronecker-Lerch la série suivante, normale-
ment convergente sur E(C) :

Im 7)?2 J(z
Kai-(2) = (fm ) X 2(_)
vel\{0}

La proposition suivante permet de calculer le régulateur de Beilinson en
fonction de la série d’Eisenstein-Kronecker-Lerch.

Proposition 4.2. Soient f,g € C(E)*. On a

/| (C)logfuarg(ng:—; S or(feo(9) K (P Q).

P,QeE(C)

Lemme 4.3. Soit f € C(E)* et F = Supp(div f). Il existe C € C tel que pour
tout z € E(C)\F, on ait

Imr z—P

X
1og|f(z)|:—? Z E +C.

PeF VGF\{O}
Démonstration. (cf. [Wei, Chap VIII, §18])

Nous poserons y = Im 7 et

o= T ) ¥ D)

PeF VEF\{O}

La série intervenant dans ¢ converge au sens ordinaire, mais ne converge
pas absolument. log|f| et ¢ sont des distributions sur le tore complexe E(C).
D’autre part, log|f| et ¢ sont des fonctions continues sur E(C)\F. Puisque

3z 82D =0 est constante il

suffit de vérifier que log |f| et ¢ ont méme image par l'opérateur %.
Nous avons d’une part

toute distribution D sur le tore complexe vérifiant

2

0
3295 oglfl=—im > vr(f) or

PcF

Cette égalité se déduit de I’harmonicité de log|f| sur E(C)\F et du fait que
%ﬁaz log |z| = —imdp sur C.
Nous avons d’autre part

02 7\ 2 | |2
v — - 14 v
820z X Y X

d’ou 'on déduit
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2 T
O o) = oS oelh) X wle—P)

020Z eyt verv(o)

Or on a I’égalité suivante au sens des distributions

ZX”_ (/ dzAdz) 0o = —2iy do
E(C)

vel

ce qui entraine

82
5oz ¢ = i 2 ve(f) bp

Démonstration de la proposition. Soit y =Im7. On a
% =dlogg = dloglg| + idargg.
Puisque dg A dz = 0, il vient
I::/ log|f|darg(g)/\dz:i/ log | f|dlog |g| A d=z.
E(C) E(C)

On peut maintenant utiliser le lemme précédent :

2

7& M z — "z — z
I= > /E(C)Xu( P)dx,(z = Q) Nd

i VR
P,QeE(C)
vV €0\{0}
Y )
~Ar Z self)y ( )XV(_P)XV’(_Q)/ Xv+v (2)dz N dZ.
T poebe) MV E(C)
v €\ [0}

/ XV+V’(Z)dZ Ndz = _Qiy 61/"1‘1/',0'
E(C)

On en déduit

o B
P,QEE(C)
vel'\{o}

1 -

=-3 Z vp(flvg(g) K21, (P — Q).
P,QEE(C)
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On peut maintenant achever le calcul de rp 4. Soit v € Ka(E). Ecrivons

n(y) = Z;Zl{fj7gj} € K3(Q(E)). Alors

1 -
rp.q(7) =~ > wp(Hvge)Kan (P - Q)
P,QeE(C)
1
=——Ky1,(l
K2 ()
oul = B(Z;Zl fj ® gj) est un diviseur Q-rationnel sur E. Notons que
le nombre complexe K1 (1) est bien défini (par linéarité), puisque [ est Q-
rationnel.

Proposition 4.4. Pour tout P € E(C) on a

ReK271’7—(P) = —Dq(P)

Démonstration. Le résultat est essentiellement démontré dans [Blo]. Il suffit
de démontrer la proposition lorsque P est un point de torsion de F(C). Posons
P = u+wvr, avecu,v € {07%,...,%} et C € N*. Soit f : Z/CZxZ/CZ — C
la fonction définie par

f(m,n) = 2isin 2w (vm — un).

On utilise la forme (10.3.1) du théoréme 10.2.1 de [Blo]. 1l en résulte apres
calculs

Ka1.-(P) = iRy(P)

ol R, est le régulateur E(C) — C construit par Bloch. On a par définition
Im R, = D,. La proposition s’ensuit.
O

Corollaire 4.5. Soit v € Ky(E). Ecrivons 1(y) = doilfir g5} € K2(Q(E)).
Soit

ZZB ij®gj € Divq E.

=1
Alors

1
EDq(l)-

Démonstration du théoréme (1.5). D’aprés le travail de Beilinson [Beil,
Bei2] (cf. aussi celui de Schappacher et Scholl [Schl]), et puisque E est une
courbe elliptique modulaire sur Q, il existe vy € Ko(F)z tel que

Imrp4(y) = —

Xe’
roa(i0) = S L(E,2)
avec o € Q*. Posons n(y) = Z;Zl{fj,gj} avec f;,9; € Q(E)*. Soit

lo = 3(23:1 [i®g;) € Divq E. Montrons que [y satisfait a toutes les conditions

du théoreme (1.5). Il est clair que Iy est Q-rationnel sur E.
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lo satisfait & (a) et (b) si et seulement si son image [lg] € B3(Eq/Q) est
annulée par 03 (cf. Définition 3.2 et Proposition 5.1). Or on a le diagramme
commutatif suivant

Ky (E) — K3 (Q(E))
Ky(Eq) —— Ks(Q(E))
s I
H'B(BE/Q;3) —— B3(E/Q) —%— By(E/Q) 2z E(Q).

I en résulte que I satisfait a (a) et (b). Le fait que Iy satisfait a (c) vient
du fait que 9 € K2(E)z (cf. [Gon, Sch2]). Enfin on a

7T2 71'2 7T2 ™
L(E,2) = Trp,4(20) = Re(S-79.4(30)) = " Im7p,4(20) = — 2 Dy(lo)

O

Démonstration du théoréme (1.6). Considérons un diviseur Q-rationnel !
sur F, vérifiant les conditions (a), (b), (¢) du théoreme (1.5). Soit [I] 'image de
I dans B3(E/Q). Soit G le groupe profini Gal(Q/Q). En prenant les invariants
de la suite exacte (38) par G, on obtient le diagramme suivant

K3(Eg)Y —— B3(E/Q)¢ —— (B2(E/Q) ®z E(Q))°

l | l

Ky(Eq) —'— B3(E/Q) —2— By(E/Q) 2z E(Q).
La ligne du bas est une suite exacte de G-modules continus. Soit donc
3 € K»(Eg) tel que 3(%) = [I]. Le stabilisateur H de 7 est d’indice fini n dans
G. On note 7' la somme (finie) des conjugués de v par rapport & Uaction de G.
On a donc 7' € K3(Eg)® et 3(7') = n/[I]. Enfin, I'homomorphisme canonique
K3(E) ®z Q — (K»(Eq)“) ®z Q étant surjectif, on a finalement l'existence de
v € Ko(E) et n > 1 tels que

B(y) =nl].
D’apres le corollaire (4.5), il existe un diviseur Q-rationnel I’ sur F tel que
1
['1=nll] et Im7rp 4(y) = —4—Dq(l’).
7r

Puisque [ satisfait (c), on a v € K3(E)z [Gon, Schl], et par la conjecture
de Bloch-Beilinson, on en déduit rp 4(v) € -5 L(£,2)Q. D’apres le lemme ci-
dessous, le dilogarithme elliptique D, : Z[E(C)] — R annule R3(E/C). On en
déduit
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Lemme 4.6. Le dilogarithme elliptique Dy : Z[E(C)] — R annule le sous-
groupe R3(E/C).

Démonstration. On a D,(0) = 0. Pour tout f € C(E)\{0,1}, on a quﬁ(f@)
(1—f)) =0 (ct. [Blo, Thm 8.1.2]). Enfin, le fait que D, annule les relations de
distribution se déduit du résultat analogue pour le dilogarithme classique (cf.
[Oes, 3.2, (21))).

O

Remarque. Ilserait intéressant de démontrer le résultat Do B (fe(l-f)=0

a partir du théoréme (3.5), sans avoir recours a la démonstration analytique de
Bloch.

5 Une reformulation des conditions (a) et (b).

Proposition 5.1. Les conditions (a) et (b) du théoréme (1.5) pour un diviseur
Q-rationnel | = 22:1 n;{P;} sur E sont équivalentes a l'unique condition suiv-
ante (ab) :

(ad) : an{Pj}g ® Pj =0 dans B2(E/Q) ®z E(Q).

Jj=1

Nous fixons I = >77_, n;{P;}, un diviseur Q-rationnel sur E. Soit K = Q(l)
le corps de nombres engendré par les coordonnées des points P; tels que n; # 0.
La proposition résulte des deux lemmes suivants.

Lemme 5.2. Les conditions (a) et (b) sont respectivement équivalentes aux
conditions (a’) et (b’) suivantes :

(a'): > n; P} =0 dans S°E(K) ®z Q;

j=1

(b') : Pour toute place v de K, on a anhz,(Pj) ® P; =0 dans R ®z E(K).
j=1

La condition (ab) est équivalente a la condition suivante (ab’) :

(ab') : > ni{Pi}2 @ P; = 0 dans By(E/K) @z E(K) @7 Q.
j=1

Démonstration. Considérons la condition (a). Le groupe S®F(Q) est unique-
ment divisible. Il s’agit de montrer que I’homomorphisme canonique

(S’E(K)) ®2 Q — S°E(Q)

est injectif. Si M est un groupe abélien, on vérifie qu’on a un isomorphisme
(fonctoriel) (S°M) ®z Q = S (M ®z Q). On est donc ramenés a montrer
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Pinjectivité de S (E(K) 2z Q) — S (E(Q)®z Q). Cela résulte de linjectivité
de E(K) ®z Q — E(Q) ®z Q et des propriétés de I'algebre symétrique des
espaces vectoriels.

Pour la condition (b), il suffit de constater que ’homomorphisme canonique
R ®z E(K) — R®z E(Q) est injectif.

Considérons la condition (ab). La construction du groupe By (E/k) et de la
suite exacte (5) étant fonctorielle en k (nous 'admettrons dans ce mémoire), on

a un diagramme commutatif

0 K* By(E/K) —— T?2E(K) — 0
0 Q By(E/Q) —— T?B(Q) —— 0.

On déduit de ce diagramme que Bo(E/K) ®7z Q — Bg(E/Q) ®z Q est
injectif. Par conséquent By(FE/K) ®z F(K) ®z Q — B2(E/Q) ®z E(Q) ®z Q
est injectif, ce qui démontre 1’équivalence des conditions (ab) et (ab’).

[

Lemme 5.3. La condition (ab’) est équivalente a la conjonction des conditions
(a’) et (b7).

Démonstration. En tensorisant la suite exacte (5) définissant By(E/K) par
le Z-module plat E(K) ®z Q on obtient la suite exacte :

0 — K* ©z E(K) 02 Q 2% By(E/K) 9z E(K) ©7 Q
PO T2 R(K) @7 BE(K) ®7 Q — 0. (40)

On en déduit un homomorphisme
By(E/K) ®z BE(K) ©2 Q — S’E(K) 92 Q
ZTLJ‘{PJ'}Z ®PJ (g anpjg
j=1 Jj=1

Donc (ab’) = (a’). D’autre part, par fonctorialité de ’homomorphisme
Z[E(k)] — B(E/k) défini dans la section (2) (admise), on a pour toute place
v de K le diagramme suivant

Z|E(K,)] —— Bq(Fk,/K,) —— R.

I I

Z[E(K)] —— Ba(E/K)
Notons que dans ce diagramme, F(K,) = Fg (K,)). De plus {P} €
Z|E(K)] est envoyé sur h,(P) € R. On a donc un homomorphisme

By(E/K) ®z E(K) ®z Q — R ®z E(K)

> ni{P}2® Py n;h,(Py) @ P
=1 =
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Donc (ab’) = (b').
Réciproquement, supposons (a’) et (b’) vérifiées. Soit & = 377 n;j{Pj}2 ®
P, € B3(E/K) ®z E(K) ®z Q. On a un homomorphisme

SPE(K)®z Q — T*E(K) ®z Q

1
zyz @1 — (Z cr(x®y®z)> ®6

gES3

anPJ3 = anpj ®Pj ®Pj.

j=1 j=1
La condition (a’) entraine (p ® id)(z) = 0. D’aprés (40), il existe y €
K* ®z E(K) ®z Q tel que z = (i ® id)(y). Considérons la composition

K* @z E(K) ©7 Q 2% By)(E/K) ©7 E(K) 97 Q 2% R 07 E(K)

YT — anhv(Pj) ® P; = 0.
j=1

Le dernier terme est égal & 0 d’apres la condition (b’). Or d’apres la propo-
sition (6.2), cette composition s’écrit aussi :

K*®z E(K)®z Q — R®z E(K)
A@m — log |\, ® m.

Or on a le résultat classique suivant sur le noyau du plongement logarith-
mique de K. L’homomorphisme

K'©zQ— P R
v place de K
AR 11— (log|Alw)w

est injectif. On en déduit y = 0, d’ott = 0, et la condition (ab’) est vérifiée.
O

32



6 Calculs explicites dans By (E/k).

Proposition 6.1. Soit E' une courbe elliptique sur un corps algébriquement clos
k. Pour tout P € E(k) et m € Z\{0} on a la relation

m [ {Pra— Y {Q}:] =0.

mQ=P

Références. [Gon, §4.4, Corollary 4.3, pp. 425-428].

Proposition 6.2. Soit K, la complétion d’un corps de nombres K en une place
v. Soit E une courbe elliptique sur K. Il existe un homomorphisme

¢y : Bo(E/K,) - R
tel que pour tout P € E(K,)\{0}, on ait

¢o({P}2) = ho(P)

et tel que pour tout A\ € K, on ait

¢o(i(A)) = log|Al,
(cf. les notations de la section (2)).

Remarque. Cette proposition résulte de I'existence d’un accouplement local
de Néron.

Références. [Gon, §2.3], [Ner].
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Appendice : torseurs et biextensions.

Définition. Soit G un groupe abélien. On appelle G-torseur, tout espace ho-
mogene principal sur G.

Remarque. Si G est le groupe multiplicatif d’un corps k, les notions de k*-
torseur et de k-espace vectoriel de dimension 1 sont équivalentes.

Définition. Soient T et U deux G-torseurs. On appelle produit tensoriel de T’
et U, et 'on note T x© U, le quotient de T x U par la relation d’équivalence ~
définie par

(t,u) ~ (gt, g~ u).
Notons t x u limage de (t,u) dans T xC U. On munit T xC U de l'unique
structure de G-torseur telle que pour toust € T,u € U,g € G, on ait :

gt xu) = (gt) x u =1t x (gu).

On définit le G-torseur T~' par la propriété universelle suivante : c’est un
G-torseur T' muni d’un isomorphisme de G-torseurs ¢ : T x T' = G. Le
couple (T", @) est unique d isomorphisme unique prés.

Cela permet de définir, pour tout n € Z, le G-torseur T™. On dispose, pour
tous n,n’ € Z, d’isomorphismes canoniques

0 xG T 2 e (T =T

Définition. Soit T un G-torseur et f : G — H un homomorphisme de groupes
abéliens. On appelle image directe de T par f, et l'on note f(T) ou T x H,
le quotient de T x H par la relation d’équivalence ~ définie par

(t,h) ~ (gt,h = f(g)).
L’ensemble f(T) est de facon naturelle un H-torseur.

Définition. Soient G et M des groupes abéliens. Une extension de M par
G est la donnée d’un groupe abélien T et d’une suite exacte courte de groupes
abéliens

0—-—G—T—M—0.

Remarque. Si 'on a une telle suite exacte, alors pour tout m € M, la
préimage de m dans T est un G-torseur. En fait, on peut montrer que la donnée
d’une extension de M par G équivaut a la donnée d’une famille de G-torseurs
(Tn)menm et d’isomorphismes de G-torseurs

¢m17m2 : Tm1+m2 = Tml XG Tmz (41)

tels que les diagrammes suivants commutent :

G
Tm1+m2+m3 - mi+ma X Tm3

l l

G G G
Ty X% Tggms —— Ty X5 Ty X7 T,
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G
Tm1+m2 - Tml X Tm2

| |

G
Trgtms —— Ty X7 T,

Expliquons brievement d’out viennent ces diagrammes. Le noyau de

Z[M] — M
{m} —m

est engendré par les éléments Ay, m, 1= {m1 +ma} — {mi} —{me} € Z[M].
A chacun des éléments Py mo €st associé de fagon naturelle 'isomorphisme
d’addition ¢, .m,. D’autre part, les relations existant entre les A, m,, lorsque
(my1, mso) parcourt M2, entrainent des conditions de compatibilité entre les iso-
morphismes ¢, m,. Ces conditions se résument aux diagrammes commutatifs

ci-dessus.
La proposition suivante est utilisée dans la section (2), pour la définition du

groupe Bs(E/k).

Proposition. Soient G et M des groupes abéliens. On suppose donnés une
famille (Tynn)(mnyemxm de G-torseurs et des isomorphismes de G-torseurs

G G
Tm7n1+n2 = Tmﬂh X Tm7n2 et Tm1+m2,nTm17n = % Tm2,n (42)

tels que les diagrammes suivants commutent :

G
Tm1+m27n1+n2 mi+ma,ng X Tm1+m27n2
a G
Tm17n1+n2 X Tm2,n1+n2 H ijef1,2) mi,n;

G
Ty tmatms,n ’ Ty +man X7 Ting n

I |

G G G
Tmlﬂl X Tm2+m37n - Tml,n X Tm'z,n X Tm?ﬂ"

G
Tm1+m2,n - Tml-,n X Tm2,n

| l

G
Tm2+m1ﬂl - Tm‘z-,n X Tml,n

G
Tm’n1+ﬂ2+n3 - Tm,n1+n2 X Tm,TLS

! l

G G G
ngnl X Tm,n2+n3 - Tmf”fl X TmJLQ X Tmﬂ?’

G
— Tmml X Tmmz

|

G
Tm,n2+n1 — Tm,nz X Tm,ny

Tm,nl +na
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Alors il existe une extension U de M @z M par G et des isomorphismes de
G-torseurs

~
¢m,n : Tm,n — Um®n

compatibles avec les isomorphismes (42). Ici on a noté U, le G-torseur au-
dessus de a € M @z M. Le couple (U, (¥mn)(mn)emxm) est bien déterminé a
isomorphisme unique pres.

Démonstration. On commence par construire une extension U du groupe
abélien libre Z[M x M] par G. Par définition, la fibre de U au-dessus de

> amn{(m,n)} est

~ G
Usapfmmy = 11 T
(m,n)eM xM

Les isomorphismes d’addition (41) sont définis de maniére naturelle et 1'on
vérifie qu’ils sont compatibles entre eux. On obtient donc bien une extension U
de Z[M x M] par G.

Soit H le noyau de I'homomorphisme canonique Z[M x M] — M ®z M.
Par définition du produit tensoriel, H est engendré par les éléments {(m,n; +
n2)}t — {(m,n1)} — {(m,n2)} et {(m1 +mao,n)} — {(m1,n)} — {(m2,n)}. Les
isomorphismes (42) et le fait qu’ils soient compatibles entre eux permettent de
définir un homomorphisme de groupes abéliens ¢ : H — U qui est une section
de U — Z[M x M]. C’est 1a le point essentiel : on pourra consulter [Serpe, Satz
2.3.1]. Le groupe abélien quotient U := U /¢(H) est alors de fagon naturelle une
extension de M ®z M = Z[M x M]/H par G et satisfait & toutes les conditions
demandées.

O

Remarque. Conservons les notations de la proposition précédente. Le groupe
abélien U est appelé biextension de (M, M) par G. Pour une autre introduction
a la notion de biextension, cf. [Mum, §2].
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