VALEUR EN 2 DE FONCTIONS L DE FORMES
MODULAIRES DE POIDS 2 :
I. THEOREME DE BEILINSON EXPLICITE

PAR FRANQOIS BRUNAULT

RESUME. — Nous montrons une version explicite du théoréme de Beilinson pour la
courbe modulaire X7 (N). Ce résultat est la premiere étape d’un travail reliant, d’une
part, la valeur en 2 de la fonction L d’une forme primitive de poids 2, et d’autre part, la
fonction dilogarithme associée a la courbe modulaire correspondante, dans l’esprit de la
conjecture de Zagier pour les courbes elliptiques. Comme corollaire de notre théoréme,
dans le cas ou N est premier, nous répondons a une question de Schappacher et Scholl
concernant I'image de I'application régulateur de Beilinson.

ABSTRACT (Value at 2 of L-functions of modular forms of weight 2 : I. Explicit version
of Beilinson’s theorem)

We prove an explicit version of Beilinson’s theorem for the modular curve X (N).
This result is the first step of a work linking the value at 2 of the L-function of a
newform of weight 2 on the one hand, and the dilogarithm function associated to the
corresponding modular curve on the other, in the spirit of Zagier’s conjecture for elliptic
curves. As a corollary of our theorem, in the case N is prime, we answer a question
raised by Schappacher and Scholl concerning the image of Beilinson’s regulator map.

1. Introduction

Soient N > 1 un entier et X;(N) la courbe modulaire (compleéte) définie sur
Q associée au sous-groupe de congruence

(1) Fl(N)={<CC‘2)eSL2(Z)|czo (mod N),a=d=1 (modN)}.
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Bloch et Beilinson [6, 4, 5, 22] ont développé des conjectures générales prédisant
en particulier, dans le cas de la courbe X;(NN), la valeur spéciale en s = 2 de la
fonction L(h'(X1(N)),s) & un facteur rationnel pres. Ces travaux ont permis
a Goncharov et Levin de démontrer la conjecture de Zagier, reliant la valeur
spéciale L(E,2) associée a une courbe elliptique E définie sur Q, et la fonction
dilogarithme elliptique [27, 14].

La conjecture de Beilinson fait intervenir une application régulateur dont
la source est le groupe de K-théorie algébrique Ko(X1(NN)) associé & X1(N).
La définition de cette application est la suivante. Soit F' = Q(X71(N)) le corps
des fonctions de X7 (V). Pour toutes fonctions rationnelles u,v € F*, la forme
différentielle

(2) n(u,v) =log |u| - dargv — log|v| - dargu

est de classe C* hors des zéros et poles de u et v dans X;(N)(C). On définit

(3) 7N : Ko(F) — Homq(Q'(X1(N)),R)

{u,v} — (w — /Xl(N)(C) n(u,v) /\w).

L’application régulateur ry s’obtient alors en composant 7n avec ’homomor-
phisme naturel Ky(X;(N)) — K3(F). Nous écrirons

(4) ry : Ko(X1(N)) ®z Q — Homg (' (X1(N)),R).

Apres tensorisation de (4) par C, nous obtenons une application, que nous
noterons encore 7y, définie sur Ko(X;(N)) ®z C et a valeurs dans le dual de
S2(T'1(N)). Rappelons maintenant les résultats de Beilinson.

Soit f € So(I'1(N)) une forme parabolique primitive (propre pour l'algebre
de Hecke, nouvelle et normalisée), de caractere . Soit x un caractere de
Dirichlet pair de niveau arbitraire. Beilinson a montré (voir [4, 23]) que la
quantité L(f,2)L(f,x,1) est égale & (rn(7ys,),f) pour un certain élément
Vix € K2(X1(N)) ®z C défini a I'aide d’unités modulaires de niveau divi-
sible par N. Un autre ingrédient important est l'existence d’un caractere x
tel que L(f, x, 1) soit non nul. Cependant, la méthode de Beilinson souffre des
imprécisions suivantes :

1. L’écriture de vy, comme symbole de Milnor n’est pas explicite.
2. Le régulateur associé a 7y, est calculé & un facteur algébrique pres.
3. Le caractere x est choisi parmi une infinité de caracteres.

Cet article précise les points 1 & 3 ci-dessus. Le résultat principal s’énonce de
la maniére suivante. Soit O*(Y1(N)) le groupe des unités modulaires définies
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sur Q de X;(N). Pour tout caracteére de Dirichlet x modulo N, pair et non
trivial, il existe une unique unité modulaire u, € O*(Y1(N)) ®z C satisfaisant

1 ! x(n) - Tm(2)°
(5) log [uy (z)| = P 112% < Nmz+ (z € H),
Re(s)>1 (m,n)€Z?

ol le symbole ’ indique la sommation sur (m,n) # (0, 0).

THEOREME 1.1. — Soit f € S3(T'1(N)) une forme parabolique primitive, de
caractere . Pour tout caractere de Dirichlet x modulo N, pair, primitif et
distinct de 1 et 1, le symbole {usx, uyy } appartient & Ko(X1(N)) ®z C, et nous
avons

Nmt
© LU0 1) = 5 G ). £

La démonstration du théoréeme 1.1 reprend la méthode de Beilinson, en
explicitant chacune de ses étapes. L’intérét de la formule (6) réside dans le
fait qu’elle utilise uniquement des unités modulaires de niveau N. Signalons
aussi que Kato [15, § 7] et Scholl [25, Thm 4.6.3] ont obtenu des formules
explicites pour des intégrales de nature analogue. Le lien entre ces formules et
la formule (6) n’est pas clair pour 'auteur.

REMARQUE 1.2. — Pour obtenir une information sur L(f,2) a partir de la
formule précédente, il est nécessaire que L(f, x, 1) soit non nul. Un théoréme de
Merel (voir appendice de [8]) entraine l’existence d’un caractere pair x modulo
N tel que L(f,x,1) # 0. Il serait donc utile de lever ’hypothese y primitif dans
le théoreme 1.1, et de montrer que le caractere x vérifiant L(f,x,1) # 0 peut
étre supposé distinct de 1 et 1.

Le membre de droite de (6) est 1ié [8, Prop. 17] & la fonction dilogarithme Gy 2
associée & X (), définie par Goncharov [13, Def. 9.1, p. 390]. Le théoréme 1.1
peut donc étre vu comme la premiere étape d’un travail reliant la valeur en 2
des fonctions L des formes modulaires de poids 2 d’une part, et le dilogarithme
associé & X1(N) d’autre part, dans l'esprit de la conjecture de Zagier pour les
courbes elliptiques.

Une idée de Merel (voir [8, Thm 93]) permet d’exprimer le membre de droite
de (6) comme combinaison linéaire explicite de symboles modulaires associés &
f- Les coeflicients de cette combinaison linéaire sont essentiellement les périodes
de la forme différentielle 7(usy, uyy ). Lorsque f est la forme primitive associée
a une courbe elliptique E définie sur Q, on peut alors obtenir une formule pour
L(E,2) en divisant les deux membres de (6) par la période réelle de E.

Ces deux résultats feront ’objet de publications ultérieures.
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Le théoreme 1.1 permet d’apporter une réponse a la question suivante, sou-
levée par Schappacher et Scholl, concernant I'image de ’application régulateur
ry [23, 1.1.3]. Notons Ky le sous-groupe de K (F) engendré par les symboles
{u, v} avec u,v € O*(Y1(N)), et posons

(7) Ky = (Ky ©2 Q) N (K2 (X1(N)) ©z Q).
Notons Vi 'espace d’arrivée de 'application régulateur (4).
QUESTION 1.3. — Le groupe ry (K ) engendre-t-il I’espace vectoriel réel Vi ?
THEOREME 1.4. — Lorsque N = p est premier, le groupe r,(K,) engendre V,,.

REMARQUE 1.5. — Notons T C Endc(S2(I'1(N))) lalgebre de Hecke, en-
gendrée par les opérateurs de Hecke T;, (n > 1) et les opérateurs diamants. Nous

proposons les deux problemes suivants, variantes de la question de Schappacher
et Scholl :

1. Le groupe rn(Ky) engendre-t-il Vy comme T ®z R-module ?
2. Existe-t-il v € Ky tel que ry () engendre Vi comme T ®z R-module ?

Notre travail s’articule de la maniere suivante. Les sections 2, 3 et 5 sont
essentiellement des rappels sur des notions classiques : fonction de Green,
séries d’Eisenstein et unités modulaires. La section 4, consacrée au calcul
d’une intégrale par la méthode de Rankin-Selberg, constitue le cceur de la
démonstration du théoreme 1.1. Dans la section 6, nous construisons des
éléments dans le groupe K5(X;(N)) ®z Q & partir de certaines unités modu-
laires de X7 (). Enfin, les sections 7 et 8 contiennent respectivement la preuve
des théoremes 1.1 et 1.4.

En terminant cette introduction, je souhaite remercier chaleureusement Loic
Merel pour son encouragement et ses conseils lors de la rédaction de cet article.

2. Fonction de Green sur une courbe

Soit X une surface de Riemann compacte, connexe, non vide. Une forme
volume sur X est une 2-forme différentielle réelle de classe C*° sur X, partout
non nulle et d’intégrale 1 (voir [18, II, §1], [17, p. 329]). Fixons une forme
volume volx sur X.

Soient Ax = {(z,z) |z € X} la diagonale de X x X et C(X) le corps
des fonctions méromorphes sur X. Le diviseur d’une fonction méromophe f €
C(X)* sera noté

(8) (f) = Zordw(f)w.

rzeX

Le support de f, noté Supp(f), est ensemble des zéros et des poles de f, ainsi
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9) Supp(f) = {x € X,ord,(f) # 0}.

Nous rappelons maintenant les propriétés de la fonction de Green associée a
X. Cette fonction joue le role de hauteur archimédienne en géométrie d’Arake-
lov [18, Chap. II].

PROPOSITION 2.1 (Arakelov [2]). — Il existe une unique fonction

(10) Gx: X xX—Ax —R,

appelée fonction de Green associée & X (et a volx), de classe C* et vérifiant
les trois conditions sutvantes.

1. Pour tout x € X, nous avons

(11) 9,0yGx (z,y) = imvolx (ye X —{z}).

2. Pour tout x € X et pour toute coordonnée holomorphe locale z(y) au
point x vérifiant z(x) = 0, la fonction

(12) y— Gx(z,y) —log|z(y)l,

définie sur un voisinage épointé de x dans X, s’étend en une fonction de
classe C*° sur un voisinage de x dans X.
3. Pour tout x € X, nous avons

(13) / GX(:r,y) ~V01X =0.

yeX
Démonstration. — L’existence de Gx est démontrée par Arakelov dans [2, §1—
2]. Coleman en a également donné une preuve [18, II, §4]. L’unicité de Gx
résulte quant a elle facilement des propriétés 1, 2 et 3. O

Nous mentionnons maintenant, sans les démontrer, quelques propriétés
supplémentaires de la fonction de Green.

4. La fonction Gx est symétrique : nous avons

(14) Gx(z,y) =Gx(y,z)  (v,ye X,z #y).

5. La fonction Gx a une singularité logarithmique le long de Ax. Cela si-
gnifie que pour tout zy € X et pour toute coordonnée locale holomorphe
z(x) au point zg, la fonction

(15) (z,y) = Gx(z,y) — log|z(z) — 2(y)|



6 frenchFRAN¢OIS BRUNAULT

s’étend en une fonction de classe C* sur un voisinage de (zg, zg) dans
X xX.

6. Pour toute fonction méromorphe f € C(X)*, il existe une constante
Cy € R telle que

(16) loglf()l =Cr+ Y. orda(f)-Gx(w,y)  (y€ X —Supp(f)),

z€Supp(f)

Nous avons en outre Cy = [ log|f|- volx.

7. En utilisant le langage des courants, nous pouvons condenser les pro-
priétés 1) et 2) de la fonction Gx en une seule équation : pour tout
x € X, nous avons

1
(17) i—ﬁaGX(x, ) = volx —dy,
T

ou ¢, désigne le courant d’évaluation en z.

3. Séries d’Eisenstein

Dans cette section, nous suivons de pres ’exposition remarquable de Sie-
gel [26, p. 1-73]. Le lecteur pourra y trouver les démonstrations que nous avons
omises.

Nous allons introduire certaines séries d’Eisenstein, fonctions analytiques-
réelles sur le demi-plan de Poincaré H, invariantes sous l’action d’un sous-
groupe de congruence de SLy(Z). Soit N > 1 un entier.

DEFINITION 3.1. — Pour (u,v) € (%;)?, 2 € H et s € C, Re(s) > 1, posons

(18) Euﬂ)(z’ 5) _ Z/ Im(Z)S

m=u (N) \mz+n|237
n=v (N)

ou le symbole ’ indique que l'on exclut le terme éventuel (m,n) = (0,0).

Nous aurons également besoin de certaines combinaisons linéaires des
séries E, .. Les séries suivantes sont un cas tres particulier de fonctions zéta
d’Epstein.

DEFINITION 3.2. — Pour (a,b) € (%)% z € H et s € C, Re(s) > 1, posons

2im

, - (ma+nbd) | s
(19) Galer) = Y ()

ez |mz + n|?s
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Par définition, nous avons

(20) = Y Fewmp,

(uw)e(:%)?

D’autre part, la transformée de Fourier inverse donne

(21) Eu,v:ﬁ Z e W (utbo)e o

(a,0)€(F)?

Pour (a,b) € (%)% et 2 € H fixé, la fonction s — (q5(2, s) admet un prolonge-
ment méromorphe au plan complexe [26, Thm 3, p. 69]. Lorsque (a, b) = (0,0),
le prolongement a un unique pole en s = 1, ce pole est simple et de résidu égal

a . Lorsque (a,b) # (0,0), le prolongement est holomorphe sur C.

NOTATION 3.3. — Pour z € H, posons

—~

£ )= limsﬁl(cmb(z,s)fﬁ) si (a,b) = (0,0),
(22) Canl2) {ga,b(z,l) si (a,b) # (0,0).

D’apres (21), les fonctions s — E, ,(z, s) admettent également un prolonge-
ment méromorphe au plan complexe. Elles possedent un unique pole en s = 1;
ce pole est simple et de résidu égal & w7z. En accord avec la notation 3.3, nous
posons

(28) By, () = lim (Bu(z,5) m) ((u0) € (%)2,2 €H).

Passons maintenant aux deux formules-limite de Kronecker. Ces formules
donnent une expression de C;‘,b(z). Pour z € H, nous poserons y = Im(z). La
premiere formule-limite [26, Thm 1, p. 17] s’écrit

(24) Co(2) =2m(y —log2 —log \/y — 2log|n(2)]) (2 € H),

ou y désigne la constante d’Euler et

oo
itz

(25) n(z)=e® J[(1—e*%)  (z€H).

n=1
La deuxiéme formule-limite de Kronecker [26, Thm 2, p. 40] s’écrit de la fagon
suivante. Soit (a,b) € (75;)? avec (a,b) # (0,0). Choisissons un couple de
représentants (a,b) de (a,b) dans Z2. Alors
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, 2m2p>
(26) Ca,b(z) = Wy — 2mlog

ol nous avons posé, pour w € Cet z € H

(27) 19(10, Z) _ e”Tz(eiﬂ'w B efiww) H(l N e2i7r(w+nz))(1 o 672i7r(w7nz))'

n=1

Les séries d’Eisenstein E,, , vérifient la propriété de modularité suivante

(28) Euv(92,5) = Eguv)e(%,5) ((u,v) = (%)Q,g c SLg(Z)).

ou (u,v)g désigne le produit du vecteur ligne (u, v) par la matrice g. On déduit
de (28)

(29)  Fiu(02) = Fuy(s)  ((w0) € ()% 0 € SLa(2)).

En particulier, les séries E} (z) (et donc les séries (,4) sont invariantes par
la transformation z — z + N et admettent un développement de Fourier (non
holomorphe) en la variable e*% . Ce développement de Fourier se déduit des
formules-limite de Kronecker. Pour z € H et a € Q, posons ¢ = €%7* et
q® = e*™=_ Pour tout entier r > 1, notons o(r) la somme des diviseurs positifs

de r. Nous avons alors

2 o0
(30) Gol2) = = —wlogy+2n(y o2+ Y. T (g 47)) (e
r=1

2. . . , . * Z
Ecrivons ensuite le développement de Fourier de (;, avec a € {7, a # 0.

Notons (ny = e*¥ . Nous avons alors
(31)
* 7T2y a - Cda + C_da T —r
Ca,o(z):T—QWIOgH—CNH'WZ(ZNTN)(Q +7") (z € H).
r=1 d|r

Ecrivons enfin le développement de Fourier de ¢*,, avec a € Z et be &,

b # 0. Notons By(X) = X% — X + % le deuxiéme polynéme de Bernoulli, et
définissons une fonction 1-périodique By sur R par

(32) By(x) = Ba(x — |z]) (¢ €R),
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ot || désigne le plus grand entier < x. Alors la quantité E(%) ne dépend
pas du représentant b de b dans Z, et nous avons

— b ad - -
* — 972 N L@as.-gnN
(33) Ciplz) =2m BQ(N)y + wzar qN + 0, q (z € H),

r=1

ou les coefficients a,. sont donnés par la formule

(34) ap= Y M-t 3 (=1

d|r d|r
4=b (N) L=-b (N)
DEFINITION 3.4. — Pour toute fonction [ : % — C, nous définissons les

séries d’Eisenstein Ej et E; par

(35) Ei= Y IEy, e E =Y I@vE,

UE—NZZ UET,ZZ

Les propriétés suivantes des séries £ et £} nous seront utiles.

1. Les séries E; et E}, vues comme fonctions sur H, sont invariantes sous
laction du groupe I'; (N). Si M est un diviseur de N et [5; est une fonc-

tion de % dans C, il en va de méme des séries Ey,, et Ej , puisque
I''(N) C T'1(M). En particulier, toutes ces séries induisent des fonc-
tions sur la courbe modulaire Y3 (N)(C) := I';(N)\H. De plus, ces fonc-
tions admettent des singularités au plus logarithmiques en les pointes de
X, (N)(C).

2. Les applications [ — Ej et | — EJ sont C-linéaires.

NOTATION 3.5. — La transformée de Fourier [ : % — C de [ est définie par
(36) W)=Y 1w (be i)
NZ
VE 3%
Nous considérerons également [ et 1 comme des fonctions N-périodiques
définies sur Z. Le développement de Fourier de £} se déduit aisément de celui

des séries (4 p-

PROPOSITION 3.6. — Soitl: % — C une fonction de somme nulle. La série
d’Eisenstein Ef admet le développement de Fourier
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61 EE = (D)4 TS (S i@+ T-d)) @ + 1)

neZ r=1 d|r

Démonstration. — Nous avons

Ei(2)

I
~
—~
4
=
5
<
—~
I3
~

_ 2imby

¥ Cap(2)

I
L
~
—~
<
~—
=
[ V)
)

be% aG%

Puisque [ est de somme nulle, nous avons [(0) = 0 et le terme correspondant
a b = 0 dans la somme ci-dessus disparait. Nous déduisons de (33) que pour
be %, b # 0, nous avons

> =2 B ey (2 ar X )7

a€ & d|r d|r
Nz d=b (N) d=—b (N)

Il en résulte

r
beENZ r=1 d|r

2 ~— b T o— ~ ~
52 = 2 (S T0Ba)) -t g >+ (S dlild) + 1) (0 + 7).

La fonction Bj est donnée par la série de Fourier suivante, qui converge nor-
malement sur R [9, (1.56), p. 14]

nez
n#0
Nous en déduisons aisément
~ b N «— I(n)
Z l(b)B2(ﬁ) = T2 PP
bez ne%

ce qui achéve de montrer (37). O
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Il est amusant de constater que le développement de Fourier de la série
d’Eisenstein E; fait intervenir naturellement la transformée de Fourier de [.

4. Calcul d’une intégrale par la méthode de Rankin-Selberg

L’espace S3(I'1 (IV)) des formes paraboliques de poids 2 pour le groupe I'1 (V)
s’identifie canoniquement & I'espace Q! (X1 (N)(C)) des 1-formes différentielles
holomorphes sur la surface de Riemann compacte X7 (IN)(C), au moyen de 'ap-
plication f +— wy := 2im f(z)dz. Dans cette section, nous calculons U'intégrale

(38) / E} -ws NOE%,,
X1(N)(C) X

lorsque f est une forme primitive (propre pour l'algebre de Hecke, nouvelle et
normalisée), et x (resp. x’) est un caractére de Dirichlet pair modulo N (resp.
modulo un diviseur M de N). Il n’est pas difficile de montrer que l'intégrale
(38) converge absolument, en utilisant la propriété de singularités au plus lo-
garithmiques des fonctions £} et E;A,.

Rappelons que la série L associée a une forme parabolique f € So(I'1(V)),

avec f(2) =Y oo, an€?™*, est définie par

(39) Lifs) =S S (RG> g)

n=1

Cette fonction admet un prolongement holomorphe au plan complexe.

NOTATION 4.1. — Pour tout caractere de Dirichlet x modulo m > 1, la série
L de f tordue par x est définie par

(40) Lifs) = 30 2 () > 2,

ou par convention x(n) = 0 lorsque (n,m) > 1.
Cette fonction admet aussi un prolongement holomorphe au plan complexe.

THEOREME 4.2. — Soit f € So(T'1(N)) une forme primitive, de caractére 1.
Soient x un caractére pair modulo N et ' un caractére pair modulo un diviseur
M de N. Nous avons

(41) / oo ngge | TS LEDLU X Y) si )= XX
e TN T o sinon,

ou Xy désigne le caractére de Dirichlet modulo N induit par x'.
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Nous allons reformuler le théoreme 4.2 en utilisant la forme modulaire uni-
verselle [21].

Rappelons que l'algébre de Hecke T C Endg S2(I'1(N)) est le sous-anneau
engendré par tous les opérateurs de Hecke T, (n > 1) et les opérateurs diamants
(d) (d € (4;)*)- Nous avons un isomorphisme canonique [21, Lemma 9]

T ® C = Homg(S2(I'1(N)), C)
(42) T (f = a(TF)),

o aq(-) désigne le premier coefficient de Fourier d’une forme modulaire. La
série L (éventuellement tordue) de 1’algébre de Hecke est définie par

(#(s) > g)

1 . x(n)
43) L(T,8) =S T,®@ — L(T,x,s)=Y T,
(43) L(T,s) nE_l ® (T, x; ) n§:1 ® =

Elle est a valeurs dans T ® C et admet un prolongement holomorphe au
plan complexe. Via lisomorphisme (42), on a (L(T,s),f) = L(f,s) et
(L(T,x,s), f) = L(f,x,s) pour tout f € S3(I'1(N)). La fonction L(T,s)
s’'interprete aussi comme la fonction L de la forme modulaire universelle )
définie par

(44) Q=2 Y T, e dz € Q'(X1(N)(C)) @z T.
n=1

Pour tout caractere de Dirichlet 1 modulo N, notons

(45) Twz{T€T®C|To(d>zlp(d)-Tpourtoutde(sz)*}.

la composante Y-isotypique de T®C. Nous avons une décomposition canonique
de T ® C en produit de sous-algebres

(46) TeCc=][T
P
le produit étant étendu aux caracteres de Dirichlet ¢ pairs modulo N. Les pro-
jections de L(T,s) et L(T,,s) sur T¥ seront notées respectivement L(TY,s)
et L(TY,x, s).
Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant, qui entraine le
théoreme 4.2.

THEOREME 4.3. — Soient x un caractére de Dirichlet pair modulo N et X/ln
caractére de Dirichlet pair modulo un diviseur M de N. En posant ¥ = xX'y,
nous avons
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= N
(47) /X o EY-QNOEZ, = —m% -L(TY,2)L(TY, \, 1).
1

Démonstration. — Nous pouvons distinguer deux grandes étapes. La premiere,
de nature globale, utilise la méthode de Rankin-Selberg et exprime l'intégrale
(47) en termes d’'une convolution de séries de Dirichlet, cf. (55). Pour une
introduction & la méthode de Rankin-Selberg, voir [28, 3. B]. La seconde étape,
de nature locale, exprime la série de Dirichlet précédente comme un produit
eulérien (lemme 4.4). Il est & noter que jusqu’au bout du calcul, nous tiendrons
compte des facteurs locaux aux mauvaises places, c’est-a-dire aux nombres
premiers divisant N.

Notons I le membre de gauche de (47). Montrons que I appartient & TY.
Les séries d’Eisenstein EY et E;A, vérifient
(48)
B2 = XAE()  E5(d)2) = xh(dBL:)  (de (og)"z € H).

Si nous effectuons le changement de variables z — (d)z dans 'intégrale I, nous
obtenons

T = X(d)x'y(d) /

X1 (N)(C)
ou (d)*$) désigne 'image réciproque de la forme différentielle Q2 par I’automor-
phisme (d). L’isomorphisme (42) étant compatible & I’action des opérateurs
diamants, nous avons (d)*Q = Q ® (d), ou (d) agit dans le membre de droite
par multiplication sur le facteur T du produit tensoriel. Il en résulte

Ey - (d)"Q NDE,,

Io{d) = x(d)Xy () = P(d)]
pour tout d € (%)*, d’ott I € TY. Dans l'intégrale I, nous pouvons donc
remplacer ) par sa composante de caractere

(49) QY € Q' (X1(N)(C)) ®c T?,

Remarquons que (d)*Q¥ = ¢(d) - Q¥ pour d € (54;)*, clest-a-dire Q¥ €
So(T1(N),9) ®c TY, on So(I'1(N),) désigne le sous-espace des formes de
caractere .

Pour calculer I, nous pouvons considérer l'intégrale étendue au domaine
' (N)\H. Nous allons remplacer E} par une somme indexée par I'so\I'o(V),
ou ', est le sous-groupe de SLy(Z) formé des matrices <j(:)1 f1> avec k € Z.
La fonction E} est définie en appliquant le procédé (23) a la fonction E,.
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Remarquons que le résidu en s = 1 de la fonction s — E, (z, s) est indépendant
de z. Or

/ QY NOE%, = / d(—E% -Q¥) =0,
Y1(N)(C) X Y1(N)(C) X
1

d’apres la formule de Stokes. Pour calculer I, nous pouvons donc remplacer EY
par E,(-,s), puis faire s =1 :

I=(I(s),_, = (/Y o E\(-,5)- QY /\BE;A,> R

Le caractere analytique de la fonction I(s) pour s # 1, et la possibilité d’inter-
vertir le signe [ et Popération (-)s—1, résultent du fait qu’en chaque pointe de
X1(N)(C), la fonction z — E,(z,s) possede un développement de Fourier qui
converge uniformément sur tout compact par rapport a s. Maintenant, nous
avons

x(n)y®
Be(zs)= > xWBou(9)= > min
ve(4,)" m=0 (N)
(n,N)=1

En introduisant le p.g.c.d. d = (m,n), nous obtenons

_ x(n)y*
Blg= Y Y A
d>1 m=0 (N)
(d,N)=1 (n,N)=1
(m,n)=d
_ Z Z X(d). x(v)y*
2s 2s
S o ety

(d,N)=1du=0 (N)

(dv,N)=1
x()y*®
= L(x,2 s
(x> 2s) Z |z + v]?s
(n,v)=1
pn=0 (N)
(v,N)=1
Or nous avons une bijection
Pa\To(N) 5 {(r) = 1|p=0 (N)}/+1

Puisque —1 agit sans point fixe sur ’ensemble des couples (u,v) ci-dessus, il
vient
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Ey(z8) =2L(x.25) Y,  x(MS(y2)",
YEL e \I'o(NV)
ol nous avons posé x(v) = x(d) pour v = <(cl Z) € I'y(N). Pour z € H, notons

z = x + ity et posons

dx N\ dy
Y2
avec F' : H — TV de classe C®°. La forme différentielle Q% A EE;A, est de

caractere y = 1/1%, tandis que dzAdy/y? est invariante sous 'action de SLa(R).
Nous avons donc

(50) Q¥ NOEZL, = F(z) -

)

(51) F(yz) =x(MF() (v eTo(N),z € H).

Nous en déduisons

R dx A\ dy
I(s) = 2L(x, 25) / S x()302)* - Fle) - EA
TL(N\H L er A\To(N) 4
dz A dy
— 2L(x,29) / S(12)° - Fyz) - .
S > "

Y€l \T'o(N)

L’espace S2(I'1(NN)) étant trivial pour N = 1 ou 2, nous pouvons supposer
N > 3; par suite le morphisme I'; (N)\'H — T'o(N)\'H est fini, de degré ¢(N)/2.
Par conséquent

dxz A dy
. 2

1(s) = p(N)L(x. 25) / 2 S0 )
0 YEL o \To (V)

— @(N)L(X,Zs)/r . 3(2)° - F(2) - da:y/\zdy

La derniere égalité est le point-clé de la méthode de Rankin-Selberg.
Développons maintenant F' en série de Fourier

(52) Flatiy) = Y Buly)e®™.
meZ

Un calcul simple utilisant la définition de Q¥ et E;A,7 ainsi que le développement
de Fourier (37), donne
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~ 16i7° 5=~ _4mn
(53) Foly) = ——v* D _cne™ '™ (y>0),
(54) avec ¢, =TV - de’(d) eTv (n>1),
d|n

ot nous notons 7¥ I'image de T}, dans T% pour tout n > 1. Noter que dans
l'unique cas M = 1, la formule (37) ne s’applique pas & f = x/, mais (30)
permet quand méme de mener le calcul, aboutissant au méme résultat. Il vient

, de Nd
1(s) = p(N X,QS// S Ba(y)erimme . SN dy

mEZ Yy

— o(N)L(x,25) / Foly )—

0
16 - o
= mj\j L(x,2s) z:: / ye Ay,
Puisque f ySe iy = (LSL)HBH nous obtenons
16im3p(N) T(s+1) > ¢
(55) I(S) = - M ' (47-(-)s+1 L(X72S)Z nstl’
n=1

les coefficients ¢,, étant donnés par (54). Nous voici arrivés au terme de la
premiere étape du calcul.

LEMME 4.4 (Une convolution de séries de Dirichlet). — Soient ¢ un carac-
tere de Dirichlet modulo N et x1, x2 deux caractéres de Dirichlet arbitraires.
Posons

(56) () = Y da@xa(5) (1.
d|n

Nous avons alors pour s € C, R(s) > g

(57) ZT#} UX17X2(n) _ L(TwaXQaS)'L(Tw7X17s_]-),
= n L(x1x2,2s - 2)
ot nous avons posé L(1hx1xa,s) = Yoo, Lrpalnha(n) )Xl,ﬁ?)“(")
Démonstration. — Nous avons les estimations T,, = O(n2+¢) et Oxixo (M) =

O(n'*€) pour tout € > 0, ce qui montre la convergence absolue de la série du
membre de gauche de (57) pour R(s) > 3. La fonction arithmétique oy, , est
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convolution de deux fonctions multiplicatives. Elle est donc faiblement multi-
plicative 4. e. vérifie

Ox1,x2 (MN) = 0y x, (m)JXI X2 (n) ((m n) = 1)‘
Il en va de méme de la fonction n +— T¥ - L. 11 suit que le membre de gauche
de (57) admet l'expression en produit eulerlen

(58) I (ZTw Uxmcz )>'

p premier “a=0

D’autre part, nous avons formellement

1
1-T) - X + p(p) - X2

(59) »(TY, X) : ZTI” X = TV[[X]],

ot 1 désigne I'élément unité de T¥. Nous pouvons calculer o, ,,(p®) grice a
la multiplicativité de x1 et x2. Nous trouvons

at+1 a+1
e a )™y () £ 0 ou xa(p) # 0

T (P") = 1 si x1(p) = Xx2(p) =0 et a =0;
0 si x1(p) X2()—Oeta21.

Il en résulte que, pour p premier tel que x1(p) # 0 ou x2(p) # 0, le facteur
local en p du produit eulérien (58) est donné par

xz2(p) _ 1
x2(p) =px1(p) 1 — Ty - xa(p)p=* + b(p)xa(p)2pt—2
~_pal) 1
x2(p) =px1(P) 1T - xa(p)p'= +¥(p)x1 (p)2p3—2

soit apres simplifications

(60) (1 —v(p)x1(p)x2(p) - p*7>*) - Lp(TY, x2(p)p™*) - Lp(TY, x1(p)p' %),

et ce dernier résultat est encore valable lorsque x1(p) = x2(p) = 0. Pour tout
caractere de Dirichlet €, nous avons

(61) [ L(T.cwp ) = L(T",c.5) (?R(s)>§).

p premier

En prenant le produit sur tous les nombres premiers a partir de I’expression
(60), nous obtenons le résultat souhaité. O
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Suite et fin de la démonstration du théoréme 4.3. Reprenons 'égalité (55).
Utilisons le lemme 4.4 avec x1 = x’ (modulo M) et x2 = 1 (modulo 1). 11 vient

3 16im3p(N) T(s+1)

Y og 1) L(TY. /. s
Is) = M ' (4m)stL L(XaQS)L(T s+ 1) L(TY, X', 5)

L(yx', 2s)

16im3p(N) T(s+1)

- . L(TY 1) - L(T%, v/
M amye LT s+ 1) - LT, 8),

puisque L(yx’, s) = L(¢xy, s) = L(x, s). La fonction

s — N*/2(21)~*T(s)L(T, s)
admettant un prolongement holomorphe au plan complexe, il en va de méme
de la fonction s — I(s). En évaluant en s = 1, il vient finalement

N
I=1(1) = fm% L(T,2)L(T*,x', 1).
Cela acheéve la démonstration du théoréme 4.3. O

REMARQUE 4.5. — Il n’y a pas de raison a priori de se limiter & la torsion par
un caractére dans le théoréme 4.3. La formule (47) reste-t-elle valable si 1'on
remplace X’ par une application paire quelconque de % dans C?

5. Unités modulaires

En vue d’obtenir une version explicite du théoreme de Beilinson, il est
nécessaire d’établir un lien précis entre les séries d’Eisenstein introduites dans
la section 3 et les unités modulaires. Les résultats que nous présentons ici sont
classiques [16].

Soit Py l’ensemble des pointes de la courbe modulaire X;(N)(C), de sorte
que X1(N)(C) = Y1(N)(C) U Py. Par définition, une unité modulaire est une
fonction méromorphe u € C(X;(N))* vérifiant Supp(u) C Py (par abus de
langage, nous dirons que u est a support dans Py ). Le groupe des unités mo-
dulaires sera noté O*(Y1(N)(C)). Notons Div’(Py) le groupe des diviseurs de
degré 0 sur Py. Le théoréeme de Manin-Drinfel’d [12] énonce que Papplication
naturelle

O*(Y1(N)(C)) ® Q — Div’(Py) © Q
u®1l— (u)®1

est surjective. Nous en déduisons une suite exacte

(62) 0—C"®C— O*(Y1(N)(C)) ® C — Div’(Py) ® C — 0.



frenchl. THEOReME DE BEILINSON EXPLICITE 19

L’ensemble Py est décrit par Py = T'1(N)\P!(Q). Par définition, la pointe
infinie co € Py est la classe de oo € P!(Q). Nous choisissons le modele de
X1 (N) sur Q tel que cette pointe soit définie sur Q [10, 9.3.6].

Le groupe I', opére par multiplication & droite sur SLa(Z), et nous avons
une bijection

o

SLy(Z)/Ts — PL(Q)

o)l

Soit En I'ensemble des éléments d’ordre N du groupe additif (%)2 On dispose
d’une bijection En = T';1(N)\ SL2(Z) faisant correspondre & 2 € En la classe
d’une matrice (Z fl) € SLy(Z) telle que (¢,d) =z (mod N). On en déduit les

identifications suivantes

(63) Py =T (N)\PY(Q) 2 T'1(N)\SLy(Z)/T = En /T

NOTATION 5.1. — Pour tout (u,v) € En, nous notons [u,v] € Py l'image par
la bijection (63) de la classe de (u,v) dans Ey /I's.

LEMME 5.2. — Pour toute application [ : % — C de somme nulle, la série

d’Eisenstein E} induit une fonction Y1(N)(C) — C de classe C*, qui vérifie
QOE; = 0.

Démonstration. — Nous avons vu dans la section 3 que F} : H — C est de
classe C* et induit une fonction sur Y;(IV)(C). Montrons que cette derniere
fonction est de classe C*°. L’identité (37) nous permet d’écrire B = E; + Es,
ou E; (resp. E2) est une fonction holomorphe (resp. antiholomorphe) sur H.
Notons 7 : H — Y7(N)(C) la projection naturelle. Soit zy € H. D’apres [7, Ex.
i), p. 75], nous pouvons trouver une coordonnée locale holomorphe u (resp. v)
au point zg € H (resp. m(zg) € Y1(IN)(C)), de telle sorte que la fonction 7 soit
donnée au voisinage de zg par v = 7(u) = u™, ot n est un entier > 1 (I'indice
de ramification de 7 en zg). Dans ces coordonnées, nous avons donc

(64) El* (1}) = E1 (U) + E2 (u)

2im

Soit ¢, = en . D’apres I’équation (64), nous avons Eq(u,) + E2(ul,) =
E;(u) + Es(u). Par conséquent, la fonction

u— Eq(u¢,) — E1(u) = Ea(ul,) — Fa(u)
est holomorphe et antiholomorphe, donc constante au voisinage de 0. Cette
constante vaut E1(0) — E1(0) = 0, d’ou Eq(ul,) = E1(u) et Ea(ul,) = Eax(u).
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Donc E; (resp. E3) induit une fonction holomorphe (resp. antiholomorphe) de
v. D’apres (64), la fonction Ej est alors de classe C* sur un voisinage de m(2)
dans Y7 (N)(C), et vérifie 0OE; = 0 sur ce voisinage. O

Toute unité modulaire u € O*(Y1(N)(C)) induit une fonction holomorphe
sur H et ne s’annulant pas. Cette fonction est invariante par z — z+1 et admet
donc un développement de Fourier

(65) u(z) = Z anq" (z € H,q = *™%)

n=no

avec an, # 0, de sorte que ng = ords (u). Nous définissons alors

(66) U(00) 1= an,,

et nous dirons que u est normalisée lorsque u(oco) = 1. Par C-linéarité, les
définitions de (u), log |u| et u(co) s’étendent au cas ol u appartient au groupe
O*(Y1(N)(C)) ® C. Remarquons que l'application u — (o0) scinde la suite
exacte (62).

PROPOSITION 5.3. — Soitl: % — C une fonction de somme nulle. 1l eziste
une unique unité modulaire w; € O*(Y1(N)(C)) @ C vérifiant

1

(67) log |u;| = = - Ef et w(oo)=1€C*"®C.
7r

L’ordre de u; en une pointe P = [u,v] € Py est donné par

1 -~ — b
(a,b)e(+)?

De plus, Uapplication | — u; ainsi définie est C-linéaire.

Démonstration. — Soit P = [u,v] € Py une pointe, avec (u,v) € Ey, et
g = <: ?) € SLy(Z) une matrice telle que (v,9) = (u,v) (mod N). D’apres

(29), nous avons
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Ef(gz) = ) Uw)Ej,(92)

wE%
= > Uw) By u0(?)

wGT,ZZ

1 in
PORICOF D DI BN O

we 55 (a,b)e(+%)?

= Y Haut ) Gl

(a,b)€()?

o~

Puisque 1(0) = 0, nous pouvons omettre le terme (a,b) = (0,0) dans la somme
précédente. D’apres les développements de Fourier (31) et (33), nous voyons
que Ej(gz) admet un développement de Fourier de la forme

oo
(69) Ef(92) = Kpy +ago + ) agra¥ + 54,7,

r=1
ou Kp, ag,, et By, sont des nombres complexes (Kp ne dépend pas du choix
de la matrice g). La constante Kp est donnée par

(70) Kp = E Z 1(au + bv) E(%)

N2
(a,b)e(FZ)?

Un parametre local en la pointe P € Py est donné par

(71) qP _ q(uJ,VN) _ eZiTr(](;,N)Z
Fixons une forme volume volx, (n) sur X1 (/N)(C) et notons G'x, (n) la fonction
de Green associée, définie dans la section 2. Notons 7 : H — Y7(N)(C) la
projection naturelle. D’apres (12) et (71), nous avons Pestimation

Gx, () (P,m(g2)) = loglgp| + Oy o0 (1)

(72) = N 0 e,

Définissons une fonction ¢ sur Y;(N)(C) par

N Kp
—Er 4 Ar P,").
(73) ¢ LTS P; (@, N) Gx,(n(P)
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D’apres le lemme 5.2, la fonction ¢ est de classe C*°. D’apres (12), (69) et (72),
la fonction ¢ s’étend en une fonction de classe C*° sur X;(NN)(C). Nous avons
sur Y7 (N)(C) (et donc sur X;(N)(C))

Kp
(u, N)

_ _ . N
00 = OO} + - >
PePn

_ N Kp

N u, N)

AT VOL)(1 (N)

( 'VOle(N).
PePn

D’aprés la formule de Stokes le(N)(C) 00¢ = le(N)(C) d(0¢) = 0. Comme
volx, (n) est d’intégrale 1, nous en déduisons

Kp
(74) > =0.
2= T
Il en résulte d¢p = 0, c’est-a-dire que ¢ est constante sur X;(N)(C). D’apres
la suite exacte scindée (62) et (74), il existe une unique unité modulaire u; €
O*(Y1(N)(C)) ® C telle que

. N Kp I N
(15)  divu =—5— P; W) [P] et Gy(c)=1€C*®C.
N

D’apres (16), il existe une constante C' € C telle que

N Kp
(76) log [u| = C — 52
2 et (u, N)

'GXﬂNﬂFp)
Nous déduisons de (73) et (76) I'existence d’une constante C’ € C telle que

(77) log |u| :C/—i—%.
Pour déterminer C’, considérons les développements de Fourier des deux
membres de (77). D’apres la définition (66) de 4;(00), le terme constant du
développement de Fourier de log |u;| vaut log|u;(c0)|, ¢’est-a-dire 0. Or, le
terme constant du développement de Fourier (37) de E; est nul. Nous avons
donc C' = 0. L’identité (68) résulte de la définition de w;. D’apres cette méme
identité, I’application [ — divu; est C-linéaire. Or, u; n’est autre que I'image
de divu; par I'application linéaire

Div'(Py) ® C — O*(Y1(N)(C)) ® C

scindant la suite exacte (62). Donc I — u; est C-linéaire. O
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Nous appliquons maintenant la proposition 5.3 dans le cas ou [ est un ca-
ractere de Dirichlet x pair modulo N. Nous convenons d’étendre x par 0 en
une application de % dans C. La somme de Gaufl de x est définie par

2imv
(78) )= Y, x(v)e .
’UE%
La condition que x soit de somme nulle équivaut & ce que x soit non trivial.
Dans ce cas, 'unité modulaire u, est donc bien définie. La proposition 5.3 peut
étre précisée de la maniere suivante.

PROPOSITION 5.4. — Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair et
non trivial, le diviseur de u, est donné par

(79) () =22 S 56) .0,

ve(F&)*/+1

Démonstration. — Calculons ordp(u,) pour P = [u,v] € Py. Nous avons
1 ~ — b
OrdP(UX) = _m Z X(au+bU)BQ(N)

(a,b)€(5)?

2im(autb)w —— b
= TN M x(w)e™ N By( ).
iw Y% b
(a,b)€(FFz)? we(FZ)

__2imauw
N

Or nous avons Zae% 2 = 0 si u # 0. Il en résulte ordp(u,) = 0 si

u # 0. Supposons maintenant u = 0, c’est-a-dire P = [0,v] avec v € (%)*
Nous obtenons

1 _ 2imbow ——, b
ordp(uy) = — Y xwe W Ba()
be & we(&)*
1 ~ b
=N Z X(bv) - Ba(—)
be %
L 2)
= _X(U) 2 )
comme dans la démonstration de la proposition 3.6. Il en résulte (79). O
REMARQUE 5.5. — Pour tout v € (3%;)*/ £ 1, la pointe [0, v] n'est autre que

I'image de la pointe oo par I'opérateur diamant (v). Elle est donc définie sur Q.
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De maniére générale, le groupe Aut(C/Q) agit sur Py par la régle suivante [23,
3.0.2]

(80) [u,v]” = [e(o) " u, 0] ((u,v) € En,0 € Aut(C/Q)),

ot ¢ : Aut(C/Q) — (%)* est le caractere cyclotomique, défini par e(e%) =

2ime(o)

Nous allons maintenant étudier le corps de définition et le corps des coeffi-
cients de I'unité modulaire u,. Pour cela, nous aurons besoin de la définition
suivante. Notons O*(Y1(NN)) le groupe des unités de Ianneau des fonctions
régulieres de Y7 (). Il est naturellement inclus dans O* (Y1 (N)(C)). Pour tout
sous-corps K de C, désignons par Y7 (N )k l'extension des scalaires de Y7 (V) a
K.

DEFINITION 5.6. — Soient u € O*(Y1(N)(C)) ®z C et K, L deux sous-corps
de C. Nous dirons que u est définie sur K et a coefficients dans L lorsque

ue O (Yi(N)g) ®z L € O*(Y1(N)(C)) ®z C.

LEMME 5.7. — Pour toute fonction de somme nulle [ : % — C, l'unité mo-

dulaire u; est définie sur Q et a coefficients dans Q(l), le corps engendré par

les valeurs de 1.

Démonstration. — Posons L = Q(ZA) Notons Div% Py le sous-groupe de

Div® Py formé des diviseurs qui sont globalement invariants par Aut(C/Q).
Nous avons un diagramme commutatif

(81) 0—= Q" ®L—>0"(Yi(N))® L ——Divg Py ® L —0

| | |

0—=C*®L—0*(Y1(N)(C))® L —=Div’ Py L —=0,

ou les fleches verticales sont injectives et les lignes sont exactes (I'exactitude
a droite de la ligne du haut résulte du théoreme Hilbert 90). L’application
u +— u(00) scinde de maniére compatible les deux suites exactes du diagramme
(81).

D’aprés (68), nous avons ordp(u;) € L pour toute pointe P € Py. Soit
o € Aut(C/Q). Le changement de variables a = €(c)a’ dans la formule (68)
montre que

ordpo (u;) = ordp(uy) (P € Pn,o € Aut(C/Q)).
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En conséquence D = divu; € Div% Py ® L, et u; n’est autre que I'image de D
par 'une des deux compositions du diagramme commutatif

Divgy Py ® L —— O*(Y1(N)) ® L

| |

Div’ Py @ L — O*(Y1(N)(C)) ® L.
Par suite, nous avons u; € O*(Y1(N)) ® L. O

6. K, de la courbe modulaire X (V)

Le groupe de K-théorie de Quillen K3(X1(N)) associé a la courbe X;(N)
admet, apres tensorisation par Q, la description explicite suivante. Notons F' =
Q(X1(N)) le corps des fonctions de X;(N). L’application symbole modéré

(82) Ky(F) 270 @y Qe

PEX1(N)(Q)

ou Q(P) désigne le corps de définition de P, est définie par

Op : Ky(F) — Q(P)*

) ordp(g)
(83) {£,9} = (~1)erdr(erdelo) (W) (P

La localisation en K-théorie algébrique entraine alors un isomorphisme [11]

(84) K>(X(N) ® Q = Ker(d® Q).

Etant données deux unités modulaires u,v € O*(Y1(N)), nous pouvons for-
mer le symbole de Milnor {u,v} € K5(F'). Dans la proposition suivante, nous
donnons une condition suffisante sur v et v pour que {u,v} appartienne a
K3(X1(N)) ® Q. Notons Dy C X1(N)(Q) Vorbite de la pointe infinie sous
I’action des opérateurs diamants. Rappelons qu’une unité modulaire u est nor-
malisée lorsque le développement de Fourier de u s'écrit u(z) = ™M= 4
> nsm Gn€2™* avec m € Z.

PROPOSITION 6.1. — Soient u,v € O*(Y1(N)) des unités modulaires & sup-
port dans Dy et normalisées. Alors le symbole modéré de 1’élément 2{u,v} €

K5(F) est trivial. En particulier, on a {u,v} € K3(X1(N)) ® Q.
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Démonstration. — 11 suffit d’établir dp{u,v} = %1 en tout point P € Dy.
Lorsque P = o0, c’est évident puisque u et v sont supposées normalisées.
D’autre part, nous avons

Do) = D 7w (N0} (€ (55)7/ = 1),

Les unités modulaires (A\)*u et (A)*v sont & supports dans Dy. Il nous suffit
donc de montrer ’assertion suivante : pour toute unité modulaire normalisée
u, Punité modulaire uy := (A\)*u est plus ou moins normalisée i. e. vérifie

U (00) = +1. Considérons le diviseur de u comme une fonction paire de (+%;)*

dans C, et décomposons cette fonction suivant les caracteéres de Dirichlet (pairs)
modulo N

(85) (u) = Z ay - ly avec I, := Z x(v) - [0,v].

X vE(7&;)*/£1
Puisque le diviseur de u est de degré 0, la somme porte sur les caracteres non
triviaux. D’apres la proposition 5.4 et puisque L(y,2) # 0 pour tout caractere
de Dirichlet x, nous pouvons écrire

(36) (W)=Y d (m) (a0

x#1

Dans le groupe O*(Y1(N)) ® C noté multiplicativement, nous avons donc

(87) u=C-J[uy®ay (CeQ @C).
x#1
Puisque les unités modulaires u et u, sont normalisées, on a C' =1 et

(88) ur = [J e ®ay  (uyr = (N uy).
x#1

Le noyau du morphisme naturel Q* — Q* ® C étant réduit a {£1}, il suffit
de montrer que u,, ) est normalisée. Puisque (uy ) = (A\)*(uy) = X(A) - (uy),
nous pouvons écrire

(89) Uy = Cyx - uy @X(A) (Cya€Q"®C).

Mais alors, pour A, i € (%)*/ + 1, on a d’une part

(90) Uy = Oy - Uy @ X(AR)

et d’autre part
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(91) Uy ap = (1) Uy = Cyn Oy, - uy @ X(A)X(1),

ce qui entraine C, », = C) 1Cy,,. L'application A — C, \ est donc un ho-
momorphisme de groupes. Puisque Q* ® C est un groupe sans torsion, on en
déduit C, » = 1, ce qui montre que u,, x = u, ® X(A) est normalisée. O

7. Démonstration du théoréme 1.1

Donnons-nous une forme primitive f € So(I'1(N), 1) et un caractere x mo-
dulo N, pair, primitif et distinct de 1 et 9. Les unités modulaires Uy et Uy sont
normalisées, et a support dans Dy d’apres la proposition 5.4. Par conséquent,
la proposition 6.1 s’applique et {ug,uy,} appartient a Ko(X;(N)) ® C. Le
régulateur associé a cet élément s’exprime a I’aide d’une intégrale de Rankin-
Selberg, comme le montre le calcul suivant.

(s ({tsps g} f) = / Nt ) Aoy

X1 (N)(©)

= / (log lug]| - darg uyy — log [uyy| - dargus) A wy.
X1(N)(C)

Pour toute fonction rationnelle u # 0, on a

logu — logu 1 ,du du
dargu = dIm(logu) = d(T> = Z(? _ %)
logu + log u 1 du du
dlog|u] = dRe(logu) = d(-24T81) = Z(% 4 &)
et par suite
1 du
dargu Awy = fz—ju Nwy = id(log|u\ ~wf).
1

Pour toutes fonctions rationnelles u,v # 0, une intégration par parties et la
formule de Stokes donnent

/ log [ul - d(log |v] - wy) = —/ log [v] - d(log |u| - wy).
X1(N)(C) X1(N)(C)

Il vient donc
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(v D) 1) = =20 [ o gy - d(1og]ug| - wy)
X1 (N)(C)

= 2i/ log |tyy| - wy A Olog |ux]
X1(N)(C)

24 =

= — E; -ws NOEZL.

2 Jx ) xS X

Le caractere x étant primitif, nous avons ¥ = 7(x)x, d'out EX = 7(x)E5. On
utilise alors le théoreme 4.2 avec M = N, ce qui donne

21 =
-, Y= —— EY -wrAOEZ:
(rv ({uxes wyx }), f) 727 (x) /Xl(N)(C) Yy WS X

_ 2¢(N)

Cela montre (6) et acheve la démonstration du théoreme 1.1.

8. Question de Schappacher et Scholl

Schappacher et Scholl ont soulevé le probleme suivant [23, 1.1.3] concer-
nant l'image de Papplication régulateur ry définie en (4). Rappelons que F' =
Q(X1(NV)) désigne le corps des fonctions de X7 (V). Notons Ky le sous-groupe
de K5(F) engendré par les symboles {u, v} avec u,v € O*(Y1(N)), et posons

(92) Ky = (Ky® Q)N (K2(X1(N)) ®Q),

ou l'intersection est définie via (84). De maniere informelle, Ky est formé des
éléments de K2(X1(N))®Q que 'on peut écrire en termes de symboles de Mil-
nor associés a des unités modulaires de niveau N. Notons Vi 'espace d’arrivée
de ry.

QUESTION 1.3. — Le groupe rn(Ky) engendre-t-il l’espace vectoriel réel Viy ¢
THEOREME 1.4. — Lorsque N = p est premier, le groupe r,(K,) engendre V,,.
Démonstration. — Rappelons succintement la définition des symboles de Ma-

nin [20]. Pour tous points «, 3 € P*(Q), notons {a, 3} le chemin géodésique
reliant « a 3 dans le demi-plan de Poincaré. Pour tout x € E}, choisissons
ab
cd
&(x) Pimage dans X;(N)(C) du chemin {g.0,g,00} (elle ne dépend pas du
choix de la matrice g,). Le cycle £(z) est appelé symbole de Manin associé a

une matrice g, = > € SLo(Z) telle que (¢,d) = x (mod N), et notons
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x. D’apres [20, 1.6], les symboles de Manin engendrent le groupe d’homologie
relative Hy(X1(N)(C), Py, Z). 1ls vérifient les relations de Manin

(93) &(x) +&(wo) =0 et E(x) +&(x7) +€(2?) =0 (x € Ey),

avec 0 = 0 _1) et 7 = ((1) _1), matrices d’ordres respectifs 2 et 3 dans

10 1
PSLy(Z).
Supposons maintenant N = p premier. L’ensemble des pointes de X;(p)(C)
s’écrit

(94) P, ={[0,\, X € (Z/pZ)*/ £1} U {[\, 0], X € (Z/pZ)*/ £ 1}.
L’involution d’Atkin-Lehner W, : z — _p% sur X1(p)(C) échange les pointes

[0, A] et [A,0]. Pour tout A € (p%)*/ + 1, notons uy € O*(Y1(p)) ® Q I'unique
unité modulaire vérifiant

(95) divauy = [0,A] —[0,1] et ux(o0) =1,

ce qui est possible d’apres le théoréme de Manin-Drinfel’d [12] ou bien la pro-
position 5.4. D’apres la proposition 6.1, nous avons

{us,wu} € Ka(Xa(p)) ®Q (A p € (Z/p2)"/ £1).
En particulier {uy,u,} € K,. Notons 1, le caractere trivial modulo p. Soient
X, X # 1p deux caracteéres pairs modulo p. Par linéarité et d’apres (79), nous
avons la formule suivante dans V, g C

rp(fuy ) = ZOPEOGD S )y ().
MNu€E(Z/pZ)*/+1

Puisque rp({ux, ux/}) € rp(K,) ® C, il suffit de montrer que espace vectoriel
complexe V' engendré par les rp({ux,uxl}) est égal & V, ®r C. Les unités
modulaires u, étant propres pour ’action des opérateurs diamants, il en va de
méme des symboles {u,,u,}. L'application régulateur étant compatible aux
diamants, il suit que l’espace V est stable sous ’action de ces opérateurs. 11
suffit donc de montrer que pour tout caractere ¥ modulo p, les composantes
y-isotypiques de V et V, ®g C sont égales. Or nous avons (V, @r C)¥ =
S2(T1(p), )V, et puisque p est premier, I'espace S2(I'1(p), ) est engendré par
les formes primitives de caractere . Pour toute telle forme f, nous avons
d’apres le théoreme 1.1

_20p-1) —
<TP({U'Y’ u¢X})7f> - pﬂ_ . T(X) L(f’ 2)L(faX7 1) (X 7& lp’w)'
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Pour toute forme primitive f, on a L(f,2) # 0. L’endomorphisme de
S2(T'1(p), ) associant & une forme primitive f la forme L(f,2)f est donc
un isomorphisme. On est finalement ramenés au probléme suivant : montrer
que les formes linéaires f — L(f,x,1), avec x caractére pair modulo p, et
X # 1p, 1, engendrent le dual de Sz(T'1(p), ).

Notons HY = H;(X1(p)(C), P,,1) la composante 1)-isotypique du groupe
d’homologie relative Hy(X1(p)(C), P,, C). Notons également H, (X1 (p)(C),")
le sous-espace invariant par la conjugaison complexe agissant sur X;(p)(C).
L’intégration induit un isomorphisme

(96) S>(T1(p), ¥)Y = Hi (X1(p)(C), )

L’image de la forme linéaire f +— L(f, x, 1) par cet isomorphisme s’exprime en
termes de symboles de Manin. Un calcul classique [20, Thm 3.9 et 4.2.b)] donne
que la forme linéaire f +— L(f,x,1) correspond au cycle

(o7) o=-T S el (A 1L0),

ve(Z/pZ)*

ol 'on note ¢¥ la projection d’un cycle ¢ sur la composante 1)-isotypique. Nous
avons Wp{7, 00} = {(1,v), d'olt

T(x 7 _ _
09 W -7 mee €LV= Y XL,
ve(Z/pZ)*
Notons A¥ le sous-espace de H; (X1 (p)(C), ) engendré par les cycles £(1, x)¥,
avec x # 1,, 1. Il suffit de montrer AY = H;F (X1 (p)(C), ).

D’apreés le théoréme de Manin, 'espace HY est engendré par les cycles &(z)¥,
ot z € E,. Puisque {(A\z)¥ = ¥(N)E(x)?¥ pour tout A € (p%)*, il suit que
HY est engendré par les cycles £(0,1)% et £(1,v)¥, avec v € ]%. D’apres la
premiere relation de Manin £(1,0) = —£(0,1), et HY est encore engendré par
les £(1,v), avec v € p% Le bord de £(1,0)% étant non nul (par un calcul
direct), et la conjugaison complexe envoyant £(1,v) sur (1, —v), il suit que
H{ (X1(p)(C), 1) est contenu dans le sous-espace de H¥ engendré par les cycles
E(1,v)¥ + £(1, —v)¥, avec v € (Z/pZ)*. Or, nous avons la formule

(1, x)¥ = Z x(v)&(1,v)Y (x caractere modulo p).
ve(Z/pZ)*
Par transformée de Fourier inverse, I'espace H; (Xi(p)(C),%) est contenu
dans le sous-espace de HY engendré par AY, £(1,1,)¥ et £(1,1)¥. Pour nous
débarasser de ces deux derniers cycles, nous utilisons la premiere relation de
Manin :
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€)= Y Y B w)

vE(Z/pZ)* N\e(Z/pZ)*

=—# S BEGw -

1
P2 e@vz)- xe(z/p2)-

:*%1 3 > P(pw)é(p, pw) = —£(1,9)Y.

P2 we(zinz): ne(@/vz)-

Nous devons maintenant distinguer deux cas. Si ¢ = 1,, alors £(1,1,)¥ = 0
et I'on a bien A¥ = H; (X1(p)(C),v). Supposons maintenant 1 # 1,. Nous
savons que H;' (X1 (p)(C),v) est contenu dans le sous-espace de HY engendré
par A% et £(1,1,)%. Mais le calcul du bord donne

06(1,1,)Y = > B0 #0

\e(Z/pZ)*
ce qui entraine AY = H; (X1 (p)(C), ). -

REMARQUE 8.1. — La question 1.3 admet une généralisation naturelle pour
tout sous-groupe de congruence I' C SLy(Z) tel que la courbe modulaire as-
sociée a T' soit définie sur Q. Pour ' = Ty(p), avec p premier tel que le
genre de Xo(p) est non nul, 'analogue du théoréme 1.4 est faux [23, 1.1.3
(i)]. On voit donc que les propriétés d’engendrement des groupes Ko associés
aux courbes modulaires Xo(N) et X;(N) different sensiblement. En particu-
lier, étant donnée une courbe elliptique E sur Q de conducteur N, il semble
plus naturel de paramétrer E par X;(N) pour obtenir des informations sur la
valeur spéciale L(E, 2).

Le théoreme 1.4 suggere également la question suivante. Soit X;(N)z un
modele propre et régulier de X;(N) sur Z. Un tel modele existe d’apres la
résolution des singularités [1, 19, 3]. On définit un sous-groupe K5(X;1(N))z
de K3(X1(N)) par

(99) K>(X1(N))z = Image(K5(X1(N)z) — Ka2(X1(N))).

D’apres [24, Remark p. 13], ce sous-groupe ne dépend pas du choix du modele
(propre et régulier) X;(N)z. L’inclusion Ko(X;(N))z C Ko(X1(N)) identifie
alors Ko(X1(V))z®Q & un sous-espace vectoriel de K5 (X1(N))® Q. Conjectu-
ralement [11], I'espace vectoriel K3(X1(N))z ® Q est de dimension finie égale &
g1(N) := genre(X;(NV)). D’autre part, Schappacher et Scholl ont démontré [23,
1.1.2 (iii)] que Ky C Ko(X1(N))z ® Q.

Par souci de simplicité, supposons maintenant N = p premier impair. Au
cours de la démonstration du théoreme 1.4, nous avons construit des éléments



32

frenchFRAN¢OIS BRUNAULT

{ux,u,} € K, pour A\, € (p%)*/ + 1. Par antisymétrie, ces éléments sont en

nombre

W‘ D’autre part, nous avons 'estimation g (p) % lorsque p

tend vers l'infini [10, 9.1.6]. Ceci impose des relations (conjecturales) entre les
symboles {uy,u,}. Est-il possible de les expliciter ?
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