Chapitre 1

Dilogarithme sur une surface
de Riemann compacte

Soit X une surface de Riemann compacte connexe, de genre ¢ > 1. La
définition d’un dilogarithme explicite pour X est un probleme important, lié
en particulier aux conjectures de Beilinson sur les valeurs spéciales de fonc-
tions L associées aux courbes projectives lisses sur Q. Une telle définition est
particulierement intéressante car elle permet également d’envisager la for-
mulation d’un analogue de la conjecture de Zagier pour ces mémes valeurs
spéciales.

La fonction que nous définissons dans ce chapitre se trouve déja implicite-
ment dans l'article de Deninger et Wingberg [11, §1]. D’autre part, elle a été
définie explicitement par Goncharov dans [14, Def. 9.1, p. 390] (en utilisant
ses notations, elle correspond au cas a = 1, b = 2 et n = 2). Le point de vue
que nous adoptons ici n’est donc pas essentiellement nouveau. En revanche,
la propriété différentielle (?7) et le comportement vis-a-vis des morphismes
finis (??) n’avaient a notre connaissance pas encore été écrits.

Notons QY9(X) D'espace vectoriel complexe des 1-formes différentielles
holomorphes sur X . Pour toute forme différentielle w € QY9(X), nous allons
construire une fonction continue

R,: X xX —C, (1.1)

de classe C'* hors de la diagonale de X x X et dépendant linéairement de
w. La fonction R, permet d’expliciter une application régulateur

F(C(X)) — Homg(Q0(X), C), (1.2)
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ou C(X) désigne le corps des fonctions méromorphes sur X (voir la proposi-
tion 9). Par ailleurs, dans le cas ou X est une courbe elliptique, la fonction
R, permet de retrouver le dilogarithme elliptique défini par Bloch (voir la
proposition 12). Enfin, la fonction R, satisfait une propriété différentielle par
rapport a chacune de ses variables (voir le théoreme ??7). Nous montrons que
cette propriété différentielle la caractérise (voir le théoréme ?77).

1.1 Définition de la fonction R,

Une forme volume sur X est une 2-forme différentielle réelle de classe C'*°
sur X, partout non nulle et d’intégrale 1.

I1 existe une forme volume canonique sur X . Nous en donnons maintenant
la définition. Considérons le produit scalaire hermitien

(o, B) = i/X& AB (o, B € QY(X)) (1.3)

sur l'espace vectoriel complexe Q'°(X). Soit (w;)1<j<, une base orthonormale
pour le produit scalaire (1.3). La forme différentielle

. g
¢ _
VOIX = E E Wy /\(.Uj (14)

j=1

est une forme volume sur X qui ne dépend pas du choix de la base ortho-
normale (w;)1<j<4. Nous verrons dans le chapitre ?? que cette forme volume
provient en fait naturellement d’un diviseur théta sur la jacobienne de X.

Nous rappelons maintenant la définition de la fonction de Green as-
sociée a X. Cette fonction classique joue le role de hauteur archimédienne
en théorie d’Arakelov. Nous renvoyons a [15, Chap. II] pour les détails ou
démonstrations omis ici. Notons

Ax ={(z,z) |[re X} C X xX (1.5)
la diagonale de X x X.
Proposition 1 (Arakelov, [1]). Il existe une unique fonction de classe C™

Gy:XxX—-Ax —R (1.6)

vérifiant les trois conditions suivantes.
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1. Pour tout x € X, nous avons

9,0,Gx(x,y) = mivolx (ye X —{z}). (1.7)

2. Pour tout x € X et pour toute coordonnée locale holomorphe z(y) au
point x vérifiant z(z) = 0, la fonction

y — Gx(z,y) —log|z(y)], (1.8)

définie sur un voisinage épointé de x dans X, s’étend en une fonction
de classe C'™° sur un voisinage de x dans X.

3. Pour tout x € X, nous avons

/ G (2,y) - voly = 0. (1.9)
yeX

La fonction Gx est appelée fonction de Green associée a X.

Démonstration. L’existence de Gx est démontrée par Arakelov dans [1, §1-
2]. Coleman en a également donné une preuve [15, II, §4]. L'unicité de Gx
résulte quant a elle facilement des propriétés 1, 2 et 3. ]

Nous mentionnons maintenant, sans démonstration, quelques propriétés
supplémentaires de la fonction G .

4. La fonction Gx est symétrique : nous avons

Gx(z,y) = Gx(y,z) (x,y € X, x #y). (1.10)

5. La fonction Gx a une singularité logarithmique le long de Ay. Cela
signifie que pour tout xy € X et pour toute coordonnée locale holo-
morphe z(z) au point z, la fonction

(z,y) = Gx(v,y) — log|z(x) — 2(y)| (1.11)

s’étend en une fonction de classe C'™ sur un voisinage de (¢, o) dans
X x X.

6. Pour toute fonction méromorphe f € C(X)*, il existe une constante
Cy € R telle que

log|f(y)| = Cy + Y ordu(f) - Gx(z,y)  (ye€ X —(f), (L12)
z€(f)
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ou (f) désigne 'ensemble des zéros et des poles de f, et ord,(f) € Z
désigne 'ordre d’annulation de f en x € X. Nous avons en outre

Cy :/ log| f] - voly . (1.13)
X

7. En utilisant le langage des courants, nous pouvons condenser les pro-
priétés 1 et 2 de la fonction G x en une seule équation : pour tout x € X,
Nnous avons

i,aéGX(:c, ) = volx —4,, (1.14)
T

ou ¢, désigne le courant d’évaluation en x.

8. De maniere encore plus intrinseque, la fonction G'x est 'unique distri-
bution sur X x X satisfaisant 1’équation différentielle

1 —
EE)@GX = p*volx +¢" volx —Qx — da, (1.15)

et normalisée par la condition

/ Gy - p*volx Aqg*volx = 0, (1.16)
XxX

ou les applications p,q : X x X — X sont les deux projections natu-
relles, la forme différentielle Qx € QY (X x X) est définie par

g
Qx =iy (p'w; AqT; + ¢"w; A p'Dy) (1.17)
j=1

pour toute base orthonormale (w;)i<j<, de Q°(X) muni du produit
scalaire (1.3), et da, désigne le courant d’intégration le long de Ax.

Remarque 2. Dans la proposition 1, il est possible de remplacer volx par
une forme volume quelconque vol'y sur X. La fonction G’y ainsi obtenue est
lie a Gx. Nous renvoyons a Uarticle d’Arakelov [1, Prop. 3.2, p. 1177] pour
une version précise de ce lien.

Nous allons maintenant définir la fonction R,,. Choisissons donc une forme
différentielle w € Q0(X).

Définition 3. Soit R, la fonction définie par
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R,: XxX—C

(x,y) — /GX Gx(r,2) - w, N0,Gx(y, 2). (1.18)

La convergence absolue de I'intégrale (1.18) résulte de la propriété 2 (p. 3)
appliquée aux fonctions Gx(x,-) et Gx(y, ).

Proposition 4. La fonction R, est antisymétrique :
Ru(y,x) = —Ru(v,y)  (z,y € X). (1.19)
Démonstration. Soient x,y € X. Nous avons
Rw(xa y) + Rw(y7 .Z‘) - / wy A\ (Gx(l', Z)ngX(yv Z) + GX (ya Z)EZGX (.Z‘, Z))
zeX
= / Wy /\EZ(GX(*I” Z)GX(y>Z))
zeX

/ex d(Gx(z,2)Gx(y, 2)w:)
0,

d’apres la formule de Stokes et car la forme différentielle Gx (z, 2)Gx (y, z)w,
croit au plus comme le carré du logarithme en z = x et z = y. ]

Corollaire 5. La fonction R, est nulle sur Ax.

La définition (1.18) de la fonction R, est clairement linéaire en w. Il est
utile de fabriquer une fonction intrinseque Rx a partir de la donnée des
fonctions R,. Pour ce faire, nous procédons de la maniere suivante.

Définition 6. Soit Ry la fonction définie par

Rx : X x X — Hom¢g(Q"(X),C)
(z,y) — (w— R,(x,y)). (1.20)
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1.2 Lien entre la fonction R, et le régulateur

La définition (1.18) de la fonction R, n’est peut-étre pas tres parlante.
Elle trouve sa justification et son intérét dans I’explicitation d’une application
régulateur

x : K3(C(X)) — Homg(QM(X), C). (1.21)
Rappelons la définition du groupe de K-théorie de Milnor K5 (F) associé a

un corps F'.

Définition 7. Soit F' un corps. Le groupe Ko(F') est le groupe abélien défini
par

F* @y F*
(r@(l—2)|xeF—-{0,1})

Pour tous x,y € F*, nous appelons symbole de Milnor associé a x et y, et
nous notons {x,y}, la classe de x @ y dans Ky(F).

Ky(F) = (1.22)

Définition 8. L’application régulateur rx associée a X est définie par

rx : K5(C(X)) — Home(QM(X), C)
{f,g}— (w — /Xlog|f| -w/\510g|g|) : (1.23)

Démonstration. Nous vérifions sans trop de peine que U'intégrale (1.23) converge
absolument et est bilinéaire en f,g € C(X)*. Le fait que (1.23) définisse une
application de K»(C(X)) résulte de la formule de Stokes et de 1'égalité

log|f| - w A Dlogll — f| = %d((D o f +ilog|fllogl — f)w),  (1.24)

valable pour toute fonction méromorphe f € C(X) — {0, 1}, et dans laquelle
D désigne la fonction de Bloch-Wigner. O

Nous pouvons maintenant faire le lien entre ’application régulateur rx
et la fonction Rx.

Proposition 9. Pour toutes fonctions méromorphes f,g € C(X)*, nous
avons l’égalité

x({f,9}) = Z Z ord,(f)ord,(g9)Rx(z,y), (1.25)

z€(f) ye(g)
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ot nous utilisons les notations de (1.12). Autrement dit, nous avons pour
toute forme différenticlle w € QYO(X) ’égalité

/Xlogm -w A dlog|g| = Z Z ord,(f)ord,(g)R.(z,y). (1.26)
(f) ye(9)

Démonstration. 11 est clair qu'il suffit de démontrer (1.26). Pour cela, nous
utilisons 1’égalité (1.12) appliquée a f et g, ainsi que le calcul

/ Cy-w A dloglg| = —Cf/ d (loglg| - w) =0
b's X
utilisant la formule de Stokes. La définition de R, permet de conclure. [J

Remarquons que 'antisymétrie de la fonction R, se traduit algébriquement
par I'égalité bien connue dans K»(C(X))

Nous pouvons enfin noter que la proposition 1.21 jointe a la relation de
Steinberg {f,1 — f} = 0 entraine la relation suivante pour la fonction Rx

> ordy(f)ordy(1 - f)Rx(z,y) =0, (1.28)

ze(f) ye(1-F)
valable pour toute fonction méromorphe f € C(X) — {0, 1}.

1.3 Cas d’une courbe elliptique

Dans cette section seulement, nous faisons I’hypothese que le genre g de
X est égal a 1. Le choix d'un point base 0 € X munit X d’une structure
de courbe elliptique sur C. Nous écrirons donc X = E(C), ou E est une
courbe elliptique sur C, et noterons Gy = Gg, Rx = Rg. Nous allons voir
que la fonction Rg permet de retrouver le dilogarithme elliptique défini sur
E(C). Nous remarquons enfin que l'intérét de la fonction Ry réside dans son
caractere intrinseque.

Rappelons maintenant la définition du dilogarithme elliptique, due a
Bloch [6]. Choisissons un isomorphisme

(1.29)
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avec 7 € C vérifiant (1) > 0. Composons 7 avec I'application z +— exp(2miz).
Nous obtenons un isomorphisme de groupes

B(C) = C/¢?, (1.30)
ol nous avons posé ¢ = exp(2miT).

Définition 10. Le dilogarithme elliptique Dg, associé a E et n est la fonc-
tion définie par

DE'J) : E(C) — R

2] = > D(wg"), (1.31)

n=-—o00
ot nous avons utilisé 'identification (1.30).

La série (1.31) définissant Dp ,, vue comme série de fonctions de la va-
riable x € C*, converge uniformément sur tout compact. La fonction Dg,
est de classe C™ sur E(C) — {0}, et continue en 0. Elle vérifie les relations
suivantes, dites relations de distribution

Dpy(nP)=n Y Dp,(P+Q) (P€E(C), neZ—{0}), (132

QEE(n]

ou E[n] désigne le groupe des points de n-torsion de E(C). En particulier,
la fonction Dg, est impaire.

Remarque 11. La fonction Dg, dépend du choix de lisomorphisme 1.
Lorsque la courbe elliptique E est définie sur R, il existe un dilogarithme ellip-
tique Dg bien défini au signe pres. Pour voir cela, choisissons une orientation
de E(R). Notons H (E(C),Z) le sous-groupe de H,(E(C),Z) constitué des
éléments invariants par la conjugaison compleze agissant sur E(C). C’est un
groupe abélien libre de rang 1. L’orientation de E(R) induit un générateur
canonique vy, de H (E(C),Z). Soit vy un élément de H,(E(C),Z) tel que
(71, 72) forme une base directe de H(FE(C), Z) pour le produit d’intersection®.

Nous posons alors
P
w
J ] , (1.33)

f’hw

L orientation canonique de C induit via n une orientation canonique de E(C), qui
détermine & son tour le produit d’intersection sur H1(E(C),Z).

w
T="2—€H et n:Pr—

w
71
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ou w désigne une forme différentielle holomorphe non nulle quelconque sur
E(C). Le nombre q = exp(2mit) est un nombre réel non nul. Il vérifie —1 <
q <1 et ne dépend que de E. Nous vérifions que la fonction Dp = Dg,, est
bien définie au signe pres, ce signe dépendant du choiz initial de I’orientation
de E(R). La fonction Dg satisfait également les relations de distribution

Dp(nP)=n Y Dp(P+Q) (P€E(C), necZ—{0}), (134)

QEE[n]

Le lien entre la fonction Dg, et la fonction Ry est donné par la proposi-
tion suivante.

Proposition 12. Supposons que E est définie sur R, choisissons une orien-
tation de E(R) et notons

o C
: E(C) —
L
lisomorphisme défini par (1.33). Posons w = n*dz. Nous avons alors la
formule
1
S(Ro(PQ)) =-5Dp(P-Q)  (PQ € E(C)). (1.35)

De plus, lorsque P,Q € E(R), nous avons R,(P,Q) € iR, de sorte que

R.P.Q) =—3Dp(P-Q) (PQEE®R).  (130)

Démonstration. L’idée de la preuve consiste a calculer les développements
de Fourier des deux membres de (1.35). Le développement de Fourier de la
fonction Dp a été calculé par Bloch [6]. Le développement de Fourier des
fonctions G et R s’obtiennent sans difficulté a partir des définitions. [
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Chapitre 2

Calculs explicites dans le cas
modulaire

Soit I" un sous-groupe de congruence de SLy(Z) et Xt la courbe modulaire
(complete) associée a I'. C’est une courbe projective lisse définie sur Q. Nous
avons défini une fonction dilogarithme

Rx.c): Xr(C) x Xp(C) — Hom¢ (Y (X (C)), C). (2.1)

Notons g le genre de Xr. La fonction L(H'(Xt),s) peut étre exprimée
en termes des fonctions L des formes modulaires primitives de poids 2 pour
le groupe I'. D’apres les conjectures de Beilinson [17], les valeurs spéciales
de ces fonctions L sont liées a des invariants arithmétiques intéressants de
ces formes modulaires. Un théoréme de Beilinson [2, 18] exprime la valeur
spéciale L9 (H'(Xr),0) en termes du régulateur de Beilinson

rx. : KS(Xp)z — Vi := Homq(Q'(X1), R), (2.2)

ol Kéz) (Xr)z est un groupe de K-théorie de Quillen. Notons Ar I'image du
morphisme donné par I'intégration

H{"(Xr(C),Q) — V. (2.3)

L’espace Ar est une Q-structure de Vp. Beilinson [2] construit un sous-Q-
espace vectoriel

Pr c K (Xr) (2.4)

dont I'image par I'application régulateur
Lr =rx.(Pr) (2.5)

11
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est une Q-structure de V1, et tel que la comparaison des deux Q-structures
obtenues sur Vr donne

det Ly = LY(Xp,0)  dans R*/Q". (2.6)
r
D’autre part, Schappacher et Scholl [18, 1.1.2 (iii)] ont démontré que

Pr C KéQ)(XF)Z. (27)

La formule de Beilinson n’est pas totalement explicite, dans le sens suivant.
Elle fait intervenir, pour toute forme modulaire f primitive de poids 2 pour I',
un caractere de Dirichlet auxiliaire x, choisi parmi une infinité de caracteres
pour satisfaire

L(f,x;1) # 0. (2.8)

Dans le cas ou I' = I'{(NN), et sous certaines hypotheses sur N, nous
montrons en utilisant des résultats de Merel que nous pouvons choisir x parmi
les caracteres de niveau N, qui sont en nombre fini. Nous démontrons ainsi
que 'espace d’arrivée de 'application régulateur est engendré, comme espace
vectoriel réel, par 'image d’un nombre fini de symboles de Milnor explicites.
Enfin, notre formule pour I'image de ces éléments possede I'avantage d’étre
exacte : il n’y a pas de facteur rationnel indéterminé. Cela est crucial pour
démontrer les relations entre valeurs spéciales de fonctions L et mesures de
Mahler.

2.1 Formulaire pour les séries d’Eisenstein

Dans cette section, nous suivons de pres ’exposition remarquable de Sie-
gel [19, pp. 1-73]. Le lecteur pourra y trouver les démonstrations que nous
avons omises.

Soit N un entier > 1. Le groupe SLy(Z), et donc les sous-groupes

To(N) = {(i Z) € SLo(Z) [c=0 (mod N)} ot (2.9)

Fl(N):{Cf b)ESL2(Z)|CEO (mod N),a=d=1 (modN)},
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operent sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C | ¥(z) > 0} par homogra-
phies :

(Z Z) 2= Zjis (<i Z) € SLy(Z), 2 € H). (2.11)

Nous allons définir au moyen de séries d’Eisenstein des fonctions analytiques-
réelles sur H, invariantes sous 'action de I'; (V') ou d’un sous-groupe conjugué
dans SLy(Z). Pour tout z € H, nous noterons y = (z). Pour z = (u,v) €

()2, z € HetseC tel que R(s) > 1, définissons

S

!/
Y
Ey(z,s) = Z Tz 4 n?’ (2.12)
N)

m=u (
n=v (N)

!/
ou le symbole Z indique que la somme est étendue aux (m,n) € Z?,

(m,n) # (0,0). Nous allons aussi définir certaines combinaisons linéaires des
séries E,. Pour (a,b) € ()2, z € H et s € C tel que R(s) > 1, définissons

Ca,b<zv 5) = Z

(m,n)€Z?

’ 6%(mu+nb) . ys

(2.13)

|mz + n|?s

Les fonctions (, (2, s) sont un cas treés particulier de fonctions zéta d’Epstein.
Remarquons 'identité

278 (b
Ca,b(z7 S) - Z en (autb )E(u,v)(za 8)7 (214)
(u)e(35)?

ainsi que la formule de transformée de Fourier inverse

1 2mi
E(u,v)(%s):m Y e W HIC, (2, 8). (2.15)

(a,b)e(Z;)?

Pour (a,b) € ()% et z € H fixé, la fonction s +— (,4(z,5) admet un
prolongement méromorphe au plan complexe [19, Thm 3, p. 69]. Lorsque
(a,b) = (0,0), le prolongement a un unique pole en s = 1, ce pdle est simple
et son résidu (indépendant de z!) est égal a w. Lorsque (a,b) # (0,0), le

prolongement est holomorphe sur C. Nous définissons pour z € ‘H

. limg 1 (Cap(2,8) — T55)  si(a,b) =(0,0),

Cap(2) = (Gaple) = 55) . (,6) =(0,0) (2.16)
Cap(2,1) si (a,b) # (0,0).

Nous déduisons des affirmations précédentes le prolongement méromorphe

des fonctions s — FE,(z,s) au plan complexe, avec un unique pole en s =
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1, simple et de résidu égal a §z. En accord avec la notation (2.16), nous
définissons

E(2) = 181_12(Em(z73) - m) (x € (%)2, ceH).  (2.17)

Passons maintenant aux deux formules-limite de Kronecker. Ces formules
donnent une expression de ¢} ,(2) dans le cas ou (a,b) = (0,0) (resp. (a,b) #
(0,0)). La premiere formule-limite de Kronecker [19, Thm 1, p. 17] s’écrit

Cool2) = 27r(7 —log2 —log \/y — 210g|77(z)|) (z € H), (2.18)

ou vy désigne la constante d’Euler et

n(z)=em [[(1-€"")  (z€H). (2.19)
n=1
La deuxieme formule-limite de Kronecker [19, Thm 2, p. 40] s’écrit de la
fagon suivante. Soit (a,b) € (%) avec (a,b) # (0,0). Choisissons un couple
de représentants (a@,b) de (a,b) dans Z2. Alors
. om2h? a—bz
Ca,b( ) - N2 o YT 27 lOg 19( N 7Z>

, (2.20)

ou nous avons posé, pour w € Cet z € H :

19<w’ z) _ ewgz mw —ﬂ"L’LU H 27m(w+nz )(1 o e—27‘ri(w—nz)). (221)

Les fonctions E, et E vérifient les propriétés de modularité suivantes. Pour
tout g € SLy(Z), nous avons

E.(gz,8) = Eyy(z, ) (e H,s € C,s#1), (2.22)
E;(92) = E7y(2) (= € H), (2.23)

ol nous avons noté rg € ( ~)? le prodmt du vecteur ligne = par la matrice
g. En particulier, pour tout z € (-%)?, la fonction z — E?(z) est invariante
par la transformation z +— 2z + N et admet donc un développement de
Fourier (non holomorphe) en la variable ¢~ . 1l en va donc de méme des
fonctions (; , dont le développement de Fourier se déduit des formules-limite
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de Kronecker. Posons ¢ = e*™* et q% = % pour z € H. Pour tout entier

r > 1, notons o(r) la somme des diviseurs positifs de r. Nous avons alors

2

PN Ty B —o(),
Coo(2) = 3 7r10gy+27r(*y log2+; . (q +q)). (2.24)

z . . , 3 * Z
Ecrivons ensuite le développement de Fourier de ¢, avec a € 37, a # 0.
1

2w
Notons (y = e~ . Nous avons alors

2 > ka —ka
Gole) = 52— amtoglt — ¢+ 7 3 (NS 7). (229)

r=1 k|r

Ecrivons enfin le développement de Fourier de ¢;,, avec a € % et b€ %,
b # 0. Notons Bo(X) = X? — X + é le deuxieme polynéome de Bernoulli, et

définissons une fonction 1-périodique B, sur R par

Ba(x) = Bo(x — |2])  (z €R), (2.26)

ou |z] désigne le plus grand entier < x. Alors la quantité E(%) ne dépend
pas du représentant b de b dans Z, et nous avons

* n_ b - r — T
Ca,b(z) = 27T232 (N)y +7 z; Qp - gN + Q- qn, (2'27)

ou les coefficients «, sont donnés par la formule

C*ka ka
S SR S SR S RN CE Y
klr klr
Z=b (N) F=—b (N)

Notons En C (%)2 I’ensemble des éléments d’ordre N du groupe additif

(777)°- Nous avons une bijection

[a)

I'1(N)\ SLy(Z) — Ey -
KCCL Z)} — (c,d) mod N.

Pour tout = € Ey, notons g, € SLy(Z) un représentant de I'image réciproque
de z par la bijection (2.29). Il est alors facile de voir que la fonction E},
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définie sur H, est invariante sous l'action du groupe g, 'T'1(N)g,. Lorsque
z = (u,v) € Ey, notons d = (u,v, N) > 1et 2/ = (%,2) € (Z/2Z). Alors
z' € E% et EX = d?E?%. En particulier, la fonction E sur H est invariante

sous l’action d'un sous-groupe conjugué de I'y(5) dans SLy(Z); elle est a
fortiori invariante sous 'action d’un sous-groupe conjugué de I'1 (V).

Remarquons le comportement des séries d’Eisenstein vis-a-vis de la conju-
: = ) _ Z \2
gaison complexe z — —Z sur H : pour tout x = (u,v) € (5%)?, nous avons

E(“,’U)(_Ev 8) = E(fu,v) (Z, 3) ; (230)
E?u,v)(_z) = E?—u,v)('z)' (231>

Pour toute fonction f : % — C, nous définissons

Z F(v) Eu(z,5) (2.32)

VE 7 NZ

Zf ) g (2). (2.33)

VE R NZ

L’application f +— E7 est clairement C-linéaire. D’autre part, la notation E

est en accord avec (2.16) et (2.17). La transformée de Fourier ]?: % — C
de f est définie par

Z flo)-e % (be %) (2.34)

VE 7 NZ

Rappelons que f et finduisent des fonctions N-périodiques de Z dans C.
Le développement de Fourier de E7 se calcule aisément a ’aide des formules
(2.24), (2.25) et (2.27). Nous avons en particulier la proposition suivante.

Proposition 13. Soit f : % — C une fonction de somme nulle. Lorsque f
est impaire, nous avons E} = 0. Lorsque f est paire, nous avons

Ej(z) = 2L(f,2) -y Z (Zkf )q +7") (z€H), (2.35)

klr

o f(n)

n=1 n2 °

ot nous avons posé L(f,2) =
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Démonstration. D’apres (2.23) appliqué a ¢ = —1, nous avons Ef_py =
E(*O V- Si la fonction f est impaire, il suit donc E = 0. Supposons maintenant

~

que f est paire. Puisque f est de somme nulle, nous avons f(0) = 0. Soit
z € 'H. Nous avons

Ei(z) = Z f(v) Efyp(2)

z
vENZ

=Y fm X )

v (a,b)€(Z;)?

-3 L I0(X 6e).

Nous déduisons de (2.27) que pour b € 57,

b # 0, nous avons

S Gule) =2 NB(g) y (S ke Y K@ 7).
r=1 k|r

Z T
"Nz k=b (N) kz—kb| (N)
Il en résulte
. 272 ~ b T =1 ~ ~ R
Ej(z) = W(bzz FO)B()) v+ 1;(; KPR+ F(-1)) (0 +T).
€T r= T

~

Par parité de f, nous avons f(—k) = f(k‘) La fonction B, est donnée par la
série de Fourier suivante, qui converge normalement sur R [9, (1.56), p. 14]

o 1 627rin:r:

BQ(.ZC) = ﬁz n2 (x € R)
nez
n#0

Nous en déduisons aisément

> FBam) = 2 I )
be 2, n=1

ce qui acheve de montrer (2.35). O

Il est amusant de constater que le développement de Fourier de £} fait
intervenir naturellement la transformée de Fourier de f. Typiquement, nous
utiliserons la série d’Eisenstein £} dans le cas ou f est un caractere de Diri-
chlet modulo N, ou la transformée de Fourier d’un tel caractere.
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2.2 Lien avec les unités modulaires

Dans cette section, nous faisons le lien entre les séries d’Eisenstein définies
précédemment et certaines unités modulaires.

L’ensemble quotient

Yi(N)(C) = ' (N)\H (2.36)

peut étre muni d’une structure de surface de Riemann (non compacte), ap-
pelée courbe modulaire ouverte. L’ensemble quotient

Xi(N)(C) =T1(N\(HUPYQ)), (2.37)
obtenu a partir de Y;(/V)(C) en rajoutant 1’ensemble

Py =T1(N)\P1(Q), (2.38)

peut étre muni d’une structure de surface de Riemann compacte, appelée
courbe modulaire complétée. L’ensemble Py est appelé ensemble des pointes.
La pointe infinie est par définition la classe de co € P1(Q); elle est encore
notée o0o. Notons I'y, le sous-groupe de SLy(Z) engendré par les matrices

11 —1 C e e .
T = (O 1) et ( 0 _01> Le groupe I'y, opere par multiplication a droite
sur SLy(Z) et sur Ey, et nous avons

a b
(= 9] 0
Nous en déduisons la suite de bijections
Py 2T (N)\PYQ) 2T (N)\SLy(Z)/To = En/I's. (2.40)

En particulier, 'ensemble Py est fini. Un systeme de représentants de Py =
En /Ty dans Ey est donné par

| et (v, N)=1;
|, 0<v < (u,N)et (u,v,N)=1; (2.41)
| et (v,%) =1 (pour N pair).

(0,v) avec0<v < [
(u,v) avec 0 <u< |
(%,v) avecogvgt

2oz e]z
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Pour tout (u,v) € Ey, nous notons [u,v] la classe de (u,v) dans Py =
En /T «. Nous avons donc oo = [0, 1].

Nous notons C(X;(V)) le corps des fonctions méromorphes de la surface
de Riemann compacte X;(N)(C). Les éléments de C(X;(/N)) sont appelés
fonctions modulaires pour I';(N). Par définition, le groupe des unités mo-
dulaires O*(Y1(IV)(C)) est le sous-groupe de C(X7(N))* formé des fonctions
u dont le diviseur est a support dans Py, c’est-a-dire vérifiant (u) C Py.
Notons Div(Py) (resp. Div’(Py)) le groupe des diviseurs (resp. diviseurs de
degré 0) sur Py. Le diviseur d’une unité modulaire u € O*(Y1(V)(C)) vérifie
divu € Div’(Py). D’apres le théoréme de Manin-Drinfel’d [13], 'application
naturelle

diveQ : 0*(Y1(N)(C)) ® Q — Div’(Py) ® Q (2.42)

est surjective. Nous en déduisons les suites exactes

0—-C"'®Q— O (Yi(N)C)®Q — Div'(Py) ®Q — 0; (2.43)
0—C*'®C— O (Y1(N)(C)) ® C — Div’(Py) ® C — 0, (2.44)

ou les fleches de gauche sont déduites de 'inclusion naturelle C C C(X;(N)).
Toute unité modulaire u € O*(Y1(N)(C)) induit une fonction holomorphe
u : 'H — C invariante par la transformation z — 2z + 1 et admettant donc un
développement de Fourier de la forme

u) = Y ad (M=) (2.45)
avec ng € Z et a,, # 0. Nous définissons alors

U(00) = - (2.46)

L’application u — u(oo) est un morphisme de groupes de O*(Y;(V)(C)) vers
C* qui, apres tensorisation par Q et C, scinde les suites exactes (2.43) et
(2.44). Toute unité modulaire v € O*(Y;(N)(C)) induit une fonction log|u| :
H — R, invariante sous l'action de I';(N). L’application u — log|u| est un
morphisme de groupes et s’étend par linéarité & O*(Yy(N)(C)) ® C : pour
tout u € O*(Y1(N)(C)) ® C, nous disposons donc d'une fonction log|u| :
H — C, invariante sous I'action de I'; (). Enfin, nous étendons par linéarité
les définitions de divu et ordp(u), P € Py, au cas ot u € O*(Y;(N)(C))®C.



20 Chapitre 2. Calculs explicites dans le cas modulaire

Proposition 14. Soit f : % — C une fonction de somme nulle. Il existe
une unique unité modulaire uy € O*(Y1(N)(C)) ®@ C vérifiant
1 * P *
loglus| = — E} et uf(oo)=1®0eC*®C. (2.47)
Lorsque f est impaire, nous avons uy = 1®0. Lorsque f est paire, le diviseur

de uy s’obtient de la maniére suivante : pour toute pointe P = [u,v] € Py,
avec (u,v) € Ey, nous avons

ordp(us) = —

De plus, Uapplication f +— uy ainsi définie est C-linéaire.

Démonstration. Puisque toute fonction de % dans C est somme d’une fonc-

tion paire et d'une fonction impaire, il suffit par linéarité de montrer le
résultat dans le cas ou f est paire ou impaire. Lorsque f est impaire, le
résultat est évident puisque E} = 0. Supposons donc maintenant que f
est paire. Chacune des fonctions Efo,v)a v E % sur ‘H est invariante sous
laction de I';(NV) d’apres (2.23). En conséquence E} induit une fonction
¢ : Y1(N)(C) — C. Montrons que ¢ est de classe C* sur Y;(N)(C) et
vérifie 0¢ = 0. D’apres (2.35), nous pouvons écrire E} = Ey + Es, ou By
(resp. Es) est une fonction holomorphe (resp. antiholomorphe) sur H. Notons
m:H — Y1 (N)(C) la projection naturelle. Soit zo € H. D’apres [8, Ex. i), p.
75], nous pouvons trouver une coordonnée locale holomorphe u (resp. v) au
point zy € H (resp. 7(z9) € Y1(N)(C)), de telle sorte que la fonction 7 soit
donnée au voisinage de zg par v = m(u) = u”, ou n est un entier > 1. L’entier
n n’est autre que 'indice de ramification de 7 en zy. Dans ces coordonnées,
nous avons donc

o(v) = E1(u) + Eq(u). (2.49)

Soit ¢, = e . D’apres 1'équation (2.49), nous avons Fy(u(,) + E2(u(,) =
Ei(u) + Es(u). Par conséquent, la fonction

u— Ey(ug,) — Ei(u) = Ea(uCy) — Ea(u)

est holomorphe et antiholomorphe, donc constante au voisinage de 0. Cette
constante vaut F1(0) — E1(0) = 0, d’ou Ey(u(,) = Ey(u) et Ey(ul,) = Ea(u).
Donc E; (resp. Fs) induit une fonction holomorphe (resp. antiholomorphe)
de v. D’apres (2.49), la fonction ¢ est de classe C'™ sur un voisinage de m(zp)
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dans Y;(N)(C) et vérifie 9d¢ = 0 sur ce voisinage. Le résultat étant vrai
localement, la fonction ¢ est de classe C™ sur Y;(N)(C) et vérifie 00¢ = 0.

g
)

de P via la bijection (2.40). Nous avons donc v = u (mod N) et § = v
(mod N). Soit z € H. D’apres (2.23), nous avons

Eng Zf 97)

WE Rz NZ

Soit maintenant P = [u,v] € Py et g = (?; ) € SLy(Z) un représentant

1 _@ auw VW *
=Y )y Y e R )

Puisque f(O) = 0, nous pouvons omettre le terme (a,b) = (0,0) dans la
somme précédente. D’apres les développements de Fourier (2.25) et (2.27),
nous voyons que E%(gz) admet un développement de Fourier de la forme

oo
Ej(92) = Kp-y+ao+ > _ aq¥ + B~ (2.50)
r=1
avec Kp,a,, 8, € C. La constante Kp est donnée par

~ — b
> flau+bv)- Ba() (2.51)
(a,b)e(55)?
et ne dépend que de la classe de (u,v) dans Py. Rappelons qu’un parametre

local en la pointe P € Py est donné par

(u,N) 2mi(u,N)

gp=q ¥ =e N (2.52)

Soit Gx,(vy(c) la fonction de Green définie dans le premier chapitre. Pour
P = [u,v] € Py et g € SLy(Z) représentant P, considérons la fonction

z € H— Gx,vyc)(P,m(g2)). (2.53)

D’apres (1.8) et (2.52), nous avons l'estimation
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Gx,(vyc)(P,m(gz)) = log|gp| + Oy—co(1)
_2m(u,N)

=T Y 0n(l) (EH) (254)

Définissons une fonction ¢ sur Y;(N)(C) par

N Kp
v=0+ o > (w0, V) - Gx, )P ). (2.55)

PepPy V7
D’apres (2.50) et (2.54), la fonction ¢ s’étend en une fonction de classe C*

sur X;(N)(C). Nous avons sur Y;(N)(C)

N Kp
00y = 00¢ + % Z - T VOle(N)(C) .

i, (. N)

Donc sur X;(N)(C), nous avons

— N K .
881/1 = — Z P . WZVO]Xl(N)(C) .

D’apres la formule de Stokes le(N)(C) 00 = le(N)(C) d(0y) = 0. D’autre

part f volx, (vyc) = 1, d’ott nous déduisons

> Ke _y (2.56)

PePyn (U, N)

Il en résulte 99y = 0, c’est-a-dire que 1 est constante sur X;(N)(C). D’apres
(2.56) et la suite exacte scindée (2.44), il existe une unique unité modulaire
ur € O*(Y1(N)(C)) ® C telle que

: N Kp —
divuy = ~5-2 P; W) [P] et up(oo) =11®0. (2.57)
N

D’apres (1.12), il existe une constante C' € C telle que

N Kp
1 —C-
PEPN

- Gx, o) (P -). (2.58)

Nous déduisons de (2.55) et (2.58) 'existence d’une constante C’ € C telle
que
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*

E
log|uf| = C" + 7f

Pour déterminer la constante C’, nous considérons les développements de
Fourier des deux membres de ’égalité précédente. D’apres la définition (2.46)
de u7(00), le terme constant du développement de Fourier de log|us| vaut
loglus(00)], c’est-a-dire 0. D’apres le développement de Fourier (2.35) de E7},
nous en déduisons C’' = 0, ce qui montre (2.47). L’égalité (2.48) résulte de
la définition de uy. Il est clair, d’apres cette derniere égalité, que I'applica-
tion f + divuy est C-linéaire. Or, us n’est autre que I'image de divuy par
I’application linéaire

Div’(Py) ® C — O*(Y1(N)(C))® C
scindant la suite exacte (2.44). Donc f — uy est C-linéaire. O

Nous appliquons maintenant la proposition précédente dans le cas ou f est
un caractere de Dirichlet, ou sa transformée de Fourier. Pour tout d € (%)*,
notons (d) € SLy(Z) un représentant de I'image réciproque de (0, d) par la
bijection (2.29); un tel élément est appelé opérateur diamant. Ces derniers
induisent une action du groupe (3%;)*/ + 1 sur Py, par la régle

(d) - [u,v] = [du, dv] (d e (%)*, (u,v) € Ey). (2.59)

Pour tout d € (%;)*/ £ 1, nous notons P, = [0,d] = (d) - co. Nous obtenons
ainsi une bijection naturelle entre (:%)*/ + 1 et lorbite de la pointe infinie
sous l'action des opérateurs diamants.

Soit x un caractere de Dirichlet modulo N, c’est-a-dire un homomor-
phisme de groupes ¥ : (%)* — C*. Rappelons que x s’étend (par 0) en une

application % — C, que nous notons encore x. La somme de Gaufl 7(x) de

X est définie par

)= D x(v)-e . (2.60)

z
vENZ

Nous disposons de séries d’Eisenstein Ey et EZ. Remarquons les relations

EX((d) - 2) = X(d) EX(2); (2.61)

Ex((d) - z) = x(d) E(2) (de (%)*, 2 €H). (2.62)
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Lorsque x (resp. X) vérifie les hypotheses de la proposition 14, nous en
déduisons une unité modulaire u,, (resp. ug). Dans la proposition suivante,
nous obtenons explicitement le diviseur de u, et ug.

Proposition 15. Soit x un caractére de Dirichlet modulo N, pair et non
trivial i. e. vérifiant x(—1) =1 et x # 1. Alors u, est définie et nous avons

divuX:—L(X’2) > X(d)- P (2.63)

2 -

Soit x un caractére de Dirichlet pair modulo N, avec N > 1. Alors us est
définie. Notons N, le conducteur de x et, pour tout entier d > 1 vérifiant
Ny |d| N, notons x4 le caractére modulo d induit par x. Pour toute pointe
P = [u,v] € Py, avec (u,v) € En, posons d = (u, N) ; nous avons alors

0 si Ny td;
ordp(ug) = { #(N)/N !

B | (2.64)
— @y Xa(Va) 2o pe(z)azy By(8)xa(B) si Ny|d,

ot vg € (Z/dZ)* désigne l'image de v modulo d. Lorsque de plus x est primitif
i.e. Ny = N, nous avons divug = 7(x) - div ux.

Démonstration. Supposons d’abord x pair et non trivial. La fonction y :

% — C est paire, et de somme nulle puisque le caractere est non trivial.

Calculons ordp(u,) pour P = [u,v] € Py. Nous avons

ordp(uy) = TN (V) Z X(au + bv) E(N)

_ 2miauw

Or nous avons Zae% e~ v =0siu# 0.1l en résulte ordp(u,) = 0 si

u # 0. Supposons maintenant u = 0, c’est-a-dire P = [0,v] avec v € (55;)*.

NZ
Nous obtenons
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ordp(i) == 3 3 xw)e B

comme dans la démonstration de la proposition 13. Il en résulte (2.63). Pas-
sons a la deuxieme partie de la proposition. Soit X _un caractere de Dirichlet
pair modulo N > 1, de conducteur N,. Puisque ¥ = N - x et d’apres I'hy-
pothese N > 1, la fonction ¥ : % — C est paire et de somme nulle. Il vient
également

ordp(ug) = — ! Z X(au+bv) - Ba(+)

we(4;)* (ab)e(;)?
au+bv=w
1 b
=~ T N) Z x(w) Z B2(N>
T we(E)* (ab)e(Z;)?

aw lutbw=lv=1

Nous allons maintenant calculer la somme

— b
Suv)= Y Bs() ((u,v) € Ey) (2.65)
(a.b)e(F)?
autbv=1
En posant d = (u,N), nous avons clairement S(u,v) = S(d,v). Soient

ag, by € % tels que apd + bov = 1, ce qui est possible. La solution générale
de I'équation ad +bv =1, a,b € % s’écrit

a=ag— kv,
b="by+ kd, ke%.

Par conséquent
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N-—1

s =SB -5 (),

La fonction B, satisfait la relation de distribution [9, (**), p. 22]

—_

r—

Ba(e)=r > Ba(* i k) (@ €R,r>1). (2.66)

r
0

TT

Nous en déduisons

?— b
S(d,v) = ﬁB2( ;)
oil by € Z est un entier quelconque vérifiant byv = 1 (mod d). Alors
ordp(us) Z x(w) S(d, wv)
we( Z)"
d b

=5 Y xw) B,

we(xg)*

ou w désigne un représentant quelconque de w dans Z. Par conséquent

ordp(us) Z ( Z ) ﬁbo), (2.67)

Be (2/d2)*  we (&)
w=p (d)
ou B désigne un représentant quelconque de 3 dans Z. Nous distinguons
maintenant deux cas. Si N, { d, c’est-a-dire x ne se factorise pas par (Z/dZ)*,
la somme intérieure de (2.67) est nulle, donc ordp(ug) = 0. Si N, | d, notons
Xa le caractere modulo d induit par y, alors la somme intérieure de (2.67)
vaut (( ))Xd(ﬁ) d’ont

3'€(2/dZ)*

grace au changement de variables 5 = ('vg, ce qui montre (2.64). Lorsque
X est primitif (et pair), 'égalité X = 7(x) - X est classique. L’application
f +— divuy étant C-linéaire, nous en déduisons divug = 7(x) - div uy. O
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2.3 Calcul du régulateur par la méthode de
Rankin-Selberg

Soit N un entier > 1. Dans cette section, nous nous intéressons a l’appli-
cation régulateur (1.23) définie sur le groupe K5(C(X7(N))). Nous calculons
I'image par cette application des symboles de Milnor associés a certaines
unités modulaires.

Notons So(I';(N)) I'espace des formes paraboliques de poids 2 pour le
groupe I';(N). I s’identifie canoniquement & Q°(X;(N)(C)), au moyen de
I'application f +— wy := 2mif(z)dz. Pour tout caractere de Dirichlet ) mo-
dulo N, notons Sy(I'1(N), 1) C Se(I'1(N)) le sous-espace des formes de ca-
ractere . D’autre part, notons T C Endc S2(I'(N)) 'algebre de Hecke,
engendrée par tous les opérateurs de Hecke T,,, n > 1 et les opérateurs dia-
mants (d), d € (Z)*. Nous avons un isomorphisme canonique [16, Lemma
9]

T ® C = Home(S5(T'1(N)), C)
T — (f = ai(Tf)), (2.68)

ol a (-) désigne le premier coefficient de Fourier d’une forme modulaire. Pour
tout caractere de Dirichlet ¢) modulo N, nous notons

TV ={Te€T®C|Vdec (Z/NZ)*, To(d) =¢(d)-T}. (2.69)

Nous avons alors une décomposition canonique de T ® C en produit de sous-
algebres

T[T (2.70)
P

le produit étant étendu aux caracteres de Dirichlet (pairs) modulo N. Pour
tout caractere de Dirichlet x de niveau arbitraire, posons

L(T,y,s) = f;Tn ® @ (s € C,R(s) > g). (2.71)

Cette série converge absolument et la fonction s — L(T,x,s) admet un
prolongement holomorphe au plan complexe. Lorsque y est le caractere de
niveau 1, nous retrouvons la série L usuelle
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LT, =Y % (s € C,R(s) > g). (2.72)

Pour tout caractere ¢ modulo N, nous définissons L(TY, y, s) (resp. L(TY, s))
comme la composante de caractere ¢ de L(T,x,s) (resp. L(T,s)), via la
décomposition (2.70).

Grace a la définition 8 et apres tensorisation par C, nous disposons d’une
application régulateur

rxme) - Ka(C(Xi(N)) @ C - T®C. (2.73)

Nous noterons pour abréger ry = rx,(n)(c). L’'inclusion naturelle

O* (M (N)(C)) € C(Xi(N))”

induit une application bilinéaire antisymétrique

{1} O"M(N)(C))?* — K»(C(X1(N))) (2.74)

u®v— {u,v}.

Notons Iy l'idéal d’augmentation de ’algebre de groupe C|Z/NZ]. Nous
avons construit dans la proposition 14 une application C-linéaire Iy —
O*(Y1(N)(C)) ® C. Par composition avec ry, nous en déduisons une ap-
plication C-bilinéaire aletrnée

FNZINXINHT@)C (275)
(f,9) = ({ug, ug}).

Théoreme 16. Soit x un caractére de Dirichlet modulo N, pair et non tri-
vial, M > 1 un diviseur de N et X' un caractére de Dirichlet pair modulo M .
Notons x'y le caractére modulo N induit par x', et posons 1 = XE' Notons
a : YI(N)(C) — Yi(M)(C) la projection naturelle, induite par l'inclusion
[''(N) C I'y(M). Nous avons alors

rn ({uy, a*ug}) = zifENJ)w CL(TY,2)- L(TY,\/,1) € T¥. (2.76)

En particulier, si Y’ est un caractére de Dirichlet pair modulo N, et = X',
nous avons
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?N(Xﬂ?) = ¢(]2V7T)Z/N )

L(T%,2) - L(T%,x/,1) € TV. (2.77)

Ce théoreme peut étre vu comme une version partielle, mais explicite, du
théoreme de Beilinson sur les régulateurs associés aux courbes modulaires
[3, 18]. 11 est intéressant de remarquer que ce calcul permet d’obtenir explici-
tement le facteur de proportionnalité liant le régulateur TN({uX, a*u;,}) au

produit de valeurs spéciales L(TY,2)L(TY,x’,1).

Corollaire 17. Soient x et X' deux caractéres de Dirichlet pairs modulo N,
avec x non trivial et X' primitif. Posant ¥ = xx’, nous avons

- N)/N _
o) = N e gy e Ty e T (278)
27 - ()
Remarque 18. Sans l’hypothése ' primitif, nous n’avons pas trouvé de
formule satisfaisante pour (X, X’).

Démonstration du théoreme 16. La démonstration consiste en deux grandes
étapes. La premiere étape, de nature globale, utilise la méthode de Rankin-
Selberg et exprime le régulateur en termes d'une convolution de séries de
Dirichlet (2.88). Pour une introduction a la méthode de Rankin-Selberg, voir
[20, 3. B.]. La seconde étape, de nature locale, exprime cette série de Dirichlet
comme produit eulérien (2.90). Il est a noter que jusqu'au bout du calcul,
nous tiendrons compte des facteurs locaux aux mauvaises places, ¢’est-a-dire
aux nombres premiers divisant N.

L’égalité (2.77) est clairement conséquence de (2.76) : elle correspond
au cas particulier M = N. Il suffit donc de montrer (2.76). L’application
régulateur ry en (2.73) peut s’exprimer élégamment a l'aide de la forme
modulaire universelle

Q=27 T, ™ dz € SH(T1(N)) @ T. (2.79)

n=1

Par naturalité de I’application régulateur, nous avons

v ({f.9)) = / log|f|- QA Dloglg] (.9 € C(X2(N)) ®C).

X1(N)(C)
(2.80)
Il vient donc
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v ({uy, Oé*u;?}) = /X ) log|u, | - QA 510g|0z*u;,]
1
1 * Y nk
= — E;-QNDE, (2.81)

™ Sy

ou nous considérons OF% comme une forme différentielle sur H invariante

par I'y (M), et donc par %‘1(]\[). Montrons que l'intégrale (2.81) appartient a
TY. Les opérateurs diamants (d), d € (+%;)* induisent des automorphismes
de Y1(N)(C) et Xi(IN)(C). Si nous effectuons le changement de variables
z — (d)z dans (2.81), nous obtenons grace a (2.61) et (2.62)

T’N({Ux> a*ug}) =X(d) xx(d) i/ EY - (d)*Q /\EE;”

ou (d)*$ désigne I'image réciproque de la forme différentielle 2 par I’automor-
phisme (d). L’isomorphisme (2.68) étant compatible & 'action des opérateurs
diamants, nous avons (d)*Q2 = Q® (d), ou a droite (d) agit par multiplication
sur le facteur T du produit tensoriel. Il en résulte que r = rN({uX, a*u ;,})
vérifie

— Z

ro{d) =x(@xyd)r=1v(d)r  (de (7))

c’est-a-dire exactement 7 € TY. L’isomorphisme (2.68) induit une décomposition
Q=739 avec Q% € S(I'1 (V) ® T, la somme portant sur les caracteres

a modulo N. La composante de caractere 1 de I'intégrale (2.81) s’obtient en
remplagant Q par QY. Grace a la relation (d)*Q = Q ® (d), il est facile de
voir que

QY € So(T1(N), ) ®c TY. (2.82)

L’intégrale (2.81) est étendue a Yi1(N)(C) = I'1(N)\'H. Pour utiliser la
méthode de Rankin-Selberg, nous allons écrire E}(z), 2 € H comme une
somme indexée par (T)\I'g(N), ou (T') désigne le sous-groupe engendré par
la matrice T' = L1 . Puisque x est non trivial et en utilisant (2.17), il

01
vient E}(z) = lim,_; F\(z, s). D’autre part,

S

EX(Z, 5) = Z X(U) E(o,v)(Z,S) = Z M

|mz + n|?s
ve (=L )* m=0 (N
c(xz) (n,N)(:l)
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Nous pouvons réécrire cette somme en distinguant les valeurs de d = (m, n),
qui est > 1 et premier a N. Nous obtenons

s

x(d)  x()y
Z Z |mz—i—n|25 - Z Z 25 '|uz—|—1/|23

d>1 m=0 (N) d>1 p,v)=1
(d,N)=1 (n,N)=1 (d,N)= ldu 0 (N)
(m,n)=d (dv,N)=1
x(v) y* s
=L0e2) Y L = L) 3 ) S
(#0 T ) YE(T)\Lo(N)
p=

—
t

k) )

ou nous avons posé x(v) = x(d) pour v = (CCL 2) € I'o(N). Posons z = z+iy
pour z € ‘H et
= dx dy
P ko
QY A (9E)€, = F(z) - 2 (2.83)

avec F': H — TV de classe C*°. La forme différentielle dz dy/y* étant inva-
riante par SLy(R), nous avons

F(yz) =x(v) F(z) (v € To(NV)). (2.84)
Nous en déduisons

r ({uy, O‘*UQ}) - He? </F1(N)\H Z x(7) S(y2)"- F(z) - d$jy)s=1

2 Yy
YE(T)\T'0(N)
L(x,2) (/ o dx dy)
= E S(v2)? - F(vz) -
™ T (N)\H (1) F32) Y )

YE(T)\Lo(N)

Le morphisme I't(N)\H — To(N)\H est fini, de degré ¢(N)/2 (d’apres
I’hypothese sur x, nous avons N > 3). Il suit

oy ) L(2) St Pl
(o)) = SEEA([ S aperee - )

2
2 E{TI\To(N) y

S ( /W ) Flo)- B dy)s:;

y2

La derniere égalité étant le point-clé de la méthode de Rankin-Selberg. La
fonction F' admet un développement de Fourier
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F(z +iy) Z Fo(y) emme (2.85)
meZ

et un calcul simple utilisant (2.79) et (2.35) donne

~ 16
Foly) = L Z ap e, (2.86)
avec a, = (Tn ® Z kx'(k:)) c TV, (2.87)
kln

Nous avons done

m<{ux,a*ug}):W(/owy Foly) dy)

Y
8m¢ ( / ey )
= an, y'e dy :
2 _
Puisque [[y*e "™ dy = F(f:)i)l, nous obtenons au final
: G(N) L(x,2) (o~ @n
n=1 s=

les coefficients a,, étant donnés par (2.87).

Lemme 19 (Une convolution de séries de Dirichlet). Soient ¢ un caractére
de Dirichlet modulo N et x1, x2 des caracteres de Dirichlet de niveaux arbi-
traires. Posons

) =D dauxa(y) (=), (2.80)
d|n

5 .
Nous avons alors pour s € C, R(s) > 3 -

L(¢X1X27 25 — 2)

ot (-)¥ représente la composante de caractére 9, et

P
= L(TY - L(TY —1
(Z Tn ® O-XLT);(H)) _ ( 7X27S) ( » X1, 8 >, (290>
n=1

L(¥x1x2, ) Z¢ Xl Ja(n) (R(s) > 1). (2.91)
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Démonstration. Nous avons les estimations T, = O(nz") et Oyixe (M) =
O(n'*) pour tout € > 0, d’out il suit que la série du membre de gauche de
(2.90) converge absolument pour R(s) > 5. La fonction arithmétique oy, y,
est convolution de deux fonctions multiplicatives. Elle est donc faiblement
multiplicative . e. vérifie

Ty1 e (MN) = gy 1o (M) - Oy 1n (1) (m,n > 1 premiers entre eux).

Il en va de méme de la fonction n +— T, ® nl Il suit que le membre de gauche
admet 'expression en produit eulérien

¥
1T (ZT Tl )>. (2.92)

p premier

D’autre part, nous avons formellement

N 1
L,(T, X) - (ZT X) R ey g 2 (2.93)

ou 1 désigne I'élément unité de T ® C. Nous pouvons calculer o, ,,(p*) grace
a la multiplicativité de y; et y2. Nous trouvons

a+l_ a+1 .
XQ(pzcz(p)f(i;gg) si x1(p) # 0 ou xa(p) #0;
0—X17X2(pa) = 1 Si Xl(p) = X2(p) — 0 et q = 07
0 si x1(p) = Xxa2(p) =0 et a > 1.

Il en résulte que, pour p premier tel que x;(p) # 0 et x2(p) # 0, le facteur
local en p du produit eulérien (2.92) est donné par

x2(p) . 1
x2(p) —pxa(p) 1 =T, x2(p)p~* + ¥ (p)x2(p)?p'—2
_ palp) 1
x2(p) —px1(p) 1 =T, xa(p)p*=* + ¥(p)x1(p)2p*~2

soit apres simplifications

(1= @)xa(p)x2(p) - p*>°) - Lp(TY, x2(p)p~°) - Lp(TY, xa(p)p' ™), (2.94)
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et ce dernier résultat est encore valable lorsque x1(p) = x2(p) = 0. Pour tout
caractere de Dirichlet a (de niveau arbitraire), nous avons

I Z.(T% alp)p) = L(T?, a, s) (m(s)>g). (2.95)

p premier

En prenant le produit sur tous les nombres premiers a partir de ’expression
(2.94), nous obtenons le résultat souhaité. O

Nous pouvons maintenant terminer le calcul de TN({UX, a*u;,}), en re-
prenant (2.88). Utilisons le lemme 19 avec x; = X’ et x2 égal au caractere
modulo 1. 11 vient, grace au prolongement analytique de (2.90) en s = 2

* _ ¢(N) L(X72) L(Tw72) 'L<T¢7X/71>
rv({weatugl) = =50 Ly, 2)
_ev)
21y - M

puisque L(¥x',s) = L(¥Xy,s) = L(x, s). O

L<Tw7 2) ’ L(Twa Xla 1)7

2.4 Corps de rationalité des unités modulaires

Les courbes modulaires Y1 (N)(C) et X;(N)(C) admettent des modeles
canoniques sur Q [12, II. 8.], notés Y1 (V) et X (V). La courbe X (V) est pro-
jective, lisse et géométriquement irréductible ; la courbe Y;(N) peut étre vue
comme un ouvert affine de X;(N). Notons Q(X;(N)) le corps des fonctions
rationnelles de X (V). Par extension des scalaires, nous avons une inclusion

naturelle Q(X;(N)) C C(X1(N)).

Lemme 20. La composition

K>(Q(X1(N))) = K3(C(X1(N))) = T® C (2.96)
est a valeurs dans T @ R.

Démonstration. Soient f, g € Q(X;1(NV))* des fonctions rationnelles. L’'image
du symbole {f, g} € K2(Q(X1(N))) par la composition (2.96) est donnée par

v ({f.9)) = /X g el ADloglgl e T C
1

ou ) est la forme modulaire universelle (2.79). Notons ¢ : X;(N)(C) —
X1(N)(C) la conjugaison complexe, induite par l'involution z — —Z sur H.
Notons ~ la conjugaison complexe sur les coefficients de T ® C. Nous avons
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(N = [ ol B A dlosl
X1(N
= / log|c* f| - ¢*Q A Olog|c*g]
X1(N)(C)

_ / log|f| - " A Floglgl.
X1(N)(C)

puisque ¢* f = f et ¢*¢g = g. D’autre part, 'expression (2.79) de Q2 entraine

Q= —2mi Z T, - e 2minZd(—%) = Q.
n=1

Par conséquent ry ({f,g}) = rv({f.g}), cest-a-dire ry({f,9}) € T®R.
[

Le groupe Aut(C/Q) agit sur les ensembles Y1(N)(C) et X;(N)(C), et
donc sur 'ensemble des pointes Py. D’apres [18, 3.0.2], nous pouvons décrire
explicitement cette action. Pour tout o € Aut(C/Q), définissons €(o) €

()" par I'égalité o(Cy) = Cféa), avec (y = e . Alors Aut(C/Q) agit sur
Py par la regle

[u,v]” = [e(o)  u, v] ((u,v) € En, 0 € Aut(C/Q)), (2.97)

ou nous avons utilisé Iidentification (2.40). En particulier, la conjugaison
complexe ¢ envoie [u, v] sur [—u, v]. Le groupe O*(Y;(N)) des unités de Y;(N)
est de fagon naturelle un sous-groupe de O*(Y1(N)(C)), le groupe des unités
modulaires pour I'; (V). Nous montrons maintenant que les unités modulaires
uy introduites dans la proposition 14 sont définies sur Q, dans le sens suivant.
Lemme 21. Soit f : NLZ — C une fonction de somme nulle. Notons K le

sous-corps de C engendré par les valeurs de f. Nous avons alors

up € O*(Yi(N)) ® K € O*(Y;(N)(C)) ® C. (2.98)

Démonstration. Notons Div?Q Py le sous-groupe de Div? Py formé des divi-
seurs qui sont définis sur Q. Nous avons un diagramme commutatif

0— Q" ®K O*(V1(N))® K Divg Py ® K ——0

| | |

0—C*® K—O0*(Y1(N)(C)) ® K ——=Div’ Py @ K —0,




36 Chapitre 2. Calculs explicites dans le cas modulaire

ou les fleches verticales sont injectives et les lignes sont exactes (I’exacti-
tude a droite de la ligne du haut résulte du théoreme Hilbert 90). L’ap-
plication v € O*(Y1(N)(C)) — u(oco) € C* scinde la suite exacte du bas
du diagramme. Lorsque u € O*(Y1(N)), nous avons u(oo) € QF, puisque
le développement de Fourier (2.45) de u est a coefficients rationnels. L’ap-
plication u € O*(Y1(N)) — u(oo) € Q* scinde la suite exacte du haut du
diagramme, de maniere compatible a la scission de celle du bas.

D’apres (2.48), nous avons ordp(uy) € K pour toute pointe P € Py. Soit
o € Aut(C/Q). Le changement de variables a = €(0)a’ dans la formule (2.48)
montre que

ordps (uy) = ordp(uy) (P € Py, 0 € Aut(C/Q)).

En conséquence D = divuy € Div?Q Py ® K, et uy n’est autre que I'image de
D par 'une des deux compositions du diagramme commutatif

Divg, Py ® K O*(Vi(N)) @ K

| |

Div’ Py @ K —= O*(Y1(N)(C)) ® K.
Par suite, nous avons u; € O*(Y;(N)) ® K. O

Nous nous intéressons au groupe de K-théorie de Quillen Ko(X;(N)) as-
socié a la courbe X (V). Il est possible de donner une description de ce groupe
(au moins apres tensorisation par Q) en termes de symboles de Milnor. La
localisation en K-théorie algébrique permet d’écrire une suite exacte

* 7]

0—KG(V) 2 QL KQXGI)eQ L @ Q' eq (299

PeX1(N)(Q)

ou l'application n* est la restriction au point générique de X;(N), et lap-
plication 9 est définie comme suit. Nous avons 9 = (9p ® Q) pcx, (v (@) €t

pour tout P € X;(N)(Q), 'application dp, appelée symbole modéré en P,
est définie par

Op : K>2(Q(X1(N)) - Q
fordp(g)

{f, g} — (_1)ordp(f) ordp(g) <W> (P). (2.100)
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En composant I’application n* de (2.99) et I'application (2.96), nous obtenons
une application régulateur

rv Ko(Xi(N)@Q—-ToR (2.101)

L’application (2.74) induit une application bilinéaire alternée

{1} O"M(N))?? = K> (Q(X1(NV))) ® Q. (2.102)

Nous cherchons a former des éléments de K»(X;(N)) ® Q a partir des sym-
boles {u, v}, u,v € O*(Y1(N)). Une construction de Bloch, valable d’ailleurs
dans un cadre plus général, permet de le faire. L’idée consiste a retran-
cher au symbole {u,v} des éléments de la forme {\, f}, avec A € C* et
f € O(Y1(N)(C)) ® Q, de maniere a tomber dans le noyau de I'applica-
tion 0 de (2.99). Pour cela, il faut exploiter le fait (démontré par Manin
et Drinfel’d) que les pointes de X;(N) engendrent un sous-groupe fini de
la jacobienne de X;(N). Puisque les symboles {\, f} ont un régulateur nul,
nous obtenons ainsi un élément de K3 (X;(N)) ® Q ayant la vertu d’avoir la
méme image que le symbole {u, v} par I'application régulateur. Tout ceci est
résumé dans le lemme suivant.

Lemme 22 (Bloch). Notons {O*(Y1(N)), O*(Yi(N))} lUimage de lappli-
cation (2.102). Il existe un morphisme naturel © faisant commuter le dia-
gramme

{O"(Yi(N)), O"(Vi(N))} — Kx(X1 (V) ® Q (2.103)

x lw

T®R,

ot les applications ry sont définies respectivement par (2.96) et (2.101).

Définition 23. Le sous-groupe Ky C Ko(X;1(N)) ® Q est l'image du mor-
phisme 7 du lemme 22, c’est-a-dire [’ensemble des éléments que l'on peut
former a partir des symboles {u,v}, u,v € O*(Y1(N)).

Notons maintenant X;(N)z le modele (propre et) régulier minimal de
Xi(N) sur Z. Lorsque le genre de X;(N)(C) est supérieur ou égal a 1, il existe
et est unique a isomorphisme pres [?, a préciser|. Lorsque le genre de X;(N)
vaut 0, nous avons X;(N) = Pg et nous pouvons prendre X;(N)z := Py
(ce cas nous intéresse peu car 'espace d’arivée du régulateur est alors réduit
a {0}). Dans tous les cas, nous pouvons définir un sous-groupe Ks(X1(N))z
de K5(X1(V)) par
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Ko(X1(N))z = Im(K(X1(N)z) — Ka(X1(N))). (2.104)

L’inclusion K3(X1(N))z C Ko(X1(N)) identifie Ko(X1(N))z ® Q a un sous-
espace vectoriel de K3(X1(N)) ® Q.

Théoréme 24 (Schappacher, Scholl). Nous avons Ky C Ko(X1(N))z ® Q.

Le régulateur de Beilinson

py Ka(X1(NV)z®@Q—-ToR (2.105)

est défini en composant U'inclusion K3(X;(N))z ® Q C Ko(X1(N)) ® Q et
(2.101). Beilinson a démontré que la valeur spéciale L(H'(X(N)),2) peut
s’exprimer en termes des régulateurs associés aux symboles {u, v}, ot u et v
sont des unités modulaires de niveau non précisé. Nous nous posons mainte-
nant la question suivante : est-il possible de choisir u et v parmi les unités
modulaires de niveau N 7 Plus précisément, pour quelles valeurs de N I'image
pn(Ky) du groupe Ky par I'application régulateur engendre-t-elle T ® R
comme R-espace vectoriel 7
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2.5 Application a la conjecture de Zagier pour
les courbes elliptiques

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Le dilogarithme elliptique Dg
de (1.31) est bien défini au signe preés. Par linéarité, la fonction Dg s’étend
aux diviseurs sur E(C). Soit L(F, s) la fonction L associée a E. Goncharov

et Levine ont démontré qu’il existe un diviseur [ sur E(Q), invariant par
Gal(Q/Q), et un nombre o € Q* tels que

L(E,2) = arDg(l). (2.106)

Nous nous posons maintenant la question suivante : comment expliciter [ 7
Des calculs numériques de Bloch et Grayson et le travail de Goncharov et
Levin ont donné une idée tres précise des diviseurs [ qui conviennent. On
obtient de cette fagon une quantité de relations numériques de type (2.106).
Comment démontrer ces relations ?

Nous démontrons dans cette section les relations conjecturées par Bloch
et Grayson dans [7] pour les courbes elliptiques X;(NV), avec N = 11,14, 15.
Il est intéressant de noter que notre calcul permet de déterminer le facteur
rationnel o apparaissant dans (2.106).

En utilisant des résultats de Deninger [10] et Bertin [5, 4], nous en déduisons
le lien entre la valeur spéciale L(E,2) et la mesure de Mahler d’un polynéme

en deux variables dépendant étroitement de I’équation de la courbe elliptique
E.

Notons enfin qu'il serait intéressant d’étudier le cas ou X (V) est de genre
2, ce qui arrive pour N = 13,16, 18. Dans chacun de ces cas, la jacobienne
J1(N) de X1(NN) est une variété abélienne de dimension 2, simple sur Q mais
pas absolument simple.

Commencons par le cas N = 11 (les autres cas sont traités de maniére
analogue). Posons Fj; = X;(11). O. Lecacheux m’a communiqué ’équation
de Ell :

En:y+y=a°—2° (2.107)

et les coordonnées des pointes [0,v], 1 < v <5 dans cette équation
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0,1] =00 [0,2]=(1,0) [0,3]=(0,—1) [0,4] = (0,0) [0,5] = (1,-1).

(2.108)
Notons a; as as a4 as le diviseur Zle a;[0,1]. Les diviseurs des fonctions
x,r — 1,y,y + 1 sont donnés par

(z)=-20110 (2.109)
(z—1)=-21001 (2.110)
(y)=-31020 (2.111)
(y+1)=-30201. (2.112)
D’autre part, la fonction f = 2% + (z + 1)y vérifie
(f)=-50050. (2.113)

Proposition 25. Le symbole de Milnor {xz,y} définit un élément de Ko(E11)®
Q.

Démonstration. Nous avons a priori {z,y} € K3(Q(E11)). Considérons la
suite exacte (2.99). On vérifie que pour chacune des pointes [0,v], 1 < v <
5, on a Opu{r,y} = 1. Par conséquent {z,y} ® 1 définit un élément de
K>(En) @ Q. [

Remarque 26. Cette proposition est un cas particulier d’un phénomene
plus général. On peut montrer que si ui,uy € O*(Y1(N)) sont deuzr unités
modulaires a supports dans les pointes [0,v], v € (Z/NZ)*/+1, alors {uy,us}
définit un élément de Ko(X1(N)) @ Q au moyen de la suite exacte (2.99).
D’autre part, le théoréeme 24 de Schappacher et Scholl montre qu’en fait

{ur, ua} € Ko(X1(N))z ® Q.

Soit y un caractere de Dirichlet modulo 11, pair et non trivial. Alors y
est primitif et déterminé par ¢ := x(2) € us, ¢ # 1. Utilisons le corollaire 17
avec le caractere y, X' = X et ¢» = 1. En utilisant les notations de la section
en question, nous avons T ® C = TV et

o 10/11
rm(x,X) = /

= amir( DT

En utilisant 'identification (2.68), nous pouvons appliquer 1’égalité précédente
a l'unique forme primitive f de poids 2 pour I';(11). Nous trouvons
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10/11

<?11(X7Y)7 f> = 27TZ7'(X)L(f’ 2>L(fa X5 1)

D’apres la définition 8, nous avons

(0 ) = [ Jogluy| -y A Dloglus),
FE11(C)

avec wy = 2mif(z)dz. D’apres la proposition 15, le diviseur de u,, est donné
par

divu, = _L2) Z X(v) - [0, v],

2
ve(Z/11Z)* /+1

et div ug est la formule analogue en remplacant x par x. D’apres (1.26), qui

reste valable par linéarité pour f, g € C(X)* ® C, nous avons donc

<5’n(><,%),f>=w > X()x(w)Ru, ([0,0], [0, w]).

s
v,we(Z/11Z)* /£1

L’espace Fj1(R) est connexe. Choisissons l'orientation de Ej;(R) de telle
sorte que

Q}::l/i wy > 0, (2.114)
Ei1(R)

Le dilogarithme elliptique Dp,, est alors défini sans ambiguité, et on voit
facilement que wy = Q;{ -n*dz en utilisant les notations de la remarque 11.
Puisque [0,v] € E11(R) et d’apres (1.36), nous en déduisons

Q7 iQy v
wa([O,v], [va]) - _T ) DEll([()’U] - [0>w]) = _T ) DE11([0> E])

D’ou

iQF Y v
Fute ), fr=——b BEDEED S ), (0, 2)
v,we(Z/11Z)* /£1

= D HRRERD s (S (aw)(w)) Da, (0.)

T a€(Z/11Z)* /£1 we(Z/11Z)* /£1

PO LDLRD) S~ yp, (0,4

2 4

a€(Z/11Z)* /1
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D’un autre coté, des calculs utilisant les symboles modulaires pour T'g(11)
montrent que

+

L(f,x,l):57_—(%)a aveca:2C4—C3+C2—2(€Q(().

Noter que le signe dans cette derniere égalité (Qf ou —Q7) est déterminé
numériquement, a l’aide du logiciel Pari par exemple. Enfin, les nombres
L(x,2) et L(X,2) se calculent explicitement, et on trouve

LOG2)L(%2) _ , _ —89¢ - 233@3 - 233g2 —89(+919 _

En mettant tous les résultats précédents ensemble, il vient
2miT(x )57’( )
L(F,2) = L(f,2) =
( 11, ) (f7 ) 10/11 Q+ <T11(X X) f>
it (x)7(X) 52(2+ >
= aQt ’ Z DE11 O a])
f =1
5-112-7 8
- 9 EZ ( )DEH([O CLD
a=1

puisque 7(x)7(X) = 7(xX)7(x) = [T (X)|* =



2.5. Application a la conjecture de Zagier pour les courbes elliptiques 43

N | Equation de X;(N) | Ordre de X;(N)(Q) | Générateur
11 v 4y =12 —2a° 5 (0,0)
4| y+ay+y=23—2z 6 (1,0)
15y +ay+y =23+ 22 4 (0,0)

Proposition 27. Soit N = 11. La donnée de x (pair et non-trivial) équivaut
a la donnée de

X(2) € ps — {1}.
Posons ¢ := x(2) et P = (1,0) (point d’ordre 5). Dans tous les cas x est
primitif et on trouve

divu, = (0) +¢(P) + ¢*(2P) + C*(3P) + ¢*(4P),
20— +¢* —2¢*

57(X)
Proposition 28. Soit N = 14. La donnée de x (pair et non-trivial) équivaut
a la donnée de

L(f,x,1) ==+ QF.

X(3) € ps —{1}.
Posons P = (1,0) (point d’ordre 6). Lorsque x(3) = €3 = j, le caractére x
est de conducteur 7 et on trouve

divu, = (0) + j(2P) + j*(4P),

(0 + 20P) +56P) +

Loy = TN or

Proposition 29. Soit N = 15. La donnée de x (pair et non-trivial) équivaut
a la donnée de

(1) 17,2+ 717,3)

divog =

x(2) € pg — {1},
Posons P = (0,0) (point d’ordre 4). Lorsque x(2) = i, le caractére x est
primitif et on trouve

divu, = (0) +i(P) — (2P) — i(3P),

_ it
L(f,x,1) ==+ 15 Q}“
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2.6 Application a une conjecture de Deninger

En combinant les résultats de Deninger [10] et les calculs explicites ci-
dessus, nous sommes en mesure de montrer ’égalité suivante, conjecturée
par Deninger :

m(P) — ;ME, 2).

2

ou m(P) désigne la mesure de Mahler logarithmique du polynéome a deux
variables

1 1
PX,Y)=X+—+Y+—+1
(X,Y) otV +o+

et E est la courbe elliptique de conducteur 15 définie par

E:y’+ay+y=a2+2%
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