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Introduction

E courbe elliptique définie sur Q
L(E,s) fonction zéta de Hasse-Weil

Bloch et Beilinson ont construit reg : K»(E) - Homq(Q!(E),R)

Théoreme de Beilinson :
Iy e Ko(E) @ Q, (reg(y),we) = L(E,2) - Qf

En fait : formule explicite pour L(E,2)L(E,x,1) en termes d'un
régulateur

— What about the p-adic case?
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Fonctions L Cas complexe

Cas p-adique

E courbe elliptique définie sur Q de conducteur N

fE:anl a,,q”eSz(Fo(N)) wEZQinE(Z)dZ
1-a,T+pT? siptN

Polynéme de Hecke P,(T) = TP S? Pt
1-apT sip|N

Fonction zéta de Hasse-Weil

1 3
HE9) - P pgnier Pp(p~*) (Rls) > 5)

Ona L(E,s) =Y ,s1ann° = L(fg,s) avec prolongement
holomorphe a C.
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Fonctions L Cas complexe

Cas p-adique

Fonction(s) L p-adique(s)
On fixe p premier, Q > C et Q - 6,,.

Hypothese : 3aeQ, (1-aT)|P,(T) et vy(a)<1
(< E est semi-stable en p)

Construisons L,(E,s) = L, o(E,s).
Idée : interpolation des valeurs complexes L(E, x,1)

L(E,x,s) =D anx(m)n™>  x:(Z/p"Z)" > C"

n>1

F. Brunault Régulateurs et fonctions L p-adiques



Fonctions L Cas complexe

Cas p-adique

He={X20 X" € Qp[[X]],lcnlp = O(n")}  (r20)
H= UrzO H,

_|(Z/pZ)* si p impair
“(z/az)r sip=2

0—>|_—>Z;—>A—>O

v générateur topologique de [ = Z,,

AN ZI’; Teichmiiller
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Fonctions L Cas complexe

Cas p-adique

Soit he H[A], h=Ysen X0 cnsX"[5].

. ~* N .
Sin:Z;—~ Q, caractére continu on pose

) = 3 ens(n(7) - 1) n(w(s)).

deA n=0

Fait : heH[A] est déterminée par ses valeurs sur les caracteéres
d'ordre fini de Z,.

n:Z,>(Z/p"2) > Q  T()= Y n(a)¢ e Qp(Gpr)

a<(Z/p"Z)*

Cpn racine primitive p"-iéme de 1 dans ap
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Fonctions L Cas complexe

Cas p-adique

Théoreme (Mazur-Swinnerton-Dyer, Amice—Vélu,Vishik)
Il existe une unique Ly o(E) € H<1[A] telle que pour tout
caractére primitifn: (Z/p"Z)* - Q  (n>1) on ait

L(E,nt,1)

Lpa(E)n) = a7 r ()=
E

ou Qg et Qf sont les périodes réelle et imaginaire de E.

Remarque

Onalpo(E)eH [A].

vp(a)
Définition
Lo(E.s) = Lo (E)(55)Y)  (s€Z,)
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La représentation Vg
Définition générale

Systéme d'Euler Construction de Kato

On consideére la représentation Vg = Hl(Eﬁ, Q,) de Gal(Q/Q).
Pour k € Z, on note Ve(k) = VE ® Qp(k).

La représentation p-adique associée a Vg est de de Rham et
Dar(VE) = Hg (Eq,) avec Fil' Dyr(VE) = Q' (Eq,).

VE cristalline < E a bonne réduction en p

Ve semi-stable < E est semi-stable en p
Dans ce cas Dgr(VE) est muni d'un Frobenius ¢.
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Systeme d’Euler

Soit S = prime(pN).
Définition
Un systéeme d’Euler pour VE(2) est la donnée de classes

Zm € HY(Q(Cm), VE(2)) (m>1,prime(m)n S = {p})

vérifiant les conditions de corestriction

cores(zpy) = [ (1- aFr;t + (Fr;?) z, (m| m
g !
e

ou Fr; e Gal(Q(¢m)/Q) est le Frobenius arithmétique
(Fre(Cm) = Cin).
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La représentation Vg
Définition générale
Construction de Kato

Systeme d’Euler

Kato a construit un systéme d'Euler pour Vg(2) par passage au
quotient a partir de Vy(2) = Hl(Y(N)a, Qp(2)), ot Y(N) est la
courbe modulaire de niveau N.

Idée : Ka(Y (Nm')) 5% HY(Q(Car), Viv(2))

tr i i cores

Ka(Y (Nm)) =22~ HY(Q((m), Viv(2))

On part des éléments de Beilinson a gauche, on obtient un systéme
pour Vy(2) puis on projette sur Ve(2) = Vn(2)/(T,—an,n>1).
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La représentation Vg
Définition générale
Construction de Kato

Systeme d’Euler

Définition
Si V est une représentation p-adique, on pose

HIIW(va V) = LL’ﬂ HI(QP(CP”)7 V)

n>1

On note z£(2) = (Zpn)ns1 € HE (Qp, VE(2)) le systeme d'Euler
défini par Kato.

Pour tout k € Z, on note zg(k) I'image de zg(2) par
I'isomorphisme naturel HL (Qp, Ve(2)) = HL (Qp, VE(K)).
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La représentation Vg
Définition générale
Construction de Kato

Systeme d’Euler

Supposons p + N. Perrin-Riou a construit un morphisme

EE : Hllw(QP7 VE(]-)) - H[A] ® DdR( VE)
qui interpole les exponentielles duales pour Ve(k), k € Z.

Théoreme (Kato)

Notons o, [3 les valeurs propres de ¢ sur Dqr(VE) et mq, 73 les
projections sur les sous-espaces propres associés. Alors

m5(Le(ze(1))) = Lpa(E) ® TawE

Démonstration : “loi de réciprocité explicite généralisée”

Remarque

Bonne réduction ordinaire — définition de L, 3(E) sauf si
TaWE = 0.
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La représentation Vg
Définition générale
Construction de Kato

Systeme d’Euler

Par construction de Lg, on peut calculer la valeur de L, o(E) sur
tous les caractéres algébriques de Z .

Notons log : H1(Q,, VE(2)) = Dar(Ve(2)) = Dar(VEe).
Théoreme (Perrin-Riou)
Lpo(E,w™,0)@mswe = —(1-pta ) (1-a) tnglog ze(2)
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Formule explicite
Intégration p-adique
Questions

Théoréme principal

Pour a,be Z/NZ, on a une unité de Siegel g, € O*(Y(N)) ® Q.
Si x est un caractére modulo N, posons

z= ), x(a)®{gr0.8a1} € K2(Y(N)) ® Q(x).
ac(Z/NZ)*
Notons rg : Ko(Y(N)) - H*(Q,, VE(2)) le régulateur de Kato et
w(E) I'opposé du signe de I'équation fonctionnelle de L(E,s).

Théoreme B
Supposons p + N. Si x : (Z/NZ)* - Q est pair et primitif, on a

3 |OgrE(ZX) W(E)T(X) 1 _1 H(l_a/)
1-p ¢IN

L(E,x!,1) -

—QE Lpo(E,w 1,0) ® TRWE-
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Formule explicite
Intégration p-adique
Questions

Théoréme principal

Supposons p + N. Soit X(N)/Q la courbe modulaire compléte et
X(N) un modele projectif lisse de X (N) sur Z[%] cZ,.

Ka(Cp(X (M) QL(X(N)¢, )’ —F—>C,

T

Ka(X(N)) 2S00 L (X(N)q,) — 2= HY, (Eq,)

l iexp lexp

Ka(Y (N)) 2= HY(Qp, Viv(2)) —= HY(Qp, VE(2))
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Formule explicite
Intégration p-adique
Questions

Théoréme principal

Démonstration directe de la formule (sans passer par zg(1))?

2. Comment repérer I'image du régulateur rg (conjecturalement
une droite) dans le plan Dgr(VE)?

Cas ou E a réduction multiplicative déployée en £ | N, £+ p?

Construction de la fonction L p-adique de E par interpolation
du régulateur?
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