REGULATEURS p-ADIQUES EXPLICITES
POUR LE K, DES COURBES ELLIPTIQUES

par

Frangois Brunault

Résumé. — Dans cet article, nous utilisons le systeme d’Euler de Kato
et la théorie de Perrin-Riou pour établir une formule reliant la valeur en
0 de la fonction L p-adique d’une courbe elliptique définie sur Q, et un
régulateur p-adique sur la courbe modulaire X (N). En particulier, nous
obtenons une relation explicite entre fonction L p-adique et régulateur
p-adique pour la courbe elliptique Xo(20).

Abstract (Explicit p-adic regulators for K> of elliptic curves)

In this article, we use Kato’s Euler system and Perrin-Riou’s theory
to get an explicit formula linking the value at 0 of the p-adic L-function
of an elliptic curve defined over Q, and a p-adic regulator on the modular
curve X (N). In particular, we give an explicit relation between the p-
adic L-function and the p-adic regulator, in the case of the elliptic curve
X(20).

Les fonctions ( et fonctions L de nature arithmétique, et leur com-
portement aux points entiers sont 1'objet de conjectures profondes et
mystérieuses. Par exemple, dans le cas d’une courbe elliptique définie sur
Q, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer prédit que I’ordre d’annula-
tion en 1 de la fonction L est égal au rang du groupe des points rationnels.
Pour les entiers > 2, la situation est différente car la fonction L ne s’y

annule pas. Les valeurs spéciales sont alors décrites conjecturalement par
Beilinson, en termes de régulateurs.

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F67,11G40,19F27.
Mots clefs. — cohomologie étale, conjectures de Beilinson, courbe elliptique,
courbe modulaire, éléments zéta, fonction L, fonction L p-adique, forme modulaire,
K-théorie, régulateur, régulateur p-adique, systeme d’Euler de Kato.
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De nombreux travaux (citons ici Mazur, Tate et Teitelbaum [MTT86],
Bloch et Kato [BK90], Fontaine et Perrin-Riou [FPR94], Besser [Bes00a),
Bes00b]. . . ) permettent d’envisager un analogue de ces conjectures dans
le monde p-adique, ou il s’agit de relier les valeurs spéciales des fonctions
L p-adiques et les régulateurs p-adiques.

Indiquons plus précisément les principaux résultats connus en direc-
tion de ces conjectures, dans le cas particulier de la valeur en 2 de la
fonction L d’une courbe elliptique. Vers 1978, Bloch [Blo00] construit,
pour toute courbe elliptique E définie sur C, un régulateur complexe
B : Ko(E) - C. Pour certaines courbes elliptiques E définies sur Q a
multiplication complexe, il montre que L(FE,2) est, a un facteur rationnel
explicite non nul pres, le régulateur d’un élément explicite de K> (F)® Q.
Dans les années 1980, Beilinson [Bei84] propose une vaste généralisation
de I'approche de Bloch et formule une conjecture décrivant les valeurs
spéciales des fonctions L de toutes les variétés algébriques en tous les
entiers. De plus, pour toute courbe elliptique (modulaire) définie sur Q,
il montre que L(F,2) est proportionnel au régulateur d’'un élément a
priori inexplicite de K>(E) ® Q. En 1988, Coleman et de Shalit [CdS8§]
définissent, pour toute courbe elliptique E sur Q_p ayant bonne réduction
en p, un régulateur p-adique rg, : Ko(E) - Q_p. Dans le cas des courbes
a multiplication complexe, ils obtiennent aussi un analogue p-adique de
la formule de Bloch. Il est intéressant de noter que leur formule fait in-
tervenir le méme élément dans K5, et essentiellement le méme facteur
rationnel.

La motivation de ce travail est de donner des exemples explicites de lien
entre fonction L p-adique et régulateur p-adique dans le cas des courbes
elliptiques sans multiplication complexe. La stratégie adoptée ici pour
atteindre cet objectif ne surprendra pas les experts. Nous utilisons de
maniere essentielle les résultats fondamentaux et tres profonds de Kato
[Kat04], en particulier sa construction d'un systeme d’Euler pour toute
forme modulaire f, ainsi que son lien avec la fonction L p-adique de
f. D’autres ingrédients interviennent également : ’application exponen-
tielle de Perrin-Riou [PR94], et la loi de réciprocité explicite, démontrée
notamment par Colmez [Col98]. Nous espérons que I’approche explicite
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suivie dans ce texte pourra contribuer a familiariser certains lecteurs avec
le systeme d’Euler de Kato.

De maniere plus précise, nous montrons (théoreme un lien entre
la valeur en 0 de la fonction L p-adique d’une courbe elliptique E sans
multiplication complexe, et un régulateur p-adique explicite sur la courbe
modulaire paramétrant £. On peut ici choisir I'une des courbes X (V),
X;(N) ou Xo(N) (voir la proposition [35). La formule obtenue n’est pas
optimale : la constante rationnelle devant la valeur spéciale peut s’annu-
ler. Enfin, signalons que Gealy [Gea03), [Gea05] a obtenu une formule
plus générale, reliant la valeur spéciale de la fonction L p-adique d’'une
forme modulaire en tout entier < 0, a un régulateur p-adique défini sur
la variété de Kuga-Sato.

Voici le plan de I'article. Dans les trois premieres sections, nous faisons
des rappels sur la fonction L p-adique, la représentation p-adique et le
régulateur p-adique associés a une courbe elliptique E définie sur Q.
Le résultat principal du texte (théoréme [§]) est énoncé dans la section
[ Nous faisons ensuite des rappels sur la cohomologie d’Iwasawa dans
la section [f] en vue de définir le systéme d’Euler de Kato, ou plutot sa
partie locale, dans la section [0 Dans la section[7], nous utilisons la théorie
développée par Perrin-Riou pour énoncer la loi de réciprocité explicite. La
section [§est consacrée & la démonstration du théoreme[§l Enfin, en guise
d’application, nous donnons dans la section [J] des exemples explicites,
notamment le cas de la courbe elliptique X(20).

Ce texte est la version longue d'un exposé donné a l'occasion de la
conférence Fonctions L et arithmétique, qui s’est déroulée du 8 au 12
juin 2009 a Besancon. C’est avec grand plaisir que je remercie Chris-
tophe Delaunay, Christian Maire et Xavier-Francois Roblot de m’y avoir
invité, ainsi que pour 'ambiance chaleureuse et la bonne organisation
de la conférence. Je remercie également Laurent Berger, Massimo Ber-
tolini, Hugo Chapdelaine, Pierre Colmez, Henri Darmon, Rob de Jeu,
Olivier Fouquet, Lionel Fourquaux, Matthew T. Gealy, Xavier-Francois
Roblot, Floric Tavares Ribeiro et Stefano Vigni pour des discussions tres
stimulantes sur les fonctions L p-adiques.
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1. La fonction L p-adique

Soit E une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur N. On
note f(z2) = ¥,51 an€?™* € Sy(I'o(N)) la forme parabolique primitive,
de poids 2 et de niveau N, associée a FE.

La fonction L de Hasse-Weil de E, donnée par L(E,s) = L(f,s) =
Yns1 apn”® pour R(s) > %, se prolonge en une fonction holomorphe sur
C. Pour tout caractere de Dirichlet x : (Z/mZ)* - C* (m > 1), la série L
de FE tordue par y, donnée par L(E,x,s) = ¥,51 anx(n)n=s, se prolonge
en une fonction holomorphe sur C.

Soit wp € QY (E/Q) la forme différentielle associée & une équation de
Weierstral minimale de F sur Z. Notons Ag le réseau des périodes de
wg. On définit les périodes réelle et imaginaire pure de E par Agn R =
QL -Z et ApniR = Q- Z, avec Q}, € Ry et Qf € iR,. Il résulte
du théoreme de Manin-Drinfeld et de la théorie des symboles modulaires
[Man72| que L(E, x, 1)/92(_1) est algébrique pour tout x. Notons 7(x) =
Yuc(zjmzy X(@)e? @™ la somme de Gauss de x.

Soit p un nombre premier. Le facteur d’Euler en p de L(FE,s) vaut
(1-app=s+e(p)pt2)t avece(p)=1sip+ N,et e(p)=0sip | N.

On note ord, la valuation sur Q_p qui prolonge la valuation p-adique
usuelle sur Q,. Pour pouvoir définir une fonction L p-adique associée a
E. les conditions équivalentes suivantes doivent étre satisfaites :

(1) Tl existe a € Q,, tel que ord,(a) <1 et 1-aT | 1-a,T +e(p)pT2.
(2) La courbe elliptique E est semi-stable en p.
(3) p> + N.

Supposons ces conditions vérifiées et donnons-nous « vérifiant . La
fonction L p-adique de F, qui dépend de ce choix de «, est construite
par interpolation p-adique de valeurs tordues de la fonction L complexe
de E, au moyen du théoreme suivant.

Rappelons qu'une distribution sur Z; & valeurs dans Q,, est une forme
linéaire continue sur I'espace des fonctions localement analytiques de Z
dans Q,. Fixons des plongements Q- Q_p et Q- C.

Théoréme 1 ([Man73, MSD74]). — Il existe une unique distribution

PEo dordre vy(a) sur Zy, a valeurs dans Q,(a), telle que
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(£,1)

L
1) Jy = (YO ZE

et telle que pour tout n > 1 et tout x : (Z/p"Z)* - Q primitif, on ait

(2) /Z; X()ipa = T((;:) L(ggz’f).

Posons ¢ = p si p est impair, et ¢ = 4 si p = 2. Tout x € Z; s’écrit
de maniere unique x = w(x)(z) ou w(x) est une racine p(q)-ieme de
I'unité dans Z,, et (z) € 1+ ¢Z,. Pour y € pZ, et s € Z,, on définit

(1+y)® = (S) y". Pour s € Z,,, I'application x — (x)* est un caractere

continu de Z; (on peut également montrer que {(z)* = exp,(slog, ), avec

log, : Z% — qZ, et exp, : qZ, S1+ qZ,).

Définition 2. — La fonction L p-adique de E est donnée par

3) LiaB.s)= [ (@) e (seZy).

Pour tout caractere continu x : Z; -~ C;, on pose également

(4) Lya(Boxos) = [ x(@)ah s

On dispose d'une équation fonctionnelle reliant les valeurs L, ,(E, s)
et Lyo(E,2-5s). Posons Wy f =w(f)f, ou Wy est I'involution d’Atkin-
Lehner sur S5(T'g(V)), et w(f) est 'opposé du signe de 1’équation fonc-
tionnelle de L(E,s). On a alors [MTT86l, §17, Cor. 2]

(5) Lp,a(E>S) :_w(f)(N>l_st,a(E72_3) sipt N,
6)  Lya(E,s) = ayu f)<%>1_st7a(E,2 _s) sipl N

Pour tout caractere continu x : Z5 — Cj, on a ¢galement
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(7) LP,Q(E7X7S) = _w(f)X_l(_N)<N>1_SLP,04(E7X_172 - 8) Si p + N,

(8) LP,Q(E7X7S) = apw(f)x_l(_%)(%)1_SLP7Q(E7X_172_S) Si p | N

2. Représentations p-adiques

Si X est une courbe lisse définie sur Q ou sur Q,, la cohomologie étale
p-adique Vx :== H 1(XQ7, Q,) est un Q,-espace vectoriel muni d’une action
continue de Gal(Q,/Q,), ce qui en fait une représentation p-adique.

Le module de Tate p-adique T,E = l(inE[p”] est un Z,-module libre

de rang 2, muni d’une action continue de Gal(Q,/Q,). De plus V,E :=
T,E ® Q, est isomorphe a Vg(1).

La courbe modulaire ouverte Y;(N) et sa compactifiée X;(N) sont
définies sur Q, lisses et géométriquement irréductibles. Par fonctorialité,

les espaces Vy,(n) et Vx, vy sont munis d’une action des opérateurs de
Hecke T,, (n > 1).

Définition 3. — On pose Vy:= Vi, (n)/(Th — an,n > 1).

Grace aux théoremes de comparaison entre cohomologie étale p-adique
et cohomologie de de Rham, on sait que V}; est une représentation p-
adique de dimension 2. De plus, si j: Y1(N) = X;(N) désigne I'inclusion
et ¢ : X1(N) - E est une paramétrisation modulaire, 'application (¢oj)*
induit un isomorphisme Vg =N V. Cependant, cet isomorphisme dépend
du choix de ¢.

Grace au cup-produit, on a une dualité parfaite Vg x Vg - Q,(-1),
d’olt un isomorphisme VZ(1) = Vg(2).

Soit Bgr le corps des périodes p-adiques. Fontaine a montré que la
représentation Vg est de de Rham, c’est-a-dire que Dgr(VE) := (Bar ®q,
V)Gal(Qr/Qp) est un Q,-espace vectoriel de dimension 2. On sait que
Dar(VE) s’identifie & Hz (Eq,) et que la filtration naturelle de Dar (Vi)
correspond a la filtration de Hodge :
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A H(]iR(EQP) si1< 0,
(9) FﬂdeR(VE) = QI(EQP) sig= 1,
{0} sii>2,

Rappelons que Deis(Ve) = (Bes ® Vi) @2l(Q/Q0) g’identifie & un sous-

espace vectoriel de Dgr(VE), et est muni d’un Frobenius ¢. D’apres Saito
[Sai97, [Sai00], on a

2 sip4 N,
(10) dimq, Dais(Ve) =11 sip| N et p> + N,
0 sip?| N,

et le polynome caractéristique de ¢ sur D.s(VE) est donné par

(11) det(1 - ¢T'|Deis(Ve)) =1-a,T + e(p)pT?.

Si E a bonne réduction en p, 'endomorphisme ¢ de Dgs(Vg) est
diagonalisable apres extension des scalaires a Q,(«), ses valeurs propres
étant « et 3 := p/a. Puisque a, € Z, on a nécessairement o # 3.

Si E a réduction multiplicative en p, on a ¢ = o = a, = +1 sur Deis(Vr),
qui est de dimension 1.

Pour n >0 et k € Z, notons

(12) exp, . : Dar(Ve(k)/Qp(Gr)) = H (Qp(Gr), Vi (K))

I'exponentielle de Bloch-Kato associée a Vg (k) vue comme représentation
de Gal(Q,/Q,(¢»)) [BK90, 3.10]. L’application naturelle

Q,(Gn) ® Dar(Ve) = Dar (Ve (k)/Qp(Gr))

a® v at *v

est un isomorphisme, ce qui permet d’identifier ces deux espaces. Via

cette identification, on a Fil' Dag (Vg (k)) = Fil""* Dag(VE) pour 4,k € Z.
Donnons maintenant la dimension des groupes de cohomologie galoi-

sienne associés aux tordues de Vg. Rappelons que pour une représentation
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p-adique V', on note H}(Q,, V') (resp. H}(QP,V), H}(Q,,V)) le noyau
de HY(Q,,V) - H(Q,, B®V) avec B = B! (resp. B = Beyis, B = Bagr).

Notons hl(V) = dimq, H}(Q,, V) pour * € {e, f,g,2}.

Proposition 4. — Si E n’a pas réduction multiplicative déployée en p,
alors h1(Ve(k)) est donnée par la table suivante :

k| he(Ve(k)) | hy(Ve(k)) | hy(Ve(k)) | h'(Ve(k))
L 0 0 0 2

1 1 1 1 2

> 2 2 2 2 2

Si E a réduction multiplicative déployée en p, alors hL(Ve(k)) est donnée

par la table suivante :

k| he(Ve(k)) | hy(Ve(k)) | hy(Ve(k)) | h'(Vi(F))

<0 0 0 0 2

0 0 1 1 3
(14) 1 1 1 1 2

2 2 2 3 3

> 2 2 2 2 2

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser et les résultats de Bloch-Kato
[BK90, Prop. 3.8 et 3.8.4]. L'image de exp,, est H}(Q,, Ve(k)), et son
noyau a pour dimension

(15)  dim Deis(Ve(k))#™! + dim Fil’ Dgg (Vi (k)) - dim VE(k)Gal(@/Qp)
= dim Deyis (Vi) #™" + dim Fil* Dy (Vi) — dim Vig (k) G2(Qw/Qw)

De plus, on a

(16)  hp(Ve(k)) = he(Ve(k)) + dim Deis(Ve(k)) /(1 = ¢) Deis (Vi (k)
= hL (Vi (k)) + dim Do (Vi (k))#~.

Remarquons qu’on a une inclusion naturelle
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(17) VE(k)Gal(@/Qp) > DcriS(VE(k))w:1

v 1®w.

Comme V7 (1) = Vg(2), on a une dualité parfaite en cohomologie galoi-
sienne

(18) Hl(Qpa VE(k)) X Hl(Qpa VE(2 - k)) - H2(Qp7 Qp(l)) = Qpa
pour laquelle H} (resp. H}) est I'orthogonal de H; (resp. H}), d’ou

(19) W' (Ve(k)) = hip(Ve(k)) + by (Ve(2 - k)
(20) h (Ve (k)) = hy(Vp(k)) + he(VE(2 - F)).

I suffit donc de déterminer hl(Ve(k)) et hy(Ve(k)) pour tout k€ Z.

Si E a bonne réduction en p, les valeurs propres « et 3 de ¢ vérifient
|0t|oe = |Blee = /P €t ne peuvent donc étre des puissances de p. Par suite,
pour tout k € Z, on a Deis(Ve)?™" = 0, et aussi Vg(k)Gal(Q/Q) = 0
d’apres . On obtient alors

0 sik<O,
(21)  hE(VE(k)) = hi(Ve(k)) =2 - dimFil* Dar(VE) =41 si k=1,
2 sik>2.

Les formules et permettent de compléter la table .
Si E a réduction additive en p, on a Dgs(Ve) = 0; si E a réduction

multiplicative non déployée en p, on a ¢ = —1 sur Deuis(VE) : dans ces
deux cas, la table reste valable.

Supposons enfin que F a réduction multiplicative déployée en p. D’apres
la théorie de Tate, Vg admet un vecteur non nul invariant sous Galois :

1 sik=0
(22)  dimVp(k)%@ = dim Do (Vp(k))# =1 7 7
0 sik=#0.

La formule (15) montre alors que hl(Vg(k)) est donné par la méme
formule que précédemment, d’ou la premiere colonne de la table . On
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obtient la deuxieme colonne par , et la table complete par dualité,

grace aux formules et . O]

Remarque 5. — Lorsque exp, : Dar(VE(2)) - H'(Q,, VE(2)) est bi-
jective, c’est-a-dire lorsque E n’a pas réduction multiplicative déployée
en p, on peut définir I'isomorphisme réciproque

(23) log : H'(Q,, Vi(2)) = Dar(Ve(2)) 2 Dar(Vs).

La forme différentielle wy = 2im f(2)dz définit un élément canonique,
encore noté wy, dans Fil' Dgg(V;) [Kat04, 9.2.2]. On a un isomorphisme
canonique V(1) = V;(2) et donc une dualité parfaite

(24) Dar(V4(2)) x Dar(Vy) 15 Q.

3. Le régulateur étale p-adique

Les groupes K5 considérés ici sont les groupes de K-théorie algébrique
définis par Quillen.

Soit X une courbe lisse définie sur Q,,. On dispose d'une application
classe de Chern en cohomologie étale continue [Jan88]

(25) chy : Ky(X) > H*(X,Z,(2)).

La suite spectrale ES’ = H*(Qp, H*(Xgq;: Zp(2))), qui converge vers
H** (X, 7Z,(2)), est concentrée en degrés 0 < a,b < 2. Puisque

0 si X est affine,
Z,(1) si X est projective,

(26) H*(Xq;, 2,(2)) = {

on a dans tous les cas ES 2 = 0. De plus, par dualité locale en cohomologie
galoisienne, E22’0 = H?(Q,,Z,(2)) est isomorphe a

(27) Homzp(HO(Q;m(Qp/Zp)(_l))7Qp/Zp) =0.

La suite spectrale dégénere donc en Es et 'on a un isomorphisme
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(28) H*(X,Z,(2)) = H(Qp, H' (Xg;, Z,(2)))-

En composant chy avec , puis en tensorisant par Q, on obtient
I’application régulateur

(29) reg? : Ky(X) @ Q -~ H'(Q,, Vx(2))
o l'on a posé Vx(2) = H'(Xg;, Qp(2))-

Remarque 6. — Dans le cas ou X a bonne réduction, Besser a défini
un régulateur p-adique plus intrinseque, le régulateur syntomique, et a
fait le lien avec le régulateur présenté ici [Bes00al 9.11]. I a également
montré le lien entre le régulateur syntomique et le régulateur de Coleman
et de Shalit défini par intégration p-adique [Bes00bl, Thm 3.

Appliquons ce qui précede a X = Eq,. Grace a I'application naturelle
K> (E) - Ky(Eq,), on obtient

(30) reg” : Ky(E) © Q » H'(Q,, Ve (2)).

Nous venons de définir le régulateur p-adique sur Ky(E). Cependant,
il sera commode d’utiliser un régulateur p-adique défini sur le Ky d’une
courbe modulaire, de la maniere suivante.

Soit Y (N) la courbe modulaire définie sur Q paramétrant les courbes
elliptiques € munies d’un isomorphisme E[N] 2 (Z/NZ)?2. Le morphisme
fini Y (V) - Y1(IV) induit un morphisme de trace Vy-(ny = Vi, (), €t on

(»)

dispose de la projection canonique Vy,(ny = V. En composant regy

et le morphisme induit par Vy-(x) = V}, on obtient

(31) reg? : Ko (Y(N)) ® Q > HY(Qy, Vi(2)).

Maintenant, on dispose dans K»(Y (N))®Q des éléments de Beilinson-
Kato, obtenus comme cup-produits d'unités de Siegel. Plus précisément,
pour tout (a,b) € (Z/NZ)?, on a une unité de Siegel g, € O*(Y(N))®Q

[Kat04, §1]. Pour tout (Z 2) € My(Z/NZ), on peut donc considérer
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(32 (0 3) = s e v (V) 02

Définition 7. — On pose zy = p(I2) = {g1,0.go,1} € K2(Y(N)) ® Q.

Le but de ce texte est d’obtenir une formule explicite pour reggcp )(zN).
Remarquons que si £ n’a pas réduction multiplicative déployée en p, il
est licite de considérer

(33) logreg? : K>(Y (N)) ® Q » Dar(V;(2)).

4. Enoncé du théoréme principal

On suppose dans cette section p? + N. En utilisant le théoreme de
semi-stabilité de V; [Fal02, Tsu99|, on obtient I'admissibilité du -
module Ds(Vy) et donc [Kat04, Thm 16.6(1)] qu’il existe un unique

Na € Dcris(vf) ®Qp Qp(Oé) tel que

(34) e(Ma) =an. et [wyma] =1,

ou le crochet de dualité a été défini en , et ou I'on considere wy comme

un élément de Dar(Vy) 2 Dar(V¢(2)). On peut penser a 7, comme & un

substitut, dans le contexte p-adique, d’une 1-forme antiholomorphe.
Notons (f, f) = %le(N)(C) wy Ay le carré scalaire de Petersson de f.

Théoréme 8. — Supposons p impair et E sans multiplication com-
plexe. St E a bonne réduction en p, alors

ogreg'P (2 = -a —L(E’l)QE-
(35) [l gregy (N)ana] (£1|_1[\71 é) Z(f,f)

(1 —pa‘l)_l(l —p‘lofl)_le,a(E,w_l, 0),

ou le produit porte sur les diviseurs premiers de N. St E a réduction
multiplicative non déployée en p, alors
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L(E,1)Q;
[logreg(p)(zN )y M ] 1-ag .
(=)=
(36) tp
l-« 1
.WLP,Q(EM ,0).
Remarque 9. — Soit ¢ : X;(N) - E une paramétrisation modulaire

de E. Posons ¢*wp = cwy avec c€ Q*. On a

W A Qg = ———— AWE.
U= 22 f){l(N)(C)¢wE ¥"Ws 2¢2 E(C)wE wE

De plus fE(C) WE AWE = —Co${1,, Ol Coo est le nombre de composantes
connexes de E(R). Comme L(E,1)/Q € Q [Man72], on en déduit que
le facteur L(E,1)Q/(i(f, f)) dans et est rationnel et vaut

L(E, 1), 22 L(E.1)

Wff)  codegd Qp
Remarquons que L(E,1)/Q} peut aussi s’exprimer en termes de L, ,(E, 1)
lorsque la réduction est bonne ou multiplicative non déployée.

(37)

Remarque 10. — Kato a donné une formule pour le régulateur com-
plexe de zy faisant intervenir la dérivée en 0 de L(N)(E, s), la fonction L
complexe de E privée de tous ses mauvais facteurs d’Euler [Kat04, 2.6].
La formule obtenue ici pour le régulateur p-adique est similaire : on peut
en effet remarquer que

d

(38) P

—(LM(E,5)) = (T]1-a)L'(E,0).

s=0 ZlN

La présence d’un facteur d’Euler en p supplémentaire dans ) et .
est un phénomene bien connu (comparer avec la formule (2) de [CdSSS]).

Remarque 11. — Le théoreme [§f n’est pas optimal en ce sens que le
membre de droite de (35)) et (36 peut s’annuler : par exemple, s'il existe ¢
premier divisant N tel que a;, = 1. Comme nous le verrons dans les sections
suivantes, la présence des facteurs 1 — a, reflete 'idée que le systeme
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d’Euler de Kato, qui est parfaitement normalisé, I’est en cohomologie
d’Iwasawa, mais pas au niveau des groupes Kj.

Question 12. — Supposons L(E,1) = 0. La trace (voir la section [9]
définition de zy dans K3(F) ® Q est-elle nulle? La méme question
se pose s’il existe ¢ tel que a, = 1.

Remarque 13. — On peut également calculer le régulateur p-adique
de p(M) pour tout M € GLy(Z/NZ) (voir la définition de p(M)).
Cependant, il ne semble pas possible de calculer reggep )(p(M )) avec les
méthodes de cet article lorsque la matrice M n’est pas inversible.

Remarque 14. — Je ne sais pas si le théoreme [§] reste valable dans le
cas ou E est a multiplication complexe. Cela vient du fait que dans ce
cas, la construction (antérieure) du systeme d’Euler par Rubin est de
nature différente : elle utilise les unités elliptiques a la place des éléments
de Beilinson-Kato.

5. Cohomologie d’Iwasawa

On fixe un systeme compatible ({yn)ns0 de racines primitives p"-iemes
de I'unité dans Q,,. Pour n > 0, posons G,, = Gal(Q,((»)/Q,) = (Z/p"Z)*
et Goo = lir_nGn ~ Z;. Pour tout z € Z;, notons o, € G 1’élément corres-
pondant.

L’algebre d’Twasawa est définie par A = Z,[[Ge]] = Im Z,[G,]. On a
une application canonique de G, dans A.

Si T' est un Z,-module de type fini muni d'une action continue de
Gal(Q,/Q,), le groupe de cohomologie d’Iwasawa de T est défini par
HY(Q,,T) = @HI(QP(Cpn), T), ou la limite projective est relative aux
applications de corestriction. Il existe une unique structure de A-module
sur HY(Q,,T") compatible, via les projections naturelles A - Z,[G, ], &
la structure de G),-module de H'(Q,({,»),T") pour chaque n.

Si V est un Q,-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
continue de Gal(Q,/Q,), le groupe H(Q,,V) = HY(Q,,T) ® Q,, ou
T est un Z,-réseau de V stable par Galois, ne dépend pas du choix de
T, et est un A ® Q,-module. On note 7, : H'(Q,, V) - HY(Q,({m), V)
I’application canonique.
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Pour chaque n, on a une forme Z,-bilinéaire

(39)
HY(Qu(Gr). T) % HY(Qu(Gr). T*(1) 2% HX(Qu(Gr). Z,(1)) 2 Z,.
En posant, pour « = (2,)ns0 € HY(Qp, T) et ¥ = (Yn)nso € HH(Q,, T*(1))

(40) (.y) = (2 (o wnpndalo]) €A,

oceGn, n20

on obtient [PR94, 3.6.1] une application Z,-bilinéaire

(41) H'(Q,, T) x H'(Q,, T*(1)) <5 A

qui est A-linéaire a gauche, et A-antilinéaire a droite, c¢’est-a-dire

(, A y) =Nz, y)  (AeA)
ou ¢ est 'involution de A déduite de l'involution ¢ - 0! de G. En
tensorisant par Q,, on obtient

(42) H(Q,,V)xH'(Q,,V*(1)) “2 A0 qQ,.

Si x : Ge = G est un caractere continu, on peut évaluer les éléments
de A®Q, en x, et obtenir un morphisme de Q,-algebres A ® Q, - C,,.
Pour » € HY(Q,,V), y € H(Q,, V*(1)) et x : Go — C; caractere se
factorisant par G,, (n >0), on a

(43) (2, y)(X) = X, (o ma(@), m(y) )nx (o).

oeGyp

L’isomorphisme HY(Q,,T") = lim HY(Qu(Cpn), T/p"T") permet de définir
des isomorphismes

(44) H'(Q,,7) > H'(Q,,T(k))

zZ = (Zn)nzo g Z(k) = (Zn ® C;?ﬂk)nz()-
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ainsi que HY(Q,, V) 2 HY(Q,, V(k)). Notons A = A(k) 'automorphisme
de A ® Q, envoyant [o,] sur z¥[o,] pour tout x € Z%. On a la formule

(45) (A-2)(k) = A(=k)-2(k)  (AeA®QyzeHY(Q,V)).

Rappelons que ¢ = p si p est impair, et ¢ = 4 si p = 2. Le sous-groupe
Gl 21+qZ, de G 2 7 est isomorphe & Z,, engendré topologiquement
par 0., On définit de maniere analogue Z,[[GL]], qui est une sous-
algebre de A. En posant A = (G )tors 2 fe(q), ON & un isomorphisme
canonique Goo = GL, x A et Z,[A] s’identifie & une sous-algebre de A.
Posons

(46) H={> anz" € Qy[[x]];3h > 0,]ay|y = Oposeo(n)}.

n>0

On a un isomorphisme

(47) Z,[[2]] = Z,[[G.]]
z = [ong] = [1].

qui s’étend en un morphisme injectif H - Q,[[GL]]. Notons HL son
image, et posons He = Hl, ®z, Z,[A]. On a des inclusions naturelles

A®QpcHoc Q[Gu]]:
La projection naturelle Ho, — Q,[G,] munit H(Q,((m),V) d'une
structure de H-module. On étend 7, en une application H..-linéaire

(48) Ty - HI(QZM V) ®r2Q, Hoo = Hl(Qp(Cp”): V).

Par extension des scalaires de (42]), on a aussi une application

(49)  (HY(Qp V) ®He) x (HY(Qy V(1)) ® Hoo) 5 Heo

qui est Hoo-linéaire a gauche et H.-antilinéaire a droite (les produits
tensoriels sont pris au-dessus de A ® Q,).

Enfin, si x : Go — C5 est un caractere d’ordre fini, on peut encore
évaluer les éléments de Ho, en x. On vérifie alors que la formule
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reste valable pour z € HY(Q,, V) ® Ho et y e HY(Q,,V*(1)) ® Hoo. En
particulier, on obtient

(50) (z,y)(1) = (mo(x), mo(y))o

pour z € HI(Q,,V) ® He et y e HI(Q,, V(1)) ® Heo.

6. Le systeme d’Euler de Kato

Nous allons détailler la construction par Kato [Kat04, 12.5,13.9] d'un
systeme d’Euler pour la représentation V. En fait, nous ne définirons
que sa partie locale, qui est un élément ZI(<p a)to e HY(Q,, V}).

Considérons la tour infinie des courbes modulaires Y (Np™), avec n > 0.
On dispose de morphismes finis Y (Np"*') - Y (Np"), qui induisent des
morphismes de trace Ky(Y (Np™)) — Ko(Y(Np")) et Vi (npme1y(2) -

Vi (vpn)(2). On a un diagramme commutatif

()
By (Npn+l)

(51) K (Y (Np™1)) @ Q HH(Qp, Vy (1) (2))

tracel i trace
reg(P)

Ks(Y(Np)) ® Q — Y HI(Q,, Ve (2)).

D’autre part, on a un morphisme fini Y (Np") - Y1(N) ® Q((n) et par
le lemme de Shapiro, on a un isomorphisme

(52) H'(Qp, Vi, (n)2q(c,n) (2)) 2 H(Qp(Gr ), Vi () (2)).

En utilisant la trace Vi (npm) = Vi1 (n)eQ(e,n) €t I'isomorphisme , on
obtient un morphisme

(53) HY(Qp, Ve (vp) (2)) = HY(Qu(Gm), Vi) (2)).

En composant et (53)), on obtient un diagramme
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(54) (Y (Np't)) —= HH(Qp(Grt), Vi) (2))

trace i l cores

K(Y(Np")) —— HY (Qp(Gr), Vi () (2))-

Le point fondamental est la commutativité du diagramme (54). Pour
obtenir un élément de H*(Q,, Vy,(w)(2)), il suffit donc de fabriquer une
famille d’éléments de K,(Y (Np")) compatible pour la trace.

Proposition 15 ([Kat04], 2.3). — La famille (znpn )ns1 d’éléments de
Ky(Y(Np™)) ® Q est compatible pour la trace.

Remarque 16. — Dans les calculs, il faut faire attention a ce que zy
n'est pas égal a la trace de zy, lorsque p + N. C’est la, d’ailleurs, la
propriété clé d’un systeme d’Euler (voir la formule (91))).

Pour chaque n, le groupe GlLo(Z/Np"Z) agit par automomorphismes
sur Y(Npn). Ces actions sont compatibles via les morphismes canoniques
GL2(Z/Np“tZ) —» GLo(Z/NpnZ) et Y (Np*tt) - Y (Np"). Pour tout
a € SLy(Z), la famille (a*zypn )ps1 d’éléments de Ko(Y (Np™)) ® Q est
donc encore compatible pour la trace.

Définition 17. — On note z](f,’zl(2) e H'(Qp, V3, (nv)(2)) I'image de la
famille (a*zypn )ns1 par le diagramme . De plus, on note 2}2(2) €

H'(Q,, V¢(2)) I'image de z](f,))a(Q) par le morphisme induit par Vy, (n)(2) —
Vi(2).

Compte tenu des isomorphismes , on dispose en fait d’éléments
zj(cpo)l(k) e HY(Q,,V;(k)) pour tout k € Z. Il reste a les normaliser. Pour
cela, Kato utilise la structure de A-module de H(Q,, V}).

La classe de la forme différentielle wy = 2im f(2)dz définit un élément
de H'(Y1(N)(C),C). Cet espace vectoriel est muni d’une appplication
C-linéaire ¢*, induite par la conjugaison complexe ¢ sur Y;(N)(C). Pour
z € HY(Y1(N)(C),C), posons z* = (z + c*x).

Définition 18. — On pose Viq = H'(Y1(N)(C),Q)/(T, —an;n > 1).
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On a dimq V},q = 2 et par les théoremes de comparaison, on peut voir
Vr.q comme une Q-structure du Q,-espace vectoriel V. De plus, on a un
isomorphisme Vyq ®q C 2 HY{(Y1(N)(C),C)/(T,, — an;n > 1).

Définition 19. — On note g € Vg 'unique élément vérifiant

(55) [wr] =75 ®Qp + 7 ®Q
ol [wy] désigne I'image canonique de wy dans Vg ® C.

Soit H1(X1(N)(C), ptes, Z) le groupe d’homologie relative de X;(N)(C)
a support dans les pointes. On a une dualité parfaite

(56) Hi(X,(N)(C), ptes, Z) x H-(Y (N)(C),Z) - Z

ou H} désigne le groupe de cohomologie a support compact. Apres ex-
tension des scalaires & C, I’application est donnée par I'intégration.
On dispose également de la dualité parfaite de Poincaré

(57) H'(Y1(N)(C),Z) x H:(Yi(N)(C),Z) ~ Z.

Apres extension des scalaires & C, l'application est donnée par
(W, ) = [y, (wycyw A - On déduit de et un isomorphisme

(58) U : Hy(X1(N)(C),ptes, Z) - H'(Y1(N)(C), Z).

Définition 20. — Pour tout « € SLy(Z), notons {(«) la classe du che-
min {a0,aco} dans Hy(X;(N)(C),ptes,Z) et posons

(59 5(0) = W(§(a™)) € H'((N)(C), 2).
De plus, notons d¢(a) I'image de 6(«) dans Vq.

Dans les notations de [Kat04l, 5.5,6.3], on a d(a) = o1 5(2,1, ) et
d7(a) =0(f,1,a). La théorie des symboles modulaires [Man72] montre
que le groupe H(Y1(N)(C),Z) est engendré par les §(«) lorsque «v par-
court SLo(Z). En particulier, les d¢(a) engendrent le Q-espace vectoriel

Viq.
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Définition 21. — On pose = [Ty nep 1 — al20;" € A, o le produit
est étendu aux diviseurs premiers # p de N.

Kato montre [Kat04, 12.5,13.9,13.10] qu'il existe une unique applica-
tion Q,-linéaire

(60) Vf - Hl(Qp, Vf)
v 2P
vérifiant
(61) oy =2 (aeSLy(2)),

Définition 22. — On pose zl(f;to = z%) e HY(Q,, Vy).

La propriété fondamentale du systeme d’Euler de Kato est son lien
avec la fonction L p-adique de E. Plus précisément, Kato montre que la
fonction L p-adique de E est 'image de zl(fgto(Q) par un homomorphisme

de A ® Q,-modules

(62) L,:HY(Q,,V;(2)) > Heo.

Ce point de vue donne en fait une nouvelle construction de la fonction
L p-adique de E (il est intéressant de noter qu’aucune hypothese n’est
faite sur le type de réduction de E en p). Le morphisme £, que 'on peut
voir comme une extension de I’application logarithme définie en (23)), est
défini a l'aide de I'exponentielle de Perrin-Riou. La section suivante est
consacrée a la définition et aux propriétés de £,,.

7. Exponentielle de Perrin-Riou

Nous travaillerons dans cette section avec la représentation Vg, mais
il est bien stir possible de remplacer Vg par V.

Notons I's, = Gal(Q,/Q,((y~)). D’apres [PR92] 2.1.4], on peut iden-
tifier Vfg = a un sous-A ® Q,-module de H'(Q,, V). Perrin-Riou a défini
une application exponentielle
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(63) QVE : Dcris(VE) - (Hl(Qpa VE)/V]_};OO) ®A®Qp Hoo
qui interpole, en un sens que nous préciserons plus tard, les applications
exp,, , pour tout n >0 et k > 1. Nous ne détaillerons pas ici la définition
de Qy,,, pour laquelle nous renvoyons a [PR99] et [PRO1].

Pour 7 € Deis(VE), on peut alors poser

(64) Ly HY(Qp, Vi(2)) = Hoo
= (, Qv (0)),

ou (-,-) est le crochet de dualité pour la représentation V' = Vg(2).
Cette définition est licite car VEE = est de dimension finie sur Q,, donc de
torsion dans H!(Q,, V). Par linéarité a gauche de (-,-), 'application £,
est un morphisme de A ® Q,-modules.

Le théoreme suivant est un cas particulier de la loi de réciprocité ex-
plicite, conjecturée par Perrin-Riou et démontrée par Colmez [Col98].

Théoréme 23. — Supposons que p est impair et que E n’a pas réduction
multiplicative déployée en p. Alors pour tout x € HY(Q,, Vi (2)) et n €
Dcris(vE); on a

(65) L,(x)(1) = [logmo(z), (1 -p~ ™" ) (1 = ) ']
avec [*, ] : DdR(VE(z)) X DdR(VE) g Qp’
Remarque 24. — Le fait que la réduction de E n’est pas multiplicative

déployée assure que log mo(x) est bien défini et que 1-y est inversible sur
D.is(VE), ce qui montre que (65)) a bien un sens. Dans le cas multiplicatif
déployé, il devrait étre possible également de calculer £, (z), puisque la loi
de réciprocité de Colmez s’applique a toute représentation de de Rham.

Plagons-nous sous les hypotheses du théoreme 23] Aucune puissance
de p n’est alors valeur propre de ¢ sur Dg;s(VEg) et cela entraine Vlg ==
[PR94, 3.4.3].

Soit 1) € Deyis(Vi). Posons g = (1+x) ®n € H®q, Duis(VE). Nous allons
définir les objets intervenant dans la construction de Qv (1) = Qy,(9).

Le Frobenius ¢ : H - H est le morphisme injectif d’anneaux défini par
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p(f)=f((A+z)P-1)  (feH).

I existe une unique application Q,-linéaire ¢ : H — H telle que

¢(¢(f))=%<2f(§“(1+x)—l) (f e H).

On vérifie que ¥(1+z) =0, ce qui fait que g € H¥"0® Deis(VEg). De plus
1 o p =idy. Notons ® l'opérateur ¢ ® ¢ sur H ® Dis(VE).

Lemme 25. — Il existe Gg € H ® Deis(Ve) tel que (1 -®)Gq = g.

Démonstration. — En posant n = (1 — ¢)n’ avec 1’ € Duis(VEe), on a
g=(1-®)(1®n')+x®n. La série

(66) E)‘P”(x@n) = 2%90”(1’) ® ©"(n) = 2}((1 +2)”" -1)® ¢"(n)

n—+oo

converge dans H ® Dis(Vg) puisque (1+z)P" -1 —— 0 dans H et que
©™(n) est bornée dans D;s(VE). En notant F' la somme de cette série,
ona (l1-®)F=x®net donc Go=1®n + F convient. O

L’anneau ‘H est muni d’une dérivation D définie par

(67) Df=1+xz)f'(z)  (feH).

On a Dy = ppD et D = pDi. De plus D : H — H est surjective et
ker D = Q,. On en déduit que D est un isomorphisme sur H¥=C. On
étend D & H ® Deyis(VE) en posant D =D ® 1.

Lemme 26. — Il existe une famille (Gy)kez de H ® Deis(VE) telle que
pour tout k € Z, on ait DGy, = G4y et (1-p*®)(Gy) = g.

Démonstration. — On remarque que Dg = g et que D(1 - pF®) = (1 -
pPI®)D pour tout k € Z. Par conséquent, pour tout k > 1, 1’élément
G}, = DFGy vérifie bien (1 - pF®)Gy, = g.

Pour les entiers k£ < 0, raisonnons par récurrence. Supposons (1 —
pF®)Gy = g avec k < 0. Comme D est surjective sur H, il existe G €
H ® Duis(Vie) telle que DGy = Gy. Alors (1 —pk‘lé)ék_l — g est an-
nulé par D, donc est de la forme 1 ® 0 avec 0 € D.(Vg). En écrivant
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0= (1-pklp)d, ce qui est possible car les valeurs propres de ¢ ne sont
pas des puissances de p, on vérifie que Gp_1 = G_1 — 1 ® 0’ convient. [

Remarquons que 7 = g(0) = (1 - ¢)Go(0). On étend ¢ & H @ Deris(Vir)
en posant 1) = ¢ ® 1. Pour k € Z, on a alors ¥(g) = (1 — pF®)Gy, =
P(Gy) - (p* ® )Gy et donc

(68) W(Gr) = (e p)Gr  (keZ).
En suivant [PRO1), 5.2.2], définissons =, € Q,(({pn) ® Deris(VE) par

(69) Bk = (P"F V@GR (Gr—1)  (n21,keZ).

Par construction de Qv (n) = Q. (¢), on a

(70) ﬂn(QVE(ﬁ)(k)) =(-1)*(k-1)! eXPy, 1, En,k (n,k>1).

C’est en ce sens que {1y, interpole les applications exp,, , avec k > 1. Pour
obtenir des informations sur Fn(QVE (n)(k)) lorsque k£ <0, on a recours a
la loi de réciprocité explicite démontrée par Colmez [Col98|. Pour n >0
et k € Z, introduisons I'exponentielle duale

(71) exp;, .+ H'(Qp(Gr), Vi (k) = Dar(Ve(k)/Qp(Gr)),

obtenue par dualité a partir de exp,, 5 ;. La loi de réciprocité énoncée
dans [PRO1], 5.3.2] donne alors

1) epm (@) = SyEee (02 Lk<0)

Pour n =1 et k=0, on obtient en particulier

(73) expy o1 (Qv, (1) =E10= (p' ®@ 9 )Go(¢ - 1).

Lemme 27 — Pour tout n >0, on a un diagramme commutatif
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exp”

(74) HY(Qp(Cpr1), Vi) — Qu(Gpre1) ® Dar (V)

cores i \L tr®l

HY(Qp(Gn), Vi) —22 Q) ® Dar(Vie)

Notons tr la trace de Q,(¢,) ® Dar(VEe) & Dar(Ve). En appliquant le
lemme précédent, il vient

exp” mo(Qy, (1)) = exp” coresm (v, (1))
=tr(p ' @0 )Go(( - 1)
(75) =p o (trGo(Gp - 1)).

En évaluant en x = 0 'identité

(0@ )Go=2 T Go(C(L+x) 1),

Cepp
il vient
(¥Go)(0) = ECZ Go(¢-1).

En évaluant aussi en 0, on obtient alors

2(Go(0)) = (Go)(0) = %(tr GGy~ 1) + Go(0))

En reportant dans et en tenant compte du fait que Go(0) = (1-¢)~1n,
il vient

exp” mo(Qp (1) =p ¢ pp - 1D(1-9) 'y
(76) =(1-p )1 -¢) .
Nous pouvons finalement donner la démonstration de la formule (65]).

Soit x e HY(Q,, V£(2)). En utilisant la définition de L, ainsi que la
formule d’évaluation , il vient
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Ly(x)(1) =z, Qv (m)(1)
= (mo (), 70 (v (1)) )o
= [log mo (), exp” mo (v, (1)) ]
par définition de exp*. On conclut grace a .

8. Démonstration du théoréme principal

Commencons par énoncer le théoreme de Kato, qui va nous permettre
de démontrer le théoréme

Théoréme 28 ([Kat04], 16.6). — Supposons E sans multiplication com-
plexe, et soit zl(g)m le systeme d’Fuler de Kato défini dans la section Ia
Soit 1o € Deis(Vy) ®q, Qp(a) comme en . Alors pour tout caractére
continu X : Goo 22y -~ C, on a

(77) Lya( B, xw™,0) = £, (22),(2)) (x).

Notons que comme Yy est arbitraire, le théoreme de Kato donne en fait
une expression de toutes les valeurs spéciales de L, ,(E, s), en termes du
systeme d’Euler zl(f;to.

Choisissons aq,as € SLy(Z) tels que d(a)™ # 0 et dp(ag)™ # 0, et

écrivons vg € Vi q sous la forme

(78) vE =b10p(a1) + b0 (a2)” (b; € Q).

Rappelons que zl(fa)to = z%) (définition ) et donc

(79) o (2) = izl (2) + bz, (2).

(p) -
2y Vis-

Le lemme suivant étudie le comportement de I’application v ~
a-vis de la conjugaison complexe.

(r) _ (p)

Lemme 29. — PouryeViq, onaz. =-0-12y " .
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Démonstration. — 1l suffit de le montrer pour v = §;(a) avec o € SLy(Z).

En posant € = on a c.é(a) = £(a') avec o = eae. Puisque la

-1 0

0 1)

conjugaison complexe sur X; (V) (C) renverse 'orientation, on a ¥(c,vy) =

—c*W(y) pour v € HI(X;(N)(C),ptes, Z). Par suite c*d¢(a) = -d7(c).
Il reste a montrer que 25(;’ za,) = a_lzép za). Comme p n’est pas diviseur de

zéro dans A, et grace a la propriété 1’ il suffit de montrer z](cpo)é, =0 z](cpo)é.

Comme les unités de Siegel vérifient g_, _ = g, pour tout a,b, il vient
€*Znpn = ZNpn POUT tout n, et donc

(80) reggf()an)((o/)*szn) =¢ reggf()an)(a*szn).
Or le morphisme 7 : Y(Np") - Y1(N) ® Q((pn) vérifie moe = 0_j o,
ou l'on a noté oy = -1 € (Z/p"Z)* = Gal(Q({n)/Q). On en déduit

z](\f’)a, = 0_121(5’,)0[ et le résultat. O

Pour z € H'(Q,, V;(k)) (k € Z), posons z* = 3(z + 0_12). D’apres le

lemme , on a ziﬂ’) = (z§” ) pour 7 € Viq. Remarquons que d’apres

(45), on a z(2)* = 2*(2) pour z e HY(Q,, V). Il suit

(81) 2D00(2) = b (27, (2)) +ba(2,,(2)"
Appliquons maintenant my : HY(Q,, V¢ (2)) - HY(Q,, V#(2)). Comme
mo(0-12) = m(2) pour z € HI(Q,, V;(2)), on obtient

(82) 70 (240 (2)) = bomo(257,.,(2)):

Ecrivons 0;(I5) sous la forme

(33) 55(1) = bios(an) +dg(an)” (B eQ),
En remplagant g par d¢(I>) dans le raisonnement ci-dessus, on obtient
une formule analogue a , a savoir

(84) 702501 (2)) = 0257, (2)).
En combinant et (84)), il vient donc
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bl
(85) (21 (2)) = gm0 (0(2)

Lemme 30. — Pour a€SLy(Z), on a

(86) mo(2\(2)) = (el;[\fl —ag)ﬂo(zgfza)(Z)).

Démonstration. — En tordant deux fois vers la droite la propriété

grace a , on a

(87) 2(2) = (- 20,))(2) = p(-2) - 577, (2)

avec f1(=2) = Ty N pep 1 - aco,t. 1l reste & appliquer my et & remarquer que

71'0(/1(—2))21_1@]\[1—&@. D
P

En appliquant le lemme |30| a o = I, et compte tenu de , il vient

(39) ) = (IT1 00 (22

Dans , le membre de gauche est lié au régulateur p-adique, tandis
que le membre de droite va donner la fonction L p-adique, grace au
théoreme de Kato.

Considérons le membre de gauche de . Par définition de zj(cp 1)2, on a

(89) ﬂ-O(Z}(C],)I)Q (2)) = reg;p) (tl“y(Np)_,y(N) (ZNp) )

Lemme 31. — On a

(1-ay+p)reg?’ (zx) sip+N,
(90)  reg!? (try (wpy-v(v) (2ap)) = "y ! :
reg; (zn) sip| N.

De plus 1 -a,+p=(1-a)(l-pa™t) sip+ N.
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Démonstration. — Si p divise N, alors try (np)-v(n)(2np) = 2y d’apres
[Kat04! 2.3], d’ou le lemme dans ce cas.
Si p + N alors d’apres [Kat04], 2.4], on a

(91) try(Np)eY(N)(ZNp) = (1 - T’(p) (1(/)]7 (1)) +p (1ép 1(/)])) )ZN7

ou T"(p) est l'opérateur de Hecke sur Y (N) défini en [Kat04, 2.9].
1/p 0\
0 1

5.4], donc a, sur V. Puisque le caractere de f est trivial, 'automorphisme

L’opérateur T’(p)( induit P'adjoint de T}, sur Vy,(n) [Kat04,

0 1/p
p-adique aux opérateurs de Hecke et aux automorphismes, on trouve la

1 0\. .. o o tes s . .
( [P ) induit I'identité sur V. Par compatibilité du régulateur étale

formule annoncée.
La derniere assertion résulte du fait que 1 -a, +p = det(1 - ¢) =

(1-a)(1-7) avec aff = p. O

Calculons maintenant la constante rationnelle b} /b, dans (88). Remar-
quons que 07(I3)™ = (by/ba)v% et donc

by, (6;(12)"

by <7E7 Wf>

ou 'on consideére wy comme un élément de H(Y;(NV)(C),C), et ot I'ap-
plication (-,wy) : Vy.q = C est induite par (57).

Lemme 32. — On a

(93) (04(I2)",wr) = =L(f,1)

Démonstration. — Remarquons que £([2) = {0,00} est invariant par la
conjugaison complexe, donc 67(I2) = d7(12)~. On a alors

94 5],w:f 5]/\w:fw
(94) (07(12),wy) Yl(N)(C)(z) I

par définition de la dualité de Poincaré. Un calcul classique [Man72]
donne [~ 2imf(z)dz =-L(f,1), d’olt le résultat. O



REGULATEURS p-ADIQUES EXPLICITES 29
Lemme 33. — On a

(95) (i wy) = %(f,f>-

Démonstration. — Remarquons que c*wy = wy. D’apres la définition
de vg, on a

_ 1 1
(96) 7E=Q_wa =E(Wf_wf)
et par suite
(97) (1707) = 5 T Aws = =, f)
w = —W W =— .
PYE? f 2QE Y1(N)(C) f f Q]_E )

On déduit de et des lemmes [32| et |33| que

b’Q_L(E,l)QE
(98) T

Enfin, considérons le terme mo (2, (2)) dans .

Proposition 34. — On a

l1-« B
99)  [ogm(:io(2):me) = 7= 5= Lna( B, 0),

Démonstration. — Par le théoreme [23| appliqué a x = zka0(2) et 1 =14,
on a

1-pla-t
(100) L4 (50(2)(1) = [logmo(50,(2)). —5———11a.
Le théoreme [28de Kato pour x = 1 entraine £, (ZI((pgto(Q))(l) =L, o(E,w™,0),
d’ott le résultat. O

En mettant ensemble , , , le lemme et la proposition
34, on obtient le théoreme [§
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9. Exemples explicites

Le théoreme (8] montre un lien entre L, ,(E,w™,0) et le régulateur
p-adique de zy € Ky(Y(N)) ® Q. Puisque le régulateur étale p-adique
est compatible aux morphismes de trace associés aux morphismes finis
et localement libres, il est naturel de chercher une formule exprimant
L,.(E,w™,0) comme le régulateur d'un élément explicite de K»(E)®Q.

En général, la paramétrisation modulaire ¢ : X;(N) - E est difficile
a calculer explicitement. De plus, et c¢’est la une difficulté plus sérieuse,
la trace est une opération hautement non triviale au niveau des groupes
K. 1l existe un algorithme pour la calculer [RT83], mais il ne semble pas
raisonnable de pouvoir espérer I'utiliser lorsque le degré de ¢ est grand.
Nous devons donc nous contenter de cas particuliers.

Auparavant, nous montrons qu’il est quand méme toujours possible de

calculer la trace de zy dans K3 (Yy(N)) ® Q.

Proposition 35. — Soit m: Y(N) — Yo(N) le morphisme canonique,
et u=m.g10. On a la formule

2
p(N)?
ot o(N) est Uindicatrice d’Euler de N, et Wy est Uinvolution d’Atkin-
Lehner sur Xo(N).

(101) trY(N)ﬁYo(N)(ZN) = {U,WNU},

Démonstration. — Soit v = m,go 1. Notons 7 = mg o m; avec w1 : Y(N) —
Yi(N) et mp: Y1(N) - Yo(V). Rappelons que Y1 (V) (resp. Yo(N)) est
le quotient de Y (V') par le sous-groupe suivant de GLo(Z/NZ) :

v ol e 3

D’autre part, les unités de Siegel vérifient g, p|v = gap)y POUr tout a,b €
Z/NZ et v e GLy(Z/NZ). On en déduit que go; est invariante par I'y,
d’ott go1 = mfw avec w e O*(Y1(N)) ® Q. Alors

(103) (m1)x2n = {(71) 21,0, 0}
D’autre part
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(104) T (m)«g10= [ o
ae(Z/NZ)*
beZ/NZ
est invariante par I'g, d’olt 7} (m1).91,0 = 7*g avec g € O*(Yy(N)) ® Q.
Par injectivité de 7}, on a (m1).g1,0 = 75 g, d’olt

(105) T2y ={g, (mo)w}.

On a en fait

(106) u=(m0)«(m1)g1,0 = (70) 759 = g ® (degmo)

et aussi
(107) v = (m0)«(71)+90.1 = (70)«(m1) 1w = (70) s w ® (deg 1),
d’ou 'on déduit

1
degm

(108) TYZN = {u,v}.

Insistons sur le fait que la formule , qui peut sembler naturelle a
premiere vue, est particuliere au symbole zx = {g1.0, 901}

On adegm = card(To/{+L5}) = Np(NN)?/2. Pour montrer (101)), il suffit
donc d’établir que v = (Wyu)®, ou encore

(109) W) =u(n)Y (rep)

ou h désigne le demi-plan de Poincaré, et 1'égalité étant entendue dans
C*® Q. En notant v : h - Y (N)(C) I'application canonique, on a d’une
part

(110) u(r) = (mu)(w(r) =( [T g1 (@(r))

’yEFo/il

= H ga’b(y(T))w(N)/?

ae(Z/NZ)*
beZ/NZ
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) 0 -1
D’autre part, on a v(-1/7) =0 -v(7) avec o = Lol et donc

(11 o) = @) =TT goabo) (V)

~velo/+1

= H ga70(V(NT))N¢(N)/2.
ac(Z/NZ)*

En utilisant I’expression des unités de Siegel en termes de g¢-produits
[Kat04! 1.9], on montre que

(112) gao(W(NT)) = ] gap(v(7))  (7€h)

beZ/NZ
(comparer avec [Kat04] 2.12]), ce qui acheve la preuve. ]
Remarque 36. — Supposons N premier. Comme le signe de I’équation

fonctionnelle de L(E,s) est ay, on a toujours (1 —ay)L(E,1) =0 et le
membre de droite de (35]) est nul. La proposition confirme ce fait :
puisque Xo(/N) n’a que deux pointes 0 et oo, qui sont échangées par Wy,
I'unité modulaire Wyu est de la forme A\/u avec A € Q*, et la trace de zy
est proportionnelle & {\,u} (on peut montrer que A = N*(M)/2 mais ce
n’est pas essentiel ici).

Par une construction de Bloch [Nek94, 7.4], on peut ajouter au sym-
bole {u, Wyu} € K3(Yo(N)) ® Q de la proposition [35| des symboles de la
forme {\,w}, ot A est une constante et w est une unité modulaire, de
maniere a obtenir un élément {u, Wyu}' € Ko(Xo(N)) ® Q.

Définition 37. — Si ¢g : Xo(N) — E est une paramétrisation modu-
laire, posons

2
¢(N)?
On déduit du théoreme [§| et de la proposition [39| la formule suivante

pour le régulateur p-adique de zpg4,. On suppose p? + N. Soit ng,
I'unique élément de Deis(VE) ® Q,(a) tel que

(113) 2560 = (60):( {u, Wyu}') ¢ Ko(E) ® Q.



REGULATEURS p-ADIQUES EXPLICITES 33

(114) ©(NB.a) = MEq et (W, NEa] =1

ou l'on considere wp comme élément de Dgr(Ve) 2 Dar(VE(2)). Posons
pywe = 2imcf(2)dz avec c € QF, et notons ¢ le nombre de composantes
connexes de F(R).

Théoréme 38. — Supposons p impair et E sans multiplication com-
plexe. St E a bonne réduction en p, alors

(115)
L(E, 1
[logreg(p)(zE¢0) NEol = (Hl ag) ( . )
Coo “|N Q5

~(1-paH1(1 —p‘lofl)_le,a(E,w_l, 0),

Si E a réduction multiplicative non déployée en p, alors

L(E,1
[logreg(p)(zE,%)anEa =— (Hl (lz) (Q+ )
Coo {|N

(116) tep
1-« 1
.WLIW(E,@U ,0).
Démonstration. — Prenons ¢ = ¢g o mg : X1(N) = E avec 7y : X1(N) -
Xo(N) le morphisme canonique. Notons ¢, : V; = Vg I'isomorphisme
induit par ¢, et transportons les formules et dans Vg. Par
compatibilité du régulateur aux morphismes de trace, on a

(117) oR reggf’)(zN) = reg? (25,4, ).

D’apres ¢*wp = cwy et comme ¢, o ¢* est la multiplication par deg¢
dans Vg, donc dans Dggr(Vg), il vient ¢p.ws = (deg ¢/c)wg et donc ngq =
(deg ¢/c)punq. En tenant compte de ([37)), on obtient les formules an-
noncées. O

Donnons quelques exemples ou zg 4, est non nul et peut étre explicité.
D’apres la formule pour le régulateur complexe de zp 4, montrée par
Kato, on a zg ¢, # 0 dés que les deux conditions suivantes sont remplies :
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(1) Pour tout diviseur premier ¢ de N, on a ay # 1.
(2) Ona L(E,1) #0.

Pour ne pas avoir a calculer de trace dans K5, considérons le cas ou ¢q
est un isomorphisme, c’est-a-dire le cas ot E = X((V). Ces courbes ellip-
tiques ont été étudiées en détail par Ligozat [Lig75]. La courbe Xo(N)
est de genre 1 pour douze valeurs de N :

(118) N e {11,14,15,17,19, 20,21, 24, 27,32, 36, 49}.

Pour ces courbes, la condition ({2]) est toujours vérifiée et la condition
est vérifiée pour six valeurs de N :

(119) (V| N,ap#1) < N €{20,24,27,32,36,49}.

Parmi ces six courbes, Xy(20) et Xy(24) sont sans multiplication com-
plexe. Elles sont données par les équations minimales sur Z suivantes :

(120) X0(20) : y* = 2% + 2% + 4o + 4,
(121) Xo(24) 12 = 2% - 2* —dw + 4.

Considérons la courbe E = X((20). Un calcul explicite assez long donne

(122) u= (;x—_fl))ébg

(z-—y+2)(z-4)2 )®Z_l

123 Waou =
(123) 201 (:UZ(x2+5y+7x+6) 3

De plus, en posant zp = zpg,, les techniques de Goncharov et Levin
[GL98| permettent de montrer

1
(124) zEzg{x,y+2x+2}'eK2(E)z®Q.

On a ¢ =1 [Lig75, 4.2.7.1], ceo =1, a2 =0, a5 = -1 et L(E,1)/Q% = 1/6.
En appliquant le théoreme |38, on obtient donc
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[logreg

(126)

[logreg
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2L, (E,w™t,0)

(P)
2r+2 al = #2,5),
E {l‘,y‘l' T+ }777E, ] (1—]90[_1)(1—]9_10(_1) (p )
)
P {2,y +22+2),p0] = 5 Lpa(E,w™,0) (p=5).

3

Pour terminer, signalons le cas N =64 : la courbe X((64) n’est autre

que la quartique de Fermat et la trace de zg; définit un élément de
K3 (Xo(64)) ® Q. D’apres la formule complexe de Kato, cet élément est
non nul. Il serait intéressant de calculer son régulateur p-adique.
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