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Ce texte est issu du cours d’introduction a la théorie quantique des
champs que j’ai donné dans le DEA de Physique Théorique Rhone-Alpin
jusqu’en 2002. Certaines parties sont largement inspirées du cours de mon
prédécesseur, Georges Girardi. Il est incomplet, il manque le chapitre consacré
aux divergences ultra-violettes et a la renormalisation. Il contient encore
certainement des erreurs diverses. Je serai tres content si on m’en signale
(francois.delduc@ens-lyon.fr).

1 Systemes continus, champs classiques

Dans une premiere partie de ce cours nous allons étudier la théorie des
champs classique, c’est-a-dire non quantique (la constante de Planck # est
nulle). La caractéristique principale d’'une théorie des champs est qu’elle
possede une infinité continue de variables dynamiques. Jusqu’ici, la plupart
des systemes de mécanique que vous avez étudiés comportaient un ensemble
fini ou discret de variables dynamiques ¢;(¢). En théorie des champs, les va-
riables dynamiques dépendent d’un ou plusieurs parametres continus

¢i(t) — q(t, ). (1.1)

En général, le parametre continu x pourra étre interprété comme une coor-
donnée d’espace, et on a donc une variable dynamique en chaque point de
I’espace, que l'on appelle un champ. Il nous faudra donc adapter a ce cas le
formalisme ordinaire de la mécanique classique. Nous étudierons successive-
ment le point de vue Lagrangien (action, principe du minimum) et le point
de vue Hamiltonien (espace des phases, équations de Hamilton).

Bien entendu, vous connaissez déja plusieurs exemples de théories des
champs. La plus fameuse est 1’électromagnétisme. Dans ce cas, les variables
dynamiques sont contenues dans le champ électromagnétique A, (¢, 7). Les
équations du mouvement, c’est-a-dire les équations de Maxwell, peuvent étre
obtenues par un principe d’action. En fait, le grand succes de la théorie
des champs quantique est d’avoir permis de décrire I'interaction matiere-

rayonnement dans le cas quantique relativiste. Les principaux développe-



ments de la théorie des champs quantique avant guerre (Dirac, Fermi, Hei-
senberg, Pauli) et apres guerre (Schwinger, Tomonoga, Feynman, Dyson) se
situent dans ce cadre. La description obtenue est un développement per-
turbatif en puissances de la constante de structure fine, qui reproduit avec
une extraordinaire précision les données expérimentales. Nous verrons qu’en
électrodynamique quantique, ce n’est pas seulement le rayonnement qui est
décrit par un champ, mais aussi la matiere.

Un autre exemple simple de théorie des champs est 1’acoustique. Dans
ce cas, le champ mesure 1'écart d'un petit élément du gaz par rapport a
sa position d’équilibre. A la différence de I’électrodynamique, 'utilisation
d’un champ continu en acoustique est une approximation, qui n’est valable
que pour des ondes de longueur d’onde tres supérieure au libre parcours
moyen des molécules du gaz. Comme dernier exemple, citons 1’hydrodyna-
mique. Dans ce cas, on étudie le champ des vitesses au sein du fluide en
mouvement, qui satisfait a I’équation de Navier-Stokes. Contrairement aux
exemples précédents, dans ce cas I'énergie n’est pas conservée, mais dissipée
a courte distance du fait de la viscosité.

1.1 Quelques rappels de mécanique analytique

On considere un systeme mécanique dont la position est décrite par un en-

semble fini de coordonnées généralisées ¢ = (¢, - - -, qn ). On supposera que la
dynamique de ce systeme peut étre obtenue a partir d'un Lagrangien L(q, g, t)
qui dépend des coordonnées ¢ et des vitesses ¢ = (d1,- -, q4n), et peut aussi

dépendre explicitement du temps. L’action du systeme est l'intégrale du La-
grangien entre 'instant initial et I'instant final

Sl = [ Lla.(0).1) (12)

L’action est fonction de l'ensemble des valeurs que prennent les fonctions
qi(t) entre les instants ¢; et to. C’est une fonction des fonctions ¢;(t), et on
dit que S est une fonctionnelle de ¢;(¢). C’est bien str une généralisation
de la notion de fonction d’un ensemble discret de variables. Notons que le
Lagrangien est une fonction des positions ¢ et des vitesses ¢ a un instant
donné t, ce n’est pas une fonctionnelle. Supposons que l'on considére une
variation infinitésimale de la trajectoire

qi(t) — qi(t) + 6qi(1), 0qi(t1) = dqs(t2) = 0, (1.3)



au premier ordre dans la variation d¢;(t), la variation de l'action s’écrit

b2 05 05 oL d oL
Slg+dq) =S :/ dty 0q;(t : =————. (14
la+0q) = Sla) = | jg: WO5e@ e g dog Y
Cette équation définit la quantité %, qui est appelée dérivée fonctionnelle

de l'action S par rapport a ¢;(t). C’est une généralisation de la notion de
dérivée partielle pour une fonction de variables discretes.

La trajectoire réellement suivie par le systeme est celle qui minimise 1’ac-
tion S. On en déduit que l'action ne change pas lors d’une variation infi-
nitésimale autour de la trajectoire réelle, ce qui se traduit par les équations
d’Euler-Lagrange

08 L  d oL

Exercice 1.A : On modifie le Lagrangien en lui ajoutant une dérivée totale
par rapport au temps

(1.5)

. . . d
Lm%ﬂ—ﬁL@%ﬂ=Lm%ﬂ+£Kmﬁ (1.6)

Montrer que les équations d’Euler-Lagrange ne sont pas modifiées.

Exercice 1.B : On considére une particule de masse m placée dans un
potentiel unidimensionnel. Le Lagrangien est donné par

1
L=T-V, T=-mi® V=-m—. (1.7)

Etablir les équations du mouvement. Montrer que I'énergie E =T + V est
conservée. On suppose que la particule se trouve initialement a la position
—( tres grande négative. Dans cette région, le potentiel est négligeable et la
particule peut étre considérée comme libre. On note sa vitesse initiale v,5 > 0.
Montrer que le temps nécessaire pour atteindre la position +() s’écrit

1

t \/ m /+Q alqi1 E muv? (1.8)
int — ~ s = — s .
2/ VE-V(g) 2

Si la particule était libre (V = 0) et partait du méme point —() avec la méme
vitesse 1,5, il mettrait un temps t; pour atteindre la position (). Calculer le
décalage en temps entre la particule en interaction et la particule libre

At = limgoo(tim — ). (1.9)
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Justifier le signe de At.

Pour passer du formalisme Lagrangien au formalisme Hamiltonien, on

introduit les variables conjuguées p = (p*,---,pY) des vitesses ¢ définies par
. 0L

p=—=. (1.10)
94

Dans la suite, on admettra que la donnée d'un point (g, p) dans l'espace des
phases est équivalent a la donnée des positions et vitesses du systeme. En
d’autres termes, le passage des coordonnées ¢ et vitesses ¢ aux coordonnées
q et moments conjugués p est un changement de variables inversible. Le
Hamiltonien est alors défini par la transformation de Legendre

H(q,p,t) = Zqﬁp"—L(q,q}tl (1.11)

Dans toute la suite, on utilisera toujours, sauf indication contraire, la conven-
tion d’Einstein qui prévoit que si un indice apparait deux fois dans une for-
mule, une sommation sur les valeurs de l'indice répété est sous-entendue.
Avec cette convention, la formule précédente s’écrit

Le Hamiltonien H est une fonction des variables de I'espace des phases ¢, p,
et peut dépendre explicitement du temps. Les équations du mouvement sont
les équations de Hamilton

OH . OH

‘i — A = — ~. 113
6= 5 p 7 (1.13)

Il est commode de réécrire ces équations en utilisant le crochet de Poisson.
Si F(q,p) et G(q,p) sont deux fonctions sur I'espace des phases, leur crochet
de Poisson est une troisieme fonction sur ’espace des phases définie par

OF 0G 8F8G) (¢.p). (1.14)

F = - — —
60 = (550~ 5

On déduit immédiatement de cette équation les crochets de Poisson élémen-
taires
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ou 55 est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 lorsque ¢ et j coincident, et 0 si
ils sont différents. Le crochet de Poisson possede trois propriétés importantes.
Il est antisymétrique

{r.G} = —{G, F}, (1.16)
il satisfait a I'identité de Jacobi
{F.{G,H}}+{G,{H,F}} +{H,{F,G}} =0, (1.17)
et enfin, il obéit a la regle de Leibnitz
{F,GH} ={F,G}H + G{F,H}. (1.18)

Si F(q, p,t) est une fonction sur I'espace des phases qui peut dépendre expli-
citement du temps, son évolution est donnée par ’équation

d 0

a,p
ou le second terme du membre de droite prend en compte la dépendance
explicite de F' par rapport au temps.

Rappelons que l'on appelle transformation canonique un changement de
variables de I’espace des phases

qui laisse invariant le crochet de Poisson, c’est-a-dire tel que si F' et GG sont
deux fonctions sur ’espace des phases

oF oG  OF 0G
0Q; 0P 0PI 0Q;
L’évolution elle-méme consiste en des transformations canoniques successives.
Si I’état du systeéme est caractérisé a 'instant ¢t = 0 par ¢;(0) = ¢;, p'(0) = p
et a Uinstant ¢t = T par ¢;(T) = Q;, p'(T) = P?, le changement de variables
dans I'espace des phases ¢;, p' — Q;, P’ est une transformation canonique.

{F.G} =

(1.21)

Exercice 1.C' : On considere a nouveau la modification 1.6 du Lagran-
gien. Montrer que les moments conjugués aprés modification p° sont liés aux
moments conjugués avant modification p' par p' = p' + (%K (q,t). Donner
Pexpression du Hamiltonien H (q,p,t) aprés modification en fonction du Ha-
miltonien H(q,p) avant modification et de K. Montrer que le changement de
variables de 'espace des phases ¢;,p' — q;,p' est une transformation cano-

nique.



1.2 Du discret au continu

On va considérer un systeme tres simple pour illustrer le passage d’un
systeme discret a un systeme continu. On considere une chaine infinie de
points massifs liés deux a deux par des ressorts sans masse de raideur k.
Tous les points ont la méme masse m, et la distance au repos entre deux
points successifs est a. On note ¢; le déplacement de la masse j par rapport
a sa position d’équilibre.
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Le Lagrangien de ce systeme s’écrit
1 . 1
L=T-V, T= zj:émq?, V= zj:ék;(qjﬂ —q)% (1.22)

Dans la suite, il sera commode d’écrire le Lagrangien (1.22) sous la forme

1{m qj+1 — qj ?
L=a)_ L; Lj:2[ i} — ka (%)] (1.23)
j

Notons que dans le systeme considéré, 'interaction entre les masses ponc-
tuelles est a courte portée, uniquement entre plus proches voisins. Les équa-
tions du mouvement, écrites sous une forme adaptée a la limite continue,

sont données par

m —qj+1 — gj—1
__qj _ ka ]a2

=0 (1.24)



C’est un systeme d’équations linéaires, dont on peut chercher les solutions
en ondes planes ‘
g;(t) = g’y = ja (1.25)

Cette expression ne change pas si 'on ajoute a p un multiple de %’T, on peut
donc se limiter a =& < p < Z. On trouve que l'onde plane est solution des
équations du mouvement si la relation de dispersion

2k
=1 - 1.26
W m( cos ap) ( )

est satisfaite.

Si l'on se limite a des valeurs de p tres petites devant %”, c’est-a~dire a des
ondes de longueur d’'onde A = 2& tres grande devant la distance entre deux
masses a, la relation de dispersion devient linéaire

ka?
w? = —p* (1.27)
m
On a donc des ondes planes se propageant a la vitesse v = ’%‘ = % Puis-

qu’on étudie seulement les ondes de grandes longueurs d’onde, on s’attend a
ce que le caractere discret a courte distance du systeme puisse étre oublié,
et qu’on puisse le décrire par des variables continues. Cette limite continue
est obtenue en faisant tendre l'intervalle a entre deux masses vers zéro, en
respectant les regles suivantes



a—0

2 — p (densité linéique de masse)
ka — k (module d"Young)

y; = ja — y (variable continue)
q;(t) — q(t, y) (champ)

q5+1—45 N

. 5oa(t,y)

azjﬁfdy

Le Lagrangien du systeme continu s’écrit alors

dq dq Oq 1 dq 2 dq 2
Lig, =] = [ dyL — = L=— — | —Kk|=— 1.28
[, 5] /y(%at,ay, 5 14\ 5 “ 3 , (1.28)
La fonction L est appelée densité lagrangienne. Elle dépend du champ ¢ et de
ses dérivées temporelle et spatiale. Notons que le Lagrangien L dans (1.28)
est maintenant lui-méme une fonctionnelle, qui dépend des valeurs du champ
9q

q et de sa dérivée par rapport au temps 3/ en tout point y, mais a un instant

donné t. L’action est l'intégrale sur le temps du Lagrangien

2 " dq 0q
S[q]—/ﬁ dtL_/tl it [ aye (an—y) (1.20)

Dans 'action (1.29), les parametres de temps t et d’espace y jouent des roles
tout a fait similaires. Il faut insister sur le fait que les variables dynamiques
sont les champs en chaque point, y joue donc le réle d'un ”indice continu”.
Le Lagrangien obtenu décrit par exemple la dynamique d'une corde vibrante,
mais des Lagrangiens tres similaires apparaissent dans de nombreux systemes
physiques

L’action est une fonctionnelle de ¢ qui dépend des valeurs du champ en
tout point de l'espace et du temps. Le fait qu’on soit parti d'un systeme
discret ne comportant que des interactions a courte portée se traduit dans
la limite continue par le fait que Paction (1.29) est l'intégrale sur l’espace-
temps d’une fonction £ qui ne dépend que des valeurs du champ et de ses
dérivées en un point de l'espace et du temps. On dit que l'action (1.29) est
une fonctionnelle locale du champ.

Exercice 1.D : Supposons que l'on remplace le potentiel V' dans (1.22)
par le suivant

1
V =a? Z éa(q‘j —q)*. (1.30)

j<l



On a maintenant une interaction a longue portée, puisque toutes les masses
sont reliées entre elles par des ressorts de méme raideur a’c. En supposant
que le parametre o reste fini dans la limite a — 0, donner I'action du systéme
dans la limite continue. Cette action est-elle une fonctionnelle locale ?

Les solutions des équations du mouvement sont les minima de 'action
(1.29). On considere une variation infinitésimale du champ

q(t,y) — q(t,y) +0q(t,y),  0q(t1,y) = dq(tz,y) = 0. (1.31)

On supposera que la variation dq(t,y) s’annule en dehors d’un intervalle fini
en y. La variation de I'action (1.29) s’écrit alors

Slqg +dq] — Slq] = JZQ dtf dydq(t, y)tSq(gtéjy)’

0§ _ 9L 9 9L 9 9L
Sq(ty) — Bg — DLplL — Oy pde- (1.32)
Yy

L’équation du mouvement s’écrit alors

0S 0%q 0?%q
e =t -1
dq(t,y) R "oy

C’est une équation d’onde, la vitesse de propagation des ondes s’écrivant v =

= 0. (1.33)

\/E . Toute solution peut s’écrire comme une superposition d’ondes planes

d A )
q(t,y) = /% (a(p)e’(wﬂ’y) + d(p)e‘““’”py)) . w=uv|p|. (1.34)

On va maintenant étudier la méme limite continue dans le cadre du forma-
lisme Hamiltonien. Les moments conjugués p* des variables dynamiques g;
s’écrivent oL oL
= — =a——2r =mg. (1.35)
8qj 8qj
Le Hamiltonien s’écrit

Hig ') = '~ L=T+V = YoV + 3k —0)). (136)

Afin de préparer la limite continue, on réécrit cette formule sous la forme

o o S -1 o (5 (2) o (2272Y)

' (1.37)

J



Les crochets de Poisson élémentaires s’écrivent comme dans (1.15). Dans la
limite @ — 0, la masse m de chaque point matériel tend vers 0, et donc
I'impulsion de chaque point matériel tend vers 0. La quantité qui reste finie
dans la limite continue est la densité linéique de moment
, (¢ oL, oL
™ (t) = P®) =—L sty =—— (1.38)
a 04 9q(t,y)
Du fait du role particulier joué par le temps dans le formalisme hamiltonien,
il sera parfois commode d’utiliser les notations

ot y) =aly), 7ty =my). (1.39)

Les crochets de Poisson des densités de moment 7/ avec les variables dyna-
miques g; s’écrivent dans le modele discret

’

w07 ()} = 257, (1.40)

La limite lorsque a — 0 du membre de droite de cette équation n’est autre
que la distribution de Dirac

1 ,
55; —0(y—1v) (1.41)

On obtient alors, dans la limite continue, les expressions suivantes pour le
Hamiltonien et le crochet de Poisson

Hlgom] = [ dy (3t p)m(ty) - £ (3t y), 3ty)))
= [dy (ﬁ (me(y))* + 35 (a%qt(y))2) , (1.42)

{a(y), m(y)} = o(y — ). (1.43)

Notons que I'espace des phases est paramétré par les valeurs du champ ¢;(y)
et de la densité de moment m(y) en tout point y a un instant donné, par
exemple t = 0. L’espace de phase est donc un espace de fonctions, et le
Hamiltonien est une fonctionnelle. La notion de dérivée partielle va donc étre
remplacée par celle de dérivée fonctionnelle. Soit F'[gq;, m;] une fonctionnelle
sur I'espace des phases. On considere deux points voisins q;, m et ¢ + dqy,
m+0m; de I'espace de phase. Les fonctions d¢,(y) et dm;(y) sont infinitésimales
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et s’annulent en dehors d’un intervalle borné. La variation de la fonctionnelle
I entre ces deux points s’écrit alors au plus bas ordre

oF
F[Qt+59t, 7Tt+57Tt]—F[Qt, 7Tt] = /dy (5qt(y)5— + 57Tt(y)
t

oF )
@(y) om(y) )
Cette équation définit les dérivées fonctionnelles de F' par rapport a ¢.(y) et
m(y). Par exemple, les dérivées fonctionnelles du hamiltonien s’écrivent

oH 0? oH 1
— L aly), 2 — 5. 1.45
sal) o™ Gy T )

Si Flq, 1] et G[qi, m] sont deux fonctionnelles sur I'espace des phases, leur

crochet de Poisson s’écrit
oF oG oF 0@
F7G qi, Tg] = /d ( - )7
W GHaem] = [\ 5oy 5t~ omly) sa )

qui est la généralisation pour un systéme continu de I’équation (1.14). Pour
une fonctionnelle Fg;, m,t]) qui peut dépendre explicitement du temps, 1é-
quation d’évolution s’écrit

d

0
EF[Qt,Wtat] = {F, H}[q, m, t] + &F[Qtjﬁnt]

(1.44)

(1.46)

, (1.47)

qt,Tt
ou, comme dans 1’équation (1.19), le second terme du membre de droite
mesure la dépendance explicite de F' par rapport au temps.

Exercice 1.E : On note %(t y) = G:(y). Le Lagrangien du systéme continu
est l'intégrale sur I'espace de la densité lagrangienne

L{qt, 4] —/dyﬁ (gﬁf(ty),gg(t,y))- (1.48)

Le Lagrangien est une fonctionnelle du champ q,(y) et de la vitesse ¢;(y) a
un instant donné. Montrer que les équations du mouvement (1.32) s’écrivent

oL _Q oL
5%(9) ot 5%@)

qui est identique a la seconde des équations dans (1.5). Montrer que I'on a
les équations

—0, (1.49)

m(y) = 5;;@); Hlg, m) = /(int(y)Wt(y) — L{qs, 4], (1.50)
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analogues respectivement a (1.10) et (1.12).

On va maintenant développer le formalisme général de la théorie des
champs classique, d’abord dans le cadre lagrangien, puis dans le cadre ha-
miltonien.

1.3 Champs classiques : Formulation lagrangienne

On appellera champ classique une fonction ¢(x) d’un ensemble de va-

riables © = (2° 2%,---,2P71), olt 2° = t est la variable de temps, et 2!,
.-, P71 sont des parametres d’espace. On utilisera la notation =/, I =
0,---,D — 1 pour désigner une variable quelconque d’espace-temps, et a',
1 =1,---,D — 1 lorsqu’on se limitera aux variables d’espace. Les variables

d’espace-temps prennent leurs valeurs dans un domaine QP = R x QP~! de
RP. QP~1 est le domaine de variation des parametres d’espace. On notera
0P~ le bord du domaine spatial, et dans la suite on supposera que la va-
leur du champ sur 99”1 est fixée. On parle dans ce cas de conditions aux
limites de Dirichlet. A titre d’exemple, on pourrait supposer que la corde
vibrante étudiée au paragraphe précédent 1.2 s’étend seulement de y = 0 a
y=1L (Q'=0,L]), et qu'elle est fixée en ces points ¢(t,0) = ¢(¢t,L) = 0. On
ne considérera donc pas pour l'instant le cas de conditions aux limites libres
(conditions aux limites de Neumann).
On utilisera la notation

Oy
— = 0jp. 1.51
Ol ¥ ( )
La dynamique du champ ¢ est déterminée par la densité lagrangienne
L(p(z),0p(z), ) (1.52)

qui est une fonction du champ et de ses dérivées premieres en un point
de l'espace-temps, et peut dépendre explicitement du temps et de 1’espace.
L’action correspondante s’écrit

Solyl = [ dPwL(p(2), 0p(w).) (1.53)
Q
L’action est une fonctionnelle locale du champ, elle possede la propriété que

si le domaine QP est I'union de deux domaines QF et QP I’action totale est
la somme des actions restreintes a chaque domaine

%MZ%M+%M,%MFAJ%%MWw (1.54)
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Les équations du mouvement sont obtenues en demandant que l’action sur
tout domaine compact AP? C QP soit minimale. On consideére une variation
infinitésimale du champ

o(x) — p(z) + dp(z), Sp(z) =0 si x € dAP. (1.55)

Au plus bas ordre en d¢p, la variation de I'action s’écrit alors

Salp + 6] — = [un 0(x Jga(w)
S _ oL oL

5o = Do)~ Ol ore (1.56)
Les équations (1.55), (1.56) définissent la quantité $°2~, dérivée fonctionnelle
de I'action S par rapport au champ. Les equatlons du mouvement s’écrivent

done 55 oc oc
— =0+~ — - 0——— =0. 1.57
@) op(e) ~ VB0rp(a) o

On vérifie facilement que ’addition a la densité lagrangienne d’une divergence

L(p(x),0p(), ) — L(p(2),0p(x), 2) + 01K (p(x), z), (1.58)

ne modifie pas les équations du mouvement.

Exercice 1.F : Soit I'[] une fonctionnelle quelconque du champ, et x un
point intérieur a QP. La dérivée fonctionnelle de T' par rapport a ¢(z) est
obtenue en considérant une variation ¢ — @ + 0 a support compact, et en
écrivant la variation de la fonctionnelle sous la forme

Tl + 6] — Tg] = / 4260 (x) 52(2)' (1.59)

Calculer la dérivée fonctionnelle m pour les foncmonne]]es su1vantes (a)

Tlp] = [dPx 1( ()%, (b) T[p ] [dPzin"’ 01000, 0" =n’t, (c) Tlp] =
o(0) , (d) T[] defodD yse(@)G(z,y)e(y), Glz,y) = Gy, z).

Exercice 1.G : A quatre dimensions d’espace-temps (Q* = R*), on con-
sidére un champ complexe ¢ (t, %), ¥ (t, ) dont la dynamique est déterminée
par la densité lagrangienne

LW, 0,00, 00, x) = ih(t, D) (¢, T) — 5=V (t, D)V (t, T)
—(t, Z)V (F)(t, 7), (1.60)



ot V est le gradient par rapport aux 3 dimensions d’espace et V(&) est une
fonction des trois variables d’espace. Donner les équations du mouvement.
Comme d’habitude dans le cas de variables complexes, lorsqu’on calcule des
dérivées, ou des variations infinitésimales, on considérera 1) et son complexe
conjugué 1) comme indépendants. Avez-vous déja rencontré ces équations au
cours de vos brillantes études ? La densité lagrangienne (1.60) a la désagréable
propriété de ne pas étre réelle. Montrer que sa partie imaginaire s’écrit

_ 9 -
£~ L =iz (). (1.61)

En déduire qu’on obtiendrait les mémes équations du mouvement a partir de
la densité lagrangienne réelle (L + L).

Remarque : Comme dans le cas de variables discretes, on peut considérer
des changements de variables fonctionnels

() = P(z) = Plel(x) (1.62)

ou la notation [p](x) signifie que la nouvelle fonction 1)(x) est en chaque
point x une fonctionnelle de p. On suppose ce changement de variable in-
versible, c’est-a-dire que I'on peut également exprimer ¢(x) = p[i](x) en
fonction de 1. Tout fonctionnelle I'[p] de ¢ peut également étre considérée
comme une fonctionnelle v[¢] = T'[p[]] de 1, et I'on a la régle de dérivation

5_7_ D 5<p(y)5_F
50(2) ‘/ Y p(@) s0y) (1.63)

qui est une généralisation directe de la regle de changement de variables dans
les dérivées partielles.

1.4 Champs classiques : Formulation hamiltonienne

Pour la théorie des champs considérée dans le paragraphe précédent, on
définit la densité de moment conjugué par

oL

- = 1.64)
Op(x) (
0%

()
Afin de souligner le role particulier joué par le temps dans le formalisme

hamiltonien, il sera utile d’utiliser les notations

m(x) = (), 7= (', 2P7h). (1.65)

—
Y

p(x) = @i(T)
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Le Hamiltonien du systeme est donné par

Hignrotl = [ e (@) 5o(o) = £lele). 0p(0)0) ) (1.66)

Dans le membre de droite de cette équation, la variable z° est prise égale &
t. Le Hamiltonien est une fonctionnelle des variables de 1’espace des phases
o (T), m(Z) en tout point Z de I'espace a un instant donné ¢. Le Hamiltonien
peut également dépendre explicitement du temps ¢. Le crochet de Poisson de
deux fonctionnelles F'p;, m| et G|y, m] sur I'espace des phases s’écrit

oF oG oF  6G
F,GY[ps, :/ dD_1x< - — = — ﬁ>. 1.67
{ Hopw mi] D1 3o () om(Z)  Omy(T) 0oy (T) (1.67)
On déduit de cette équation les crochets de Poisson élémentaires

{Spt(f)a %(g)} =0, {Wt(f)77t(g)} =0,
{pu(@), m(y)} = 6P~ 1(7 - 9). (1.68)

L’évolution d’une fonctionnelle F[p;, m,t] sur 'espace des phases, qui peut
dépendre explicitement du temps, est donnée par

d 0
EF[%,MJ] = {F, H}[p;, m] + EF[GDt,Wt,t] . (1.69)
Pt,Tt

On en déduit les équations de Hamilton pour les variables de I'espace des

phases
0 oH o ., oH

A o - S TG iy 8

(1.70)

1.5 Symétries et théoreme de Noether en mécanique

Commencons par rappeler quelques faits bien connus sur les symétries en
mécanique classique. Considérons une particule de masse m placée dans un
potentiel central. L’action est donnée par

t2 . . 1 .
S[a] = / WL F),  LE§) = gmi’ — V(). (1.71)
51
Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent
oL d (0L i ) o B
o (0$1> & mi __8xiv(x ), a=12 (1.72)
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Considérons la transformation
r—y=-—1 (1.73)

On montre facilement qu’en terme des nouvelles variables §(t), les équations
du mouvement gardent la méme forme
0

mif =~ V(i) (1.74)

On en déduit que si 'on connait une solution Zo(t) des équations du mou-
vement, alors sa transformée 3y(t) = —Zo(t) est une solution des mémes
équations du mouvement. On dit que la transformation (1.73) est une symé-
trie des équations du mouvement.
De maniere plus générale, considérons une transformation quelconque du
systeme
T — . (1.75)

On supposera la transformation (1.75) inversible, c¢’est-a-dire qu’on peut ex-
primer les variables 2 en fonction des variables 7, ou bien les variables Z en
fonction des variables #’. On dira que cette transformation est une symétrie
si les équations du mouvement pour les variables 7 ont la méme forme que
les équations du mouvement pour les variables ¥
-1 8 =2

mi' = —ax/iV(x ) (1.76)
Que peut on dire sur ce qui arrive a l’action dans une telle transformation ?
Pour discuter cette question, on va distinguer deux points de vue sur la
transformation (1.75).

Dans le premier, dit point de vue passif, on suppose que 'on a deux
observateurs O et O’ qui utilisent des regles différentes pour repérer les points
de l’espace. A un méme point de l'espace, O attribue les coordonnées 7
alors que O’ lui attribue les coordonnées Z’. La transformation (1.75) est
la donnée des regles qui permettent de passer d’un systeme de référence a
I’autre. L’action S ne dépend que de la trajectoire suivie par la particule entre
ty et to, et pas de la facon dont on la repere. Néanmoins, chaque observateur
calcule la valeur de I'action en utilisant son propre systeme de référence. Pour
O, l'action s’écrit

Solf] = / LB, (1.77)

t1
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et pour O, en utilisant les regles de changement de systeme de référence

So/|#] = /t thL(f(f’),%f(f’)), Ser[#] = Sol]. (1.78)

Les deux observateurs expriment donc la méme action dans des coordonnées
différentes. Comme les fonctionnelles Sp[Z] et Sor[Z'] sont les mémes, elles
ont bien sur leurs minima aux mémes points. En d’autres termes, si Zo(t)
est solution des équations du mouvement déduites de Sp[Z], alors sa trans-
formée #((t) est solution des équations du mouvement déduites de Sor[Z'].
Cela signifie-t-il que toute transformation est une symétrie ? Pas du tout, car
I’action exprimée dans le second systeme de référence ne fait en général pas
intervenir le méme Lagrangien

Sol#] = [ dtL(F(T), £3(¥)) = [2 dtL'(#,7),
— L'(Z,7) = L(Z(@), df(a;)) (1.79)

dt

Les équations du mouvement pour O’

5Sor oL d oL
= L% 1
su0) T oy dtor (1.80)

n’ont donc en général pas la méme forme que les équations du mouvement
pour O. Pour que 'on ait une symétrie, et donc que les équations du mouve-
ment gardent la méme forme, une condition suffisante est que le Lagrangien
ne change pas, ou plutét qu’il ne change que par une dérivée totale par rap-
port au temps

L&, %) = LT, 7) + jtK( ), (1.81)

ou encore, en utilisant (1.79)

L(7,7) = L(T,7) + LK (7). (1.82)

Si cette condition est satisfaite, la transformation (1.75) est appelée une
symétrie de l'action (1.71). On vérifie facilement que l'inversion (1.73) est
une symétrie de 'action, et dans ce cas les lois physiques sont les mémes
pour O et O,

Dans le second point de vue, dit point de vue actif, on suppose que I'ob-
servateur fait effectivement une transformation du systeme physique. Par
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exemple, il étudie la particule précédente dans une position et avec une vi-
tesse tournées par rapport a la précédente (rotation), ou autre. Dans ce cas, la
transformation (1.75) associe a un point & de I’espace un autre point 7’ dans
le méme systeme de référence. Comme c’est le méme systeme qui est étudié
avant et apres transformation, on doit bien sur utiliser le méme lagrangien

ﬂﬁ:/ﬁﬁuﬁf) (1.83)

t1

Comme on utilise le méme Lagrangien, les équations du mouvement auront
nécessairement la méme forme. Cependant, en général les fonctionnelles S[Z]
et S[Z] ne coincident pas

Sla] # S, (1.84)

et donc ces deux fonctionnelles n’ont pas leurs minima aux mémes points.
En d’autres termes, si Zy(t) est une trajectoire solution des équations du
mouvement, sa transformée Z{(¢) n’est en général pas solution des équations
du mouvement. Pour que les minima coincident, une condition suffisante
est que les fonctionnelles S[Z] et S[7’] coincident, ou du moins coincident a
I'intégrale d’une dérivée par rapport au temps pres

ﬂﬂ:ﬂﬂ+lwﬁ%Kwy (1.85)

Cette équation doit étre satisfaite pour toute trajectoire x(t), ce qui conduit a
nouveau a I’équation (1.81). On obtient donc la méme condition caractérisant
les symétries de 'action dans les deux points de vue.

Prenons 'exemple d’une rotation du point matériel considéré plus haut

F— 7, =0z, (1.86)

ou O est la matrice de la rotation, O'O = 1. Alors 1’équation (1.82) est
immédiatement vérifiée. En effet, pour le Lagrangien (1.71)

Lo oy L 2
§m(a:) - V() = §m(m) - V(27), (1.87)

du fait de I'invariance du produit scalaire sous une rotation. On en déduit

L(Z,%) = L&, 7). (1.88)



L’équation (1.79) est donc réalisée, sans qu'il soit nécessaire d’introduire une
dérivée totale par rapport au temps. Toute rotation est une symétrie de
laction (1.71).

Supposons que O soit la matrice d’'une rotation d’un angle 6 autour d’un
vecteur unitaire 77, et notons E = 6. Il existe une différence importante entre
le cas d’une rotation et celui de I'inversion considérée dans (1.73). La transfor-
mation d’inversion ne contient aucun parametre que I'on puisse faire varier,
on dit que c’est une transformation discrete. Au contraire, on peut faire varier
continiiment les composantes du vecteur 5, on dit que les rotations forment
un ensemble de transformations continues. Rappelons au passage que 1’en-
semble des rotations forme un groupe, le produit de deux rotations est encore
une rotation et toute rotation possede un inverse qui est aussi une rotation.
Les symétries continues jouent un role particulier en mécanique, car si un
systeme est invariant sous un groupe de symétries continues, alors il possede
des charges conservées, encore appelées intégrales premieres du mouvement.
La démonstration générale de cette propriété, appelée théoreme de Noether,
sera donnée dans le prochain paragraphe. Pour I'instant, supposons que les
composantes du vecteur 5 sont infinitésimalement petites. Dans ce cas, le
point transformé 7’ differe tres peu du point ¥

P =T+0%, ST=EAT (1.89)
La variation infinitésimale du lagrangien s’écrit

L(Z, &) — L(Z, ) = b 3% + 0i 5

oz
— o (22— 4 (2£)) + & (omie) (1.90)
En utilisant I’équation (1.88), on obtient alors
oL d (0L d oL
A N — — | = 0. 1.91
5%<m% ﬁ(%))+ﬁ(hwa) 0 (1.91)

Le premier terme entre parentheses dans le membre de gauche de cette
équation est proportionnel aux équations d’Euler-Lagrange. On en déduit
que si les équations du mouvement sont satisfaites, c’est-a-dire si I'on suit la
particule sur une trajectoire réelle,

d oL
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En conséquence, la quantité

5%‘9—? —mEAND)T=E0, L=mTAT (1.93)
axi

est conservée. Comme les parametres & sont certes infinitésimalement pe-
tits mais néanmoins arbitraires et indépendants du temps, on retrouve ainsi
la conservation du moment cinétique L pour une particule dans un poten-
tiel central. On voit donc que la conservation du moment cinétique est une
conséquence de l'invariance par rotation. Notons que le nombre de quantités
conservées, les trois composantes de E, s’identifie au nombre des parametres
de transformation, les trois composantes de é’

Avant de passer au formalisme général, considérons un point de vue un
peu différent, qui permet parfois un calcul plus aisé des charges de Noe-
ther. On suppose maintenant qu’on applique a chaque instant une rotation
différente

Ft) — T() = OMT(t), OB)'OF) =1, Ot)=O0(t)=1. (1.94)

On dit dans ce cas qu’on applique une transformation locale, par opposi-
tion aux transformations globales (indépendantes du temps) considérées jus-
qu’ici. Pour une transformation infinitésimale, cela signifie que le vecteur
E (t) dépend du temps et s’annule & t; et 5. Dans une telle transformation,
la variation de la vitesse s’écrit

%(gm B) = ENFHENT= 6() = 28ENT) = 26(FNF).  (1.95)

0 =
La variation de l'action (1.71) dans une telle transformation est alors donnée
par

557 = S|F) — S[7] = /t * et (1.96)

Cette variation ne s’écrit pas comme une dérivée totale par rapport au temps,
les rotations locales ne sont pas des symétries de I'action (1.71). Il y a cepen-
dant une trace du fait que I’action est invariante sous les rotations globales,
en effet la variation ne dépend que de la dérivée par rapport au temps du
parametre de transformation E Enfin, si Z(¢) est une solution des équations
du mouvement, 'action est extrémale, et sa variation est nulle sous toute
variation, en particulier sous une rotation locale. Donc, pour une solution
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des équations du mouvement, on a

to - to N
/ dtél = —/ dt&L = 0. (1.97)
t1 t1

—

Cette équation doit étre satisfaite pour toute valeur du parametre local £(¢),
on en déduit a nouveau la conservation du moment cinétique L.

Remarque : Les deux observateurs O et O introduits plus hauts peuvent
ne pas utiliser seulement des régles différentes de calcul des positions, mais
ils peuvent également utiliser des horloges différentes, c’est-a-dire des régles
différentes pour le calcul des temps. Ce cas sera inclus dans le formalisme
général. 1 est important, puisque la conservation de 1’énergie est une consé-
quence de l'invariance par translation dans le temps.

1.6 Symétries et théoreme de Noether en théorie des
champs

On considere a nouveau le champ classique ¢(z) du paragraphe 1.3. On
va s’intéresser aux transformations continues que peut subir ce systeme. De
maniere générale, une telle transformation peut concerner a la fois les coor-
données d’espace-temps et le champ

Ty:xz—xy, ay=(2%,...,2071) € QP,
p(z) — palzn), (1.98)

oll A est le parametre réel que 'on peut faire varier continiment. On sup-
posera que Th—q est la transformation identité. Pour ce qui concerne les co-
ordonnées, T\ est une application inversible de Q” dans lui-méme. En par-
ticulier, la matrice jacobienne dont les éléments de matrice s’écrivent gi—§
est supposée partout inversible. Si QP posséde un bord, la transformation Ty
respecte les conditions aux limites de Dirichlet sur le bord. Ces conditions as-
surent que la transformation T applique le systéme physique sur lui-méme,
et non sur un autre systeme physique. Pour ce qui concerne le champ, on
se limitera au cas ou le champ transformé ¢, (x) = T\(x)) est fonction du
champ initial p(z) et des coordonnées z, et pas des dérivées du champ. La
transformation du champ est supposée inversible.

Du point de vue passif, On a deux observateurs O et O, qui utilisent

des regles différentes pour repérer les points de I’espace-temps et mesurer les
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champs. On dira que la transformation 7’ est une symétrie des équations du
mouvement si les équations du mouvement ont la méme forme pour O et O,.
Par exemple, dans le cas de la corde vibrante, I’équation d’onde (1.33) doit
garder sa forme
Paqn | P
"o T oy
Comme les deux observateurs étudient le méme systeme physique, il utilisent
pour décrire la dynamique la méme action (1.53) qu’ils expriment soit en
fonction des coordonnées x et du champ ¢, soit en fonction des coordonnées
x) et du champ @,

Saole]l = [op dPzL(p(x), 0p(z), x),
Sa,0.A] = Jop A°ALa(0a(2), D @a(22), 22),
SQ,O[ | = Sa.0lealpl]l &
La(pa(zr), 2 oa(xr), 22) = ’det o

= 0. (1.99)

L(p(x),dp(x),x),  (1.100)

e ,, et ‘det ai
ment de variables. En général, la densité lagrangienne £, est une fonction
différente de la densité lagrangienne L. Pour que les équations du mouvement
coincident, il suffit que ces deux fonctions soient identiques a une dérivée
d’espace-temps pres

La(pa(xa), 2 pa(x2), 22) = L{pa(22), 0 pa(22), 22) + I K (92, 7).
(1.101)
Si cette condition est satisfaite, on dira que la transformation 7T est une
symétrie de l'action. En utilisant (1.100), cette condition s’écrit encore

On a utilisé la notation 97 = est le Jacobien du change-

ox
det 2| (L£(pr(22), P0r(22),2) + O KX (0, 22)) = L{(2), D (), 2).
(1.102)
Finalement, en introduisant la quantité
Oz, | 0x!
Hj(p(x) 2) = — |det = | =27 K5 (9a(2), 22), (1.103)
Ox | Oxf

La condition d’invariance prend la forme

|det G2 | L(pa(xx), Por(xa), 22) = L{p(), dp(x), ) + O Hf(p(), 7).
(1.104)

22



Du point de vue actif, la transformation T est interprétée comme une trans-
formation effectivement réalisée par 1’observateur. Comme celui-ci étudie le
meéme systeme dans deux configurations différentes, il calcule 'action en uti-
lisant la méme densité lagrangienne avant

Salyp] = /QD dPzL(p(z), 0p(x), 1), (1.105)

et apres transformation

Salea] = /QD AP\ L(pa(22), 0 pa(22), 22) (1.106)

En général, ces deux fonctionnelles ne coincident pas, Sq[pa[¢]] # Salel,
et donc la transformée d’une solution des équations du mouvement n’est
pas une solution des mémes équations du mouvement. Une condition suffi-
sante pour que la transformée d’une solution soit une solution est que les
fonctionnelles coincident, a 'intégrale d’une dérivée d’espace-temps pres. La
condition d’invariance de 'action s’écrit donc

Solealel] = Salil + | dPz0yH{(p(w).), (1.107)

qui conduit & nouveau a la condition (1.104).

En général, on vérifie I'équation d’invariance en utilisant des transforma-
tions infinitésimales. On peut alors ne garder que la partie linéaire dans le
parametre infinitésimal A de la transformation. La variation infinitésimale
des coordonnées d’espace-temps s’écrit

i =2l + o2, ot = N (), (1.108)
Au premier ordre en A, on a alors
() = oa(z) + 62" Orpn(2). (1.109)

On définit la variation infinitésimale du champ en comparant les fonctions
Yy et ¢ au méme point x

dp(x) = pa(x) — p(x) = AV(p(z), 0p(z), T). (1.110)
On a alors, au plus bas ordre dans le parametre infinitésimal A
pa(r2) = (@) + 62" 0rp() + dp(x). (1.111)
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La définition (1.110) de la variation du champ possede la propriété commode
que la variation d’une dérivée est la dérivée de la variation

d0rp(x) = Orpa(x) — Orp(x) = 0rop(x). (1.112)

Notons enfin les relations

o = 28.0) = 9) + (9:627), + O(N?), (1.113)
det 2 = det(1 + 22) = 1 + 86:1: +0(N?). (1.114)

En utilisant les équations (1.111), (1.112) et (1.113), on obtient

O oa(y) = Orp(x) + Ordp(w) + 627 9,010(x). (1.115)

Au premier ordre dans le parametre infinitésimal, ’équation d’invariance
(1.104) s’écrit alors

859& L+ oz ](9351 @), 90(2) + (8p(x) + d2L0rp(x)) —azé)

+(010¢p(x) + 027 0;01p(x)) #ﬁ(l«)

Op(x),x

o(z),

ou l'on ne garde dans le second membre que le terme linéaire en A. Dans
le membre de gauche, on rassemble tous les termes fonctions de éz! pour
obtenir

8690 10 oL
B L 087 85| oy 000 T 07" O00(0) 5|
+5$1818J90($) #ﬁ(b@) () = 61(533[[’(907 8907‘7:))’ (1'117>

Dans le second membre, la dérivée 0; prend en compte toute les dépendances
de la densité lagrangienne £ dans les coordonnées x, c¢’est-a-dire aussi bien
la dépendance explicite que celle qui vient par l'intermédiaire du champ et
de ses dérivées. Notons que 1'on a ainsi obtenu une divergence, comme dans
le membre de droite de I’équation d’invariance. On obtiendra une autre di-
vergence en réécrivant le terme de (1.116) proportionnel a la dérivée de la
variation du champ sous la forme

oL oL oL
o) (5*"“)861@@)) 2 o)
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On rassemble alors tous les termes qui sont des divergences dans le membre
de droite, et on introduit la notation

H{ — 02" L(p, 00, 1) — 590(@%(5(.%) =M (o(x),00(x),r).  (1.119)

J! est appelé le courant de Noether associé a la transformation de symétrie.
L’équation d’invariance s’écrit désormais

w(x)% — () (

oL _ 9 oL
do(z) ' 90rp(x)

) = X\ J (p(z), 0p(x), ).

(1.120)
Remarquons que le membre de gauche est proportionnel aux équations du
mouvement, donc si le champ satisfait aux équations du mouvement, la di-
vergence du courant de Noether s’annule

01 J" (p(x),0p(x), ) = o J° + 8, = 0. (1.121)

On dit que le courant de Noether est un courant conservé. Vous avez en fait
déja rencontré ce type de situation en électromagnétisme. Dans ce cas, la
densité de charge électrique p(t, Z) et la densité de courant électrique (¢, %)
sont reliées par I’équation

% + divy =0, (1.122)

dont la forme est identique a celle de I’équation (1.121). Il est alors logique
d’interpréter la composante temporelle J° du courant de Noether comme
une densité de charge, et les composantes spatiales J* comme une densité de
courant. On définit la charge contenue a l'intérieur d'un domaine d’espace
»P=1  OP~! comme l'intégrale de la densité de charge

Qs = /EDl dP 2 J%(p(x), 0p(z), ), (1.123)

Si le domaine XP~! n’est pas borné, la charge (Jx; n’est pas nécessairement
définie. Demander que la charge soit définie pour tout domaine pourra con-
traindre le comportement asymptotique a grande distance du champ. En
supposant le domaine borné, étudions 1’évolution dans le temps de la charge

d
an = /le dP120,J° (¢(x), 0p(z), ). (1.124)

25



En utilisant I’équation (1.121), on obtient
d D—1 i
—Qx = — A" x0; J (p(x), 0p(x), ). (1.125)
dt »D-1

L’intégrale de la divergence d'un vecteur sur le domaine ¥°~! s’identifie au
flux de ce vecteur & travers la surface, notée 9X°~1, de ce domaine. Notons
N; les composantes du vecteur normal a 0XP~! en un point x, dirigé vers
I'extérieur du domaine ¥”~!. On a alors

d :
== /8 - dP?zN; I (p(z), Op(), ). (1.126)

Cette équation nous dit, comme en électromagnétisme, que la variation de la
charge a 'intérieur d’'un domaine donné s’identifie au courant total qui entre
dans ce domaine.

En général, les composantes spatiales J* du courant de Noether dépendent
du champ et de ses dérivées, et s’annulent lorsque le champ et ses dérivées
s’annulent. Si a tout instant entre ¢; et t5 le champ possede un support spatial
borné, et que le domaine spatial P~ est suffisamment grand pour contenir
ce support, cela signifie que le champ et ses dérivées s’annulent sur le bord de
»P=1 et donc le courant s’annule également. Dans ce cas, la charge Qs est
conservée entre t et to. En particulier, la charge totale Qg est conservée. Dans
la suite de ce cours, le domaine de variation des parametres d’espace sera en
général OP~1 = RP~!, et 'on supposera que le champ décroit suffisamment
vite & I'infini spatial pour que le flux du courant tende vers 0 lorsque XP1
tend vers RP~!. Dans ce cas également, la charge totale est conservée.

Transformations locales : On suppose désormais que le parametre in-
finitésimal dépend du point d’espace-temps considéré. Les lois de transfor-
mations (1.108) et (1.110) deviennent

Sl = 2t — 2! = \N2)¢! (),
dp(x) = pa(z) — @(x) = AM2)V (p(2), 0p(2), 2). (1.127)
Remarquons que, dans I’équation (1.120) qui définit le courant de Noether, le

parametre de transformation n’apparait que comme un facteur global. Cette
équation est donc inchangée lorsqu’on considere des transformations locales

= \Na2)orJ (¢(x), 0p(x), ). (1.128)
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On considere un domaine borné O et I'on suppose que le parametre \(z)
s’annule sur le bord de ce domaine. La variation de ’action sur ce domaine
s’écrit
650 = Selp + d¢] — Sely]
= [pdPz (a[((sxfc(gp, Op, ) + bip(w) 525 + aj(sg;(x)%) (1.129)
Les variations des champs et des coordonnées sont proportionnelles au pa-

rametre A(x), et s’annulent donc sur le bord du domaine ©F. On obtient
alors apres intégration par parties

0Se = /@D dPzp(z) (a:{zé) — al@(fgf(x)) = /@D deégo(x)éiir).

(1.130)
On utilise alors ’équation (1.128) pour obtenir
080 = [op d”zA(2)0r]! (¢(x), Op(x), x)
= — fon dPxo\(z)J (o(x), 0p(x), x). (1.131)

On en déduit que si l'action est invariante, a un terme de bord pres, sous
les transformations globales, sa variation sous une transformation locale ne
dépend que des dérivées du parametre. De plus, la variation locale de ’action
est déterminée par le courant de Noether; on dit que le courant de Noether
mesure la réponse de I'action du systeme a une transformation locale.

Remarques :

e Si l'on a plusieurs symétries continues, a chacune d’elles correspond un
courant de Noether et une charge conservée

e FEn général, on ne s’intéresse pas a un seul champ ¢, mais a un ensemble
de champs ,. On a aussi plusieurs paramétres de transformations \*,
et donc plusieurs courants. L’étude précédente s’étend sans difficulté
a ce cas en tenant compte des variations de tous les champs. Ainsi, la
relation (1.120) qui définit le courant de Noether devient

oc . oC
Doa(z)  90rpa(z)

e On sépare parfois les symétries en deux types distincts. Les symétries
internes sont caractérisées par le fait que les coordonnées d’espace

5pu(a) ( ) MO T (p(a), 0p(x), 2). (1132)
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temps ne changent pas (:13{\ = xl) et donc que la transformation n’agit
que sur le ou les champs. Un exemple est donné dans le prochain exer-
cice. On regroupe d’autre part sous le nom de symétries géométriques
toutes les transformations de symétries qui agissent sur les coordonnées
d’espace-temps. On peut citer les translations d’espace et de temps, les
rotations, les changements de référentiel galiléen, et en relativité les
transformations de Lorentz.

e Remarquons que I'équation (1.120) définit seulement la divergence du
courant de Noether, et non le courant lui-méme. Si I'on modifie le
courant de telle maniere que sa divergence reste inchangée, le courant
apres modification est physiquement tout aussi acceptable que le cou-
rant avant modification. Il est facile de modifier le courant sans modi-
fier sa divergence. On introduit un tenseur a deux indices A’ (p, D, x)
fonction du champ, de ses dérivées et des coordonnées, que I’'on suppose
antisymétrique, A" = — A7l Alors le courant modifié

JE=Jl+9,A", (1.133)

est conservé si J! lest, puisque les dérivées partielles commutent. Le
terme ajouté 0;A!7 est appelé un terme d’amélioration, sans doute
parce qu’il permet parfois de simplifier la forme du courant. Bien sir,
si 'on modifie le courant, on modifie aussi la charge

sz/ dD_lxjoz/ dP e (J0 4+ 0;A%). (1.134)
»D-1 »D-1

Du fait de I'antisymétrie du tenseur A7, I'indice de sommation J dans
0;A% est nécessairement un indice spatial, et I'on peut donc écrire

QEZQ2+/

»D-1

dP120;A% = Qs + / dP 2N A%, (1.135)
82D71

La charge est donc modifiée par I'addition d’un terme de surface. Dans

les deux circonstances décrites plus haut, c’est a dire si le champ est

a support borné ou décroit rapidement a grande distance, la charge

totale n’est pas modifiée.

Exercice 1.H : On considere a nouveau le systeme introduit dans I’exercice
1.G. Montrer que ce systeme possede une invariance de 1’action donnée par
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les transformations

1/)(tvf) - Q/Ja(taf) - €m¢(f7f)a w(tvf) ¢ (t ZL’) =e€ la¢(t ZL’)

ol « est le parameétre continu de la transformation. Donner I'expression du
courant de Noether associée a cette symétrie interne, et la charge contenue
dans un volume V. Comment interpréteriez-vous cette charge ?

Nettement plus difficile, on va maintenant étudier certaines symétries
géométriques de ce modele dans le cas d’une particule libre, c’est-a-dire
lorsque V (Z) = 0. L’action considérée s’écrit alors

— — - -0 1 ==
Shp, ] = /d4xﬁ(w,w, O, ) = /d“w(zwaw — %V@W@b)- (1.136)
e Translation d’espace : montrer que les transformations

t—t=t IT—-7¥=17

4
w(tvf) - 1//(5: f/) = w(tvf)a w(tvf) - 1/7(75'; iﬂ) = &(ﬂf)(ll?ﬁ)

ot les composantes du vecteur @ sont les trois parameétres de transfor-
mation, sont des symétries de I'action (1.136). Calculer les courants de
Noether et les charges contenues dans un volume V, que l'on notera
ﬁv. Comment interpréteriez-vous cette charge ?

e Translation dans le temps : montrer que la transformation

t—t=t+T, T—
P(t, ) — (', &) = (L, D), Pt

ou T est le parametre de transformation, est une symétrie de I'action
(1.136). Calculer le courant de Noether et la charge contenue dans
un volume V, que I'on notera Ey,. Comment interpréteriez-vous cette
charge ?

e Changement de référentiel galiléen : Montrer que les transformations

(

g ’*’)—¢(t,f)(1.138)

i
) —

t—t' =t ¥—i =1+t
w( ) (Zf, —»/) _ ez( mv2t+mvx)w(t )
Pt 7) = P, T) = PG g (1.139)
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ol les composantes du vecteur v sont les trois paramétres de transfor-
mation, sont des symétries de I'action (1.136). Calculer les courants de
Noether. Montrer que les charges correspondantes, qui sont les trois
composantes d’un vecteur noté é]}, s’écrivent

Gy = tBy +m / Bri(t, )b (t, F)F. (1.140)
%

1.7 Symétries dans le formalisme hamiltonien

Dans ce paragraphe, on se propose de traduire dans le formalisme hamil-
tonien la condition d’invariance (1.120) dérivée dans le formalisme lagran-
gien. Pour simplifier I’écriture, on va considérer un systeme de mécanique
avec un nombre fini de coordonnées généralisées ¢;(t). Tout les résultats que
nous allons dériver s’étendent sans difficulté au cas de la théorie des champs.
L’évolution est déterminée par le lagrangien L(q, ¢,t). On étudie une trans-
formation infinitésimale

ot =it alt) — gl),
(1) — a:(t) = dg;(t) = AFi(q. ¢, 1), (1.141)

ol A est le parametre infinitésimal de transformation. Le fait que cette trans-
formation soit une symétrie de ’action se traduit par I’équation

oL d oL d .
> (a—% - = aqi) = A2 (0.4.0) (1.142)

ou J est la charge conservée associée a la symétrie. Cette équation doit étre
satisfaite pour toute configuration des coordonnées ¢;(t) et des vitesses ¢;(t)
qui satisfont la relation

d

1i(t) = —q;(t). 1.143
() = Salt) (1143
On définit les moments conjugués par
. 0L
b= . 1.144
P= 5 (1.144)

On supposera le changement de variables ¢; — p’ inversible. Le Hamiltonien
est donné par

H(q,p) =p'4; — L(q, q,1). (1.145)
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Rappelons que les vitesses sont données par la relation inverse de (1.144)
. OH
6=

(1.146)

On rappelle aussi que les coordonnées ¢; sont ”spectatrices” dans la trans-
formation de Legendre, c¢’est-a-dire que I'on a I’équation
oL,  OH
0 dq;

(1.147)

q;t Pt
Désormais, on considérera les fonctions F; dans (1.141) et J dans (1.142)
comme des fonctions sur I'espace des phases, c¢’est-a-dire des fonctions des
variables ¢;, p’ et du temps t. La dérivée par rapport au temps de la charge

s’écrit alors

aJ

L0 0] 0T
Uiy

LY oHoJ 0 0J
opt Ot

“opog Pop ot

d
—J(g,p,t) = +p

1.148
o (1.148)

q,p q,p

L’équation (1.142) qui traduit l'invariance de I'action devient dans I'espace

des phases
0H , 0H 0J 0J 0J
0q; | — —p')=A -— 4+ p'—+ — , 1.14
Zz‘: ! < 04 p) (apzaqz+p8pz+ ot q,p) ( )

qui doit étre satisfaite pour toute configuration ¢;(t), p'(t) satisfaisant la
relation

i (t) — OH
at = op'

= {q;, H}. (1.150)

En particulier, & un instant donné les vitesses ¢;(t) sont déterminées par la
donnée A cet instant de ¢;(t) et p*(¢), mais les dérivées des moments p’(t) ne
le sont pas. L’équation (1.149) est une équation linéaire sur les variables p°,
qui doit etre satisfaite pour toute valeur de ces variables. On en déduit que
le coefficient de chacune de ces variables doit s’annuler, ce qui conduit aux
équations

aJ
ap’
Lorsque l'on prend en compte ces identités, I’équation (1.149) se réduit a

0J 9H _  (0H 8J |, 9J
A —)\< + & q}p)

ap’ dq; dpt dq*
oJ _
= {J,H} + 5 — 0, (1.152)

= {\J, ¢} (1.151)
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qui n’est autre que I'équation de conservation de la charge dans le formalisme
hamiltonien.

Nous avons donné dans 1’équation (1.151) la loi de transformation des
coordonnées ¢;. Il nous reste a déterminer la loi de transformation des mo-
ments p’. Pour cela, il suffit de considérer une solution des équations du
mouvement. On va calculer §¢; de deux manieres distinctes comme une fonc-
tion sur l'espace des phases, ce qui conduira au résultat recherché. Calculons
tout d’abord la variation de la vitesse

oH 0*H . . O*H

— — 0 = piop op’ + opig, dq;.

(1.153)

Calculons d’autre part la dérivée par rapport au temps de la variation des
coordonnées

doq;| 0J

a,p

4y (L154)
q,p

En utilisant I'identité de Jacobi, on obtient

5is = —{{an, HY AT} + (0 1Y + 22

S| had o (L15)

q,p

Le deuxiéme terme dans le membre de droite s’annule du fait de la conser-
vation de la charge (1.152), et 1'on obtient finalement

OH O*H 0J  O*H
{8]91 ! opidpi = Oq;  Opidg; ( )
Par comparaison avec (1.153), on obtient alors
op' = —)\gj ={\J,p'}. (1.157)
4;

Résumons les résultats obtenus. A une symétrie continue est associée dans
le formalisme hamiltonien une fonction J(q, p,t) sur U'espace des phases, qui
peut dépendre explicitement du temps, et qui est conservée au cours du
mouvement (équation(1.152)). De plus, cette fonction détermine les trans-
formations infinitésimales des variables de I’espace des phases

6¢; = {\.qi}, op' ={Ap'}. (1.158)
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On en déduit que la variation d’une fonction quelconque G(q, p) sur 'espace
des phases sous une transformation de symétrie infinitésimale est donnée par
le crochet de Poisson avec la charge

0G(q,p) = {M, G}g,p). (1.159)

Remarquons enfin que 1'équation (1.158) signifie que le changement de va-
riables de 'espace des phases de ¢;, p* & Q; = ¢; + dq;, P* = p' + 6p' est une
transformation canonique. La quantité A\J(q,p,t) est appelée le générateur
infinitésimal de cette transformation canonique. Une symétrie continue dans
le formalisme Hamiltonien est donc une transformation canonique dont le
générateur infinitésimal est conservé au cours du mouvement.

Algebre des charges conservées : Si I'on dispose de deux charges
conservées (1 et (Qo, on montre facilement que leur crochet de Poisson est
également une charge conservée. On pourrait donc imaginer engendrer de
cette maniere une infinité de charges conservées par crochets de Poisson suc-
cessifs. En général cependant, ce n’est pas ce qui va arriver. On obtiendra
un ensemble fini de charges conservées Q% a = 1--- N, telles que le crochet
de Poisson de deux quelconques d’entre elles soient une combinaison linéaire
des charges appartenant a I’ensemble

{Q.Q" = f".Q". (1.160)

En général, les quantités . sont des constantes, indépendantes des variables
de I'espace des phases et du temps. Dans ce cas, I’espace vectoriel formé par
les combinaisons linéaires des charges possede une structure d’algebre dont
la loi de produit est le crochet de Poisson. Les constantes f, sont appelées
les constantes de structure de I'algebre.

D’autre part, les quantités QQ* sont les charges de Noether associées a des
transformations de symétrie, et I'on sait qu’elles déterminent les variations
infinitésimales des variables de ’espace des phases sous ces symétries

NG = {)‘aQa:Qi}' (1-161>

Supposons que 'on fasse deux transformations infinitésimales successives de
parametres A, et A/, et que 'on compare les résultats obtenus suivant ’ordre
dans lequel on applique les transformations infinitésimales

[5,\, 5/\']%' = 5>\(5>\/q,-) - 5)«(5/\(1@')- (1-162)
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On dit que 'on calcule le commutateur des transformations infinitésimales.
En utilisant (1.161), on obtient

03, 0x g = {AaQ, {NQ%, 4i}} — {NQ" {2aQ% i} } (1.163)
En utilisant I'identité de Jacobi, cette équation devient
[5)\a 6)\’](]1' = {{)\aQaa ;)Qba }7 Q’L} (1164>

Si l'on tient compte de l'algebre des crochets de Poisson des charges (1.160),
on aboutit a

[6/\7 5/\’]%’ = {)\CL)\;)fachC7 QZ} - 5)\”qi7 )\Z == )\b)\/cfbca' (1165>

On trouve donc que le commutateur de deux transformations infinitésimales
est aussi une transformation infinitésimale. On dit que les transformations
infinitésimales forment une algebre dont la loi de produit est le commuta-
teur. De plus, l'algebre des transformations infinitésimales est isomorphe a
I’algebre des crochets de Poisson des charges.

Remarques : De temps en temps, il peut arriver que des constantes
apparaissent dans le crochet de Poisson des charges

{Q", Q") = f*.Q +C*. (1.166)

ot1 les C® sont indépendants des variables de I'espace des phases et du temps.
La matrice C' est appelée charge centrale de I'algébre des charges conservées.
Notons que la matrice C' n’est pas définie de maniére unique. Supposons que
l'on redéfinisse les charges en leur ajoutant une constante Q“ = Q"+ t% ou
les t* sont indépendants des variables de I’espace des phases et du temps. Le
crochet de Poisson de deux charges ainsi redéfinies s’écrit

{Qa’ Qb} _ fabCQc + C«ab’ C«ab _ C«ab . fabctc. (1167)

Souvent, mais pas toujours, il est possible de choisir les t* tels que tous les
Clab s’annulent, on est alors ramené au cas plus simple de I'équation (1.160).
Enfin, vous montrerez sans difficulté que la charge centrale qui peut étre
présente dans les crochets de Poisson des charges n’a aucune conséquence
sur le commutateur des transformations infinitésimales.
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Exemple : Considérons a nouveau le point matériel dans un potentiel
central étudié dans le paragraphe 1.5. Les moments conjugués des positions
s’écrivent

oL
O
ou le Lagrangien est donné dans I’équation (1.71). Les charges conservées as-
sociées a l'invariance par rotation sont les composantes du moment cinétique,
donné dans (1.93). Son expression en fonction des variables de 'espace des
phases est

p = mi’, (1.168)

L=FNje L= élaiph (1.169)
J:k
ou €% est le tenseur completement antisymétrique a trois indices tel que

€23 = 1. Vérifions que les charges conservées engendrent par crochet de

Poisson les variations infinitésimales par rotation des coordonnées. Il faut
prendre garde au fait qu’avec nos définitions générales, les charges de Noether
associées a l'invariance par rotation sont les composantes du vecteur — L.

o' = {_55, '} =— ijl Ejklfj{xkpl,xi} = ij eMgigh,
= T=ENT (1.170)
Calculons le crochet de Poisson de deux charges
{Li, Lg} — Zklmn Eikltfjmn{xkpl, xmpn}
— Zklmn 6iklejmn(5lmxmpl _ 5lmxkpn)
— Zklm(eiklejmk _ Eimkejkl)l,mpl. (1171)

Dans l'espace a trois dimensions, les indices ne peuvent prendre que trois va-
leurs distinctes, et donc tout tenseur completement antisymétrique a quatre
indices est identiquement nul. On en déduit I'identité

Eiklejmn . Ejikelmn + Eljiekmn o Ekljeimn =0 (1 172)
En appliquant cette identité a ’équation (1.171), on obtient

{1, L7} = *embampt = " IR LR, (1.173)
klm k
On vérifie ainsi que les composantes du moment cinétique forment une algebre

sous le crochet de Poisson. Notons que vous avez déja rencontré cette méme
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algebre, a un facteur pres, lorsque vous avez étudié les relations de commu-
tation des composantes du moment cinétique en mécanique quantique.

Exercice 1.1 : Dans l'espace a 3 dimensions, supposons que, pour un
systéme mal fichu, les crochets de Poisson des composantes du moment
cinétique contiennent une charge centrale

{1, L} =) e LF 4 Y. (1.174)
k

Montrer qu’avec un choix convenable de constantes t', la redéfinition L =
L +t* permet de se débarrasser de la charge centrale.

Exercice 1.J : On considere dans l’espace a trois dimensions un point
matériel libre de masse m. Le Lagrangien s’écrit L = %me. On va étudier
quelques symétries géométriques de ce modeéle.

e Translation d’espace : montrer que les transformations

tt' =t T(t) — T(t) = F(t) + @, (1.175)

ot les composantes du vecteur @ sont les trois parameétres de transfor-
mation, sont des symétries de I’action. Calculer les charges de Noether
associées, que I'on notera P.

e Changement de référentiel galiléen : Montrer que les transformations

t—t' =t Zt)— 7)) =2(t) + ut, (1.176)

ot les composantes du vecteur v sont les trois parametres de transfor-
mation, sont des symétries de I’action. Calculer les charges de Noether
associées, que l’on notera G.

e Algébre des charges conservées : calculer les crochets de Poisson

(P, P}, {P,G'}, {G'G7). (1.177)

Donner I’algebre des transformations infinitésimales de translation d’es-
pace et de changement de rétérentiel galiléen.

Exercice 1.K : On considére a nouveau le systeme étudié dans les exercices
1.G et 1.H. On veut tout d’abord établir le formalisme hamiltonien pour ce
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systeme. Vérifier que les densités de moment conjugué des champs (t, T) et

W(t, &) s’écrivent

oL

%

my(t, &) = = i (t, ), Wi(t,f)—ﬁ 0, (1.178)
at

ou la densité lagrangienne est donnée dans I'équation (1.60). On est la dans
une situation inhabituelle. En effet, la relation entre moments conjugués m,
7} et vitesses %—f et %—f est trés loin d’étre inversible : les moments conjugués
ne dépendent pas des vitesses ! Cette situation est en fait caractéristique des
systemes dont le Lagrangien est linéaire dans les vitesses. 1l n’est pas question
de donner ici un traitement complet de tels systemes. On va simplement
remarquer que la premiére des équations (1.178) nous dit que le champ 1)
est, a un facteur i pres, la densité de moment conjugué du champ . Il n’est
alors pas nécessaire d’introduire un moment conjugué pour le champ v, et
les coordonnées de I’espace des phases sont données par les fonctions 1 (t, T)
et 1(t,7) en tout point ¥ a un instant donné t. Le Hamiltonien et le crochet
de Poisson sont donnés par

H[p, )] = [ dPz (Y% — L) = [ dz(LVEVY + V)

{(0(t,7), (L, &)} = —id*(Z, 7). (1.179)

Vérifier que les équations de Hamilton redonnent les équations du mouvement
obtenues dans le formalisme lagrangien.

On se restreint a nouveau au cas libre. On supposera que les fonctions
W(t, T) et Y (t, ¥) décroissent rapidement lorsque |Z| tend vers 'infini. Montrer
que les crochets de Poisson des charges totales ﬁR:s et ést définies dans
l'exercice 1.H sont données par

{Phs, Pls} =0, {Phs, Glhis} = m67 Qrs, {Gis,Ghs} = 0. (1.180)

1.8 Exemple de théorie des champs relativiste

Groupe de Poincaré : Dans la suite de ce cours, on va s’intéresser par-
ticulierement a des théories des champs qui ont pour invariance le groupe
de Poincaré, composé des transformations de Lorentz et des translations
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d’espace-temps. On va donc commencer ce paragraphe par quelques rap-
pels sur ce groupe. On se place a quatre dimensions d’espace-temps, la
généralisation a d’autres dimensions ne posant pas de probleme particulier.
On prendra la vitesse de la lumiere ¢ égale a 1. Les coordonnées d’espace-
temps, ou coordonnées sur 'espace de Minkowski, seront notées z*, u =
0,1,2,3. 2° = t est la coordonnée de temps, et les coordonnées d’espace
prises isolément seront notées z¢, i = 1,2,3. La métrique de Lorentz est
donnée par la matrice

(1.181)

=
Il
o O O
e}
|
—

Ses ¢éléments de matrice seront notés 7, et les éléments de la matrice inverse
seront notés n*”,
0" Ny = 0y, (1.182)

Ces deux matrices seront utilisées pour monter et descendre les indices d’un
quadrivecteur quelconque V#

Ve=nuV", VF=n"V,. (1.183)
Par exemple, on notera
0 0
=—) Ot=n . 1.184
o Oxn’ T v ( )

Le groupe de Poincaré est le groupe des transformations des coordonnées
d’espace-temps qui laissent invariant 1’élément de longueur lorentzien

ds* = n,dz'dz”. (1.185)

Il est composé des translations de temps et d’espace et des transformations

de Lorentz
Thg @ ot — b = A 2" + aV, (1.186)

ou la matrice A satisfait

A = n <= nu = e\, A7 . (1.187)
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L’ensemble des transformations de Lorentz forme un sous-groupe du groupe
de Poincaré. Il est composé de quatre parties disconnectées. En effet, I’équa-
tion (1.187) qui définit les transformations de Lorentz implique

(det A)> =1 & det A = +1, (1.188)

et, en prenant p = v = 0,

3
(A%)? =1+ (A} =A% >1ouA% < -1 (1.189)
i=1
On ne peut évidemment pas passer continiment de det A =1 a det A = —1,
ni de A% > 14 A% < —1. On a donc quatre possibilités. On admettra que
I’ensemble des transformations qui satisfont a I'une de ces possibilités est un
ensemble connexe, que ’on appelle une composante connexe du groupe. Les
transformations telles que det A = 1 sont appelées transformations de Lorentz
propres, et celles qui sont telles que A% > 1 sont appelées transformations
de Lorentz orthochrones. On vérifie facilement que ’ensemble des transfor-
mations de Lorentz propres orthochrones, c’est-a-dire la composante connexe
qui contient I'identité, forme un sous-groupe que I'on note SO'(1,3). Dans
la suite de ce cours, sauf indication contraire, lorsqu’on parlera de transfor-
mations de Lorentz, on sous-entendra toujours des transformations propres
orthochrones.
On a vu que la transformation identique est propre orthochrone. Il est
facile de construire une transformation dans chacune des trois autres com-
posantes connexes. On utilisera la transformation de parité

P2 2% 28 5 —2' det P =—1,P% =1, (1.190)
et la transformation de renversement du temps
T :2°— —2° 2" - 2" detT = —1,T% = —1. (1.191)

La derniere composante connexe est atteinte en utilisant le produit P71 des
deux transformations précédentes. Notons que si une transformation A appar-
tient & la composante caractérisée par det A = —1 et A% > 1, alors le produit
PA est une transformation propre orthochrone. Pour connaitre le compor-
tement d’une théorie sous la totalité des transformations appartenant aux
quatre composantes connexes, il suffit donc de connaitre son comportement
sous les transformations propres orthochrones, et sous les deux transforma-
tions discretes parité P et renversement du temps 7.
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detA:]., Aoozl detA:—l, AO(]Z].
Contient l'identité Contient la parité P
Sous-groupe SO'(1,3)

detAzl, AO()S —1 detA:—l, AO()S—]_
Contient le produit PT || Contient le renversement
du temps T

On considére maintenant un champ réel ¢(x), et I'on suppose que les
transformations des coordonnées et du champ sous les transformations de
Poincaré s’écrivent

Thg: 2" — o™ = A a” +a",  plx) — ¢ (@) = p(x). (1.192)

Ces lois de transformations sont caractéristiques de ce que 'on appelle le
champ scalaire. C’est en fait une loi de transformation tres naturelle. Pre-
nons un exemple qui n’a rien a voir avec la relativité, disons le champ de
température a Uintérieur d’un fluide, T'(Z). Dans le point de vue actif, si je
fais tourner le fluide de telle maniere qu'un point #* du fluide soit envoyé en
2, alors la température apres rotation au point z, T'("), est identique a la
température avant rotation au point #, T'(Z). On voit immédiatement que
cette loi de transformation n’est pas correcte pour des grandeurs tensorielles,
par exemple le champ des vitesses d’un fluide ou le champ électromagnétique.
On laisse au lecteur le soin de trouver les modifications nécessaires dans ces
deux cas.

Dans la suite, il sera tres utile d’avoir la forme des transformations infi-
nitésimales sur les coordonnées et le champ. Pour les translations, il suffit de
prendre les a* infinitésimaux. Une transformation de Lorentz infinitésimale
sécrit A*, = 0¥ + wt,, ou chacun des w*, est infinitésimal. La relation de
définition (1.187) des transformations de Lorentz implique

W = =Wy,  Whw = Nupw’y. (1.193)
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On calcule alors facilement la variation du champ en un point. Au premier
ordre dans les parametres infinitésimaux

¢'(2') = ¢'(x) + 020, 0(x) = ()
= 0p(x) = ¢'(x) — p(x) = —02+0,p0(x), ozt = a* + wh,x”. (1.194)

Il nous faut maintenant spécifier la dynamique du champ. On aura tres sou-
vent dans la suite 'occasion de considérer une action du type suivant

Sl = [ d*zL(p(x), dp(x)),
L(p(x), 0p(x)) = (3(0up(x)0p(x) —m? (p(x))?) — %((x))*)(1.195)

La partie quadratique dans le champ de la densité lagrangienne est usuelle-
ment appelée densité lagrangienne libre. La partie qui contient des puissances
supérieures a 2 dans le champ est la densité lagrangienne d’interaction. Dans
le cas présent, l'interaction comprend seulement un terme d’ordre 4 dans les
champs, et g est appelée la constante de couplage. Les équations du mouve-
ment s’écrivent

58
dp(z)

On définit Vopérateur d’Alembertien par O = 949, = 95 — A. Lorsque la
constante de couplage g s’annule, on obtient 1’équation de Klein-Gordon

=0 (0", + m?)p = —%@3. (1.196)

(O+m?*)p = 0. (1.197)

Vérifions que l'action (1.195) est invariante sous les transformations de Poin-
caré (1.192). On va utiliser le point de vue actif, et donc utiliser la méme
densité lagrangienne pour la nouvelle configuration

1
Sl = /d4x' (5(8Lg0’6'“<,0’ —m?¢?) — %90'4) ) (1.198)

Le Jacobien du changement de coordonnées s’écrit

or’'
det — =det A = 1. 1.199
et o =de ( )

La transformation des dérivées d’espace-temps est donnée par
Y 0 ox¥ 0

B Qxn Qxt Qxv

= (A1) ,00. (1.200)
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On obtient alors
0,/ 0" =" (A1) (AT, 050050 = Dpupdp. (1.201)

En tenant compte des lois de transformation (1.192) et des équations (1.199)
et (1.201), on vérifie que 'action est invariante sous les transformations de
Poincaré

S[e'T = Sl (1.202)

On n’a pas besoin dans ce cas de I'intégrale d’une divergence. On va mainte-
nant dériver les courants de Noether associés a I'invariance sous les transfor-
mations de Poincaré. Considérons tout d’abord seulement une translation.
Les parametres a” forment un quadrivecteur, les courants de Noether corres-
pondants forment donc un tenseur a deux indices noté T*, et appelé le ten-
seur énergie-impulsion. Comme il n’y a pas de terme de bord, le plus simple
pour calculer le tenseur énergie-impulsion est d’utiliser la formule (1.119)

a’TH, = —5@% — dzh L = a” ("0, — SHL)
< Ty = MppT?y = v — Ny L. (1.203)

Si le champ ¢ est solution des équations du mouvement, le tenseur énergie-
impulsion est conservé
o0, I, = 0. (1.204)

Remarquons que le tenseur énergie-impulsion est un tenseur symétrique,
T,, = T,,. Les composantes Ty, et Tp; s’'interpretent respectivement comme
une densité d’énergie et une densité d’impulsion

3
_1 2 2 2 2 9 4 _
Too = 5((8080) + Z(@ )T+ m7p®) + VTAaE Toi = Oop0ip.  (1.205)

i=1

Notons que la densité d’énergie est comme d’habitude la somme d’une densité
d’énergie cinétique et d’une densité d’énergie potentielle. Les composantes T
et T}; sont les densités de courant d’énergie et d’impulsion.

Dérivons maintenant les courants de Noether associés a I'invariance par
transformation de Lorentz. Les parametres des transformations de Lorentz
wy, forment un tenseur antisymétrique a deux indices, il n’y a donc que 6 pa-
rametres indépendants. Un choix de parametres indépendants est w,,, v < p.
On obtiendra un nombre identique de courants de Noether indépendants, que
I’on peut noter M**P v < p, et qui peuvent étre vus comme les composantes
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indépendantes d’un tenseur a trois indices, antisymétrique sur les deux der-
niers indices, M*"? = — M"P”_ On peut a nouveau utiliser la formule (1.119)
pour établir 'expression des courants. Sous une transformation de Lorentz
infinitésimale, on aura

D e WpMIP = FWrp M = _690% — ozl
= w” 2 (0" pdyp — 0L L) = w,,(TH aP — THPa). (1.206)

Les courants de Noether associés a l'invariance par transformation de Lorentz
s’écrivent donc
Y Ty T (1.207)

La conservation de ces courants pour une solution des équations du mouve-
ment

& MMVP =0 (1.208)

est une conséquence de la conservation du tenseur énergie-impulsion et de la
symétrie de ce tenseur. Les courants M#¥ sont associés & l'invariance par
rotation, et les courants M#*% 3 l'invariance par changement de référentiel,
ou “boost” de Lorentz. On définit le moment cinétique du champ par

. 1 . . o N
oLy e / PO S / Proe(@AV)p.  (1.209)
ik

Solutions de I’équation de Klein-Gordon :

On se limite dans ce paragraphe au cas libre, g = 0. L’équation du mouve-
ment est alors I’équation de Klein-Gordon (1.197). On passe en transformée
de Fourier

d4p —ipT =
p(x) = / e "op),  e(—p) = @(p). (1.210)
(2m)
L’équation de Klein-Gordon s’écrit sur la transformée de Fourier
(—p* +m?)p(p) = 0. (1.211)
La solution de cette équation est
p(p) = 216(p* — m*)a(p). (1.212)

On notera w(p) = +/p? +m?2. L’équation p> — m? = 0 a pour solutions
p? = Fw(p). Il est d'usage de séparer les solutions en fonction du signe de p"

o(p) = 2x6(p* — m*)(0(p")a(p) + 6(—p°)a(—p)). (1.213)
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La fonction complexe arbitraire a(p) ne dépend que des composantes spatiales
du quadrivecteur p, puisque p° est fixé. On obtient alors la forme des solutions
de I’équation de Klein-Gordon (on a fait dans le second terme un changement
de variables p — —p)

4
o) = / (ZW];427r(5(p2 — 00" (a(@)e 7 +a(p)e).  (1.214)
On aura de nombreuses occasions de rencontrer I'élément de volume qui
apparait dans cette équation. On utilisera donc pour lui une notation parti-
culiere

d*p

(2m)*
Quel gain de place! La propriété essentielle de cet élément de volume est
qu’il est invariant sous les transformations de Lorentz. En effet, supposons
que 'on fasse une transformation de Lorentz p* — p* = A*,p”. Comme on
I’a dit plus haut, on se limite a une transformation propre orthochrone. On
a évidemment

218 (p? — m*)0(p°) = dp. (1.215)

d'p' =d'p, &(p? —m?) =6(p* —m?). (1.216)
Il reste & montrer que la distribution 6(p®) est aussi invariante. Pour cela, il

est bon de faire un dessin. On se contentera donc d’une dimension d’espace
et une dimension de temps, ce qui ne modifie pas les conclusions.
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On a représenté le cone de lumiere et deux branches d’hyperboles, 1'une
a l'intérieur du cone de lumiere, p?> > 0 et lautre a l'extérieur, p* < 0.
Si I'on prend deux points quelconques sur la méme hyperbole, il existe une
transformation de Lorentz qui fait passer de l'un a I’autre. On dit que chaque
branche d’hyperbole forme une orbite sous I'action du groupe de Lorentz. On
voit immédiatement que si l'on se trouve a l'extérieur du cone de lumiere,
il existe des transformations de Lorentz qui changent le signe de p°, c’est-a-
dire qui font passer d’un coté a 'autre de ’axe horizontal. En revanche, a
I'intérieur du cone de lumiere, la totalité de I’hyperbole est d'un seul coté de
’axe horizontal, et donc le signe de p® ne change pas. On en conclut que 6(p")
n’est invariant de Lorentz qu’a la condition que l'on se trouve a l'intérieur
du cone de lumiere. Heureusement, la distribution §(p* —m?) qui figure dans
I'élément de volume (1.215) nous assure que c’est bien le cas.

Remarquons que I’on peut utiliser la distribution 6(p? —m?) pour effectuer
l'intégration sur pY. Si F(p) est une fonction quelconque

Jarw = [ Gl oFe —upp. ()

On peut utiliser cette équation pour écrire une solution de I'équation de

45



Klein-Gordon sous la forme

= —d3p a(P)e P* 4+ a(p)e™?”
o) = [ G e@e T rame). (21

Il est sous-entendu que p® doit étre pris égal a w(p) dans I'intégrand.

On aimerait maintenant inverser la relation (1.218) et exprimer les quan-
tités a(p), a(p) en fonction du champ et de ses dérivées. A un instant 20 = ¢
donné, la formule (1.218) peut étre interprétée comme donnant la trans-
formée de Fourier sur I'espace du champ. La transformée de Fourier inverse
nous donne

a(p)e P L G(—p)e™PT = 2u(p) /d%e‘iﬁfgo(t, T). (1.219)

Prenons maintenant la dérivée par rapport au temps de 1'équation (1.218)

op(z) = —i / %m@e—m — a(p)e). (1.220)

A nouveau, une transformée de Fourier inverse sur les coordonnées spatiales
conduit a

a(p)e Pt _ G(—p)e P = 2i/d3xeiﬁfagg0(t, z). (1.221)

Une combinaison linéaire des équations (1.219) et (1.221) permet d’obtenir
la fonction a(p) sous la forme

N

a(p) = i/dg’xeim(ﬁow(m) —ip’p(x)) = i/d%eipx o (). (1.222)

Dans le membre de droite de cette équation, il est sous-entendu que p° doit
étre pris égal & w(p). Si F' et G sont deux fonctions du temps, on a utilisé la
notation

F 0y G = F(0,G) — (8,F)G. (1.223)

L’équation (1.222) a une interprétation tres simple. Elle nous dit que la solu-
tion de I'équation de Klein-Gordon (1.218) est déterminée par les conditions
initiales. En effet, la fonction complexe a(p) détermine le champ en tout point
x de 'espace-temps, et d’apres (1.222) elle est déterminée par la donnée du
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champ et de la dérivée par rapport au temps du champ en tout point 7 de
I’espace & un instant donné z° = ¢.

Interaction avec une source :
On suppose désormais que 'action du champ scalaire s’écrit

Sle] = /d496 G(@w@“w —m?p?) + j@) , (1.224)

ou j(z) est une fonction fixée en tout point de I'espace-temps, que I’on appelle
la source du champ. Les équations du mouvement s’écrivent alors

(O +m?)p(x) = j(z). (1.225)

On a donc maintenant une équation aux dérivées partielles linéaire avec un
second membre. Cette équation est facilement résolue si I'on dispose d’'une
fonction de Green G(z,y) de Popérateur de Klein-Gordon 0+ m?. C’est une
distribution qui dépend de deux points de I'espace-temps et satisfait

(O+m*)G(z,y) = *(z — ). (1.226)

Cette distribution sera étudiée dans le chapitre 3 de ce cours. On verra qu’il y
a plusieurs possibilités, suivant les conditions asymptotiques choisies a grand
temps. Pour l'instant, supposons que 1'on dispose d’une fonction de Green
G(z,y) symétrique, G(z,y) = G(y,z). Alors la solution de I’équation de
Klein-Gordon avec source s’écrit

(@) = polz) + / Gz, y)i (), (1.227)

ol o () est une solution de I’équation de Klein-Gordon sans second membre.

Auto-interaction :
On suppose maintenant que 'on a a la fois une source et un terme d’in-
teraction quartique. L’action s’écrit

Sle] = /d% (%@wﬂgp —m?p?) — %904 +j<,0) . (1.228)

Les équations du mouvement sont

(O +m?)p(x) = j(z) — () (1.229)



C’est une équation aux dérivées partielles non linéaire, et I’on ne connait pas
les solutions exactes. A I'aide d’une fonction de Green, on peut la transformer
en une équation intégrale

. g
o) = pola) + [ AyGle ) - W) (1.230)
Pour simplifier, on va supposer que les conditions a grand temps sont telles
que la solution de I’équation libre py(x) s’annule. L’équation précédente de-
vient

o) = [ @9Gan)i) - 5 [ dv6E@new)’. a2

On va essayer de résoudre cette équation en perturbation, c’est-a-dire déve-
lopper le champ en puissances de la constante de couplage g. Ce développe-
ment est obtenu en itérant 1’équation (1.231). On remarque que le champ
apparait a la fois dans le membre de gauche et dans le membre de droite de
I’équation, et I’on remplace le champ dans le membre de droite de I’équation
par l'expression donnée par I’équation elle-méme. La premiere itération con-
duit a

= fd4yG x y) i(y)

—& [ d*yG(z,y)( fd4zG Y, 2)i(2) — & [ d*2G(y, 2)(p(2))%)%. (1.232)
C’est encore une équation exacte. Si I'on se limite & l’ordre g2, on obtient
= [d'yG(z,y)i(y) — ifd“yG (z,y)([ d*2G(y, 2)j(2))?
+§’.2 fd4yG z,y) fd4zG Y, 2)i(2))* [ %Gy, t)(¢(1)*) + O(g®)

A lordre considéré, on peut remplacer dans le membre de droite de cette
équation le champ ¢ par son expression au plus bas ordre

= [dyG(z,y)j(y) — ifd“yG (z,y)([ d*2G(y, 2)j(2))?
+3g,2 fd4yG T,Y) fd4zG Y, 2)5(2))* [ d4G(y, t)( [ d*uG(t,u)j(u))?)
+0(93)

L’expression obtenue peut étre vue indifféremment comme un développement
en puissances de la constante de couplage, ou comme un développement en
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puissances de la source j. Le champ solution des équations du mouvement
peut étre considéré comme une fonctionnelle non locale de la source j. On
remarque que seules les puissances impaires de la source apparaissent dans
ce développement. Si l'on écrit généralement ce développement sous la forme

o) = [dyW P (z,y)j(y)
ta [ dryrdryedtys WO (@, 91, y2,y3) 5 (1) (y2) 5 (ys) + -+ (1.233)
= Zn @ f d43/1 e d4y2n71W(2n) (.Z', Y, 792%1)]’@1) o 'j<y2n71)-

On calcule alors facilement les distributions qui apparaissent aux premiers
ordres

W (z,y) = G(z,y),
WS (@, 91,12, y3) = —g [ d*2G(x, 2)G(y1, 2)G (42, 2)G(ys, z) (1.234)

WO (2, y1, Y2, Y3, Ya, ys5) =
g* [ d*td*uG(z, t)G(y1, t)G(ya, 1) G (t, u) G (y3, u) G (ya, u) G (ys, u) + - - -

Dans la derniere équation, les trois points représentent des termes de la méme
forme que le premier, qui correspondent aux différentes fagons de grouper
deux points parmi (Y1, y2, Y3, Y4, Y5) avec x. Il y a dix termes en tout.

Il est tres commode de donner une représentation graphique de ces équa-
tions. Les éléments a partir desquels on construit ces graphes sont la ligne et
le vertex, qui est un point d’espace-temps z ou se rencontrent quatre lignes.
A chacun de ces deux éléments est associé une régle de calcul permettant
d’associer a un graphe une expression mathématique.

e Ligne : x— v =G(x,y),

o Vertex : = —g [d'z,

Les équations (1.234) s’écrivent alors

WO(z,y) = X oo,

W(4)(x7y17y2ay3) = X Y, )

Vs
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=
N

WOz, g1, 92, Y3, Yarys) = X Vs +
Vs Ya
Y, ¥
X ¥, SE.
Vs Ya

La fonction W19 est la premiere & contenir deux graphes de topologies dis-
tinctes,

Seuls interviennent dans I'expression des W?2" les graphes connexes, c’est-a-
dire tels qu’entre deux points externes il existe toujours un chemin continu.
De plus, ces graphes possede la propriété qu'une ligne ne peut pas se refermer
sur elle-méme. On dit que ce sont des graphes en arbres. Les graphes que l'on
vient de décrire constituent un type particulier de graphes de Feynman. On
verra dans le chapitre 4 de ce cours qu’interviennent en théorie quantique
des champs non seulement des graphes en arbre, mais également des graphes
contenant des boucles fermées, qui déterminent les corrections quantiques
aux graphes en arbre.

Limite non relativiste : Revenons a la théorie libre, sans interaction
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(g9 = 0) ni source (j(x) = 0). Afin de considérer la limite non relativiste, on va
réintroduire la vitesse de la lumiere ¢ dans I’équation de Klein-Gordon (1.197)
et dans l'action correspondante. On prendra désormais z° = ct. Comme
on souhaite que m ait la dimension d’'une masse, il faut aussi introduire
la constante de Planck 7 et effectuer le remplacement de m par %5, qui a
la dimension de l'inverse d’une longueur. On notera de plus p = (p ,p) =

+(£,P) et a(p) = 2h*mcb(P). Les solutions de 'équation de Klein-Gordon

ont alors I’expression

d3 2 s . B ; .
o(x) :/ b m(b(ﬁ)e—g(ﬂ—pr) + b(p’)eﬁ(Et—ln))’ E = /P2 + m2c.

(27)3 E
(1.235)

Supposons que 'on se limite a des paquets d’ondes de faibles impulsions,
c’est-a-dire que b(p) s’annule sauf si p?> < (mc)?. On peut alors développer

7’ . . . . 52 .
I’énergie en puissances des impulsions, E = mc? + I, et le champ devient

w(x)—e‘?m”w( T) + et (1, 7),

f(zf)’ B)e %<§Wt—px). (1.236)

On remarque que le champ ¢ (t, ) ainsi obtenu est une solution de 1’équation
de Schrodinger pour une particule libre de masse m. Supposons maintenant
que le champ ¢(x) ne soit pas nécessairement une solution des équations
du mouvement, mais qu’il n’en soit pas trop éloigné, et en particulier qu’on
puisse 1’écrire sous la forme

(o) = e i p(t, T) + e (L, ), (1.237)

ou le champ (¢, Z) n’est pas nécessairement de la forme (1.236), mais varie
lentement dans le temps, c’est-a-dire

QW, )| < (1.238)

2
me .,
o VA

On va tenir compte de la forme (1.237) du champ et de la condition (1.238)
dans 'action, qui s’écrit avec nos notations actuelles

Sly] = /dtd3 ( @f)Q — (V)2 — m;czgﬁ) . (1.239)
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Lorsqu’on remplace le champ par son expression (1.237), on se débarrasse im-
pitoyablement des termes qui contiennent un facteur oscillant rapide etimet,

La condition (1.238) permet de plus d’éliminer les termes quadratiques de la
forme 2222 On obtient alors 'action

ot ot
o i (-0 Oy R
S, ] = 2mc/dtd3x (2—h < Friirn ) — %w}vw) . (1.240)

Cette action est identique, a un facteur 2mec pres, a celle étudiée dans l'exer-
cice (1.G). Elle est la limite non relativiste de action (1.239), et donc
I’équation de Schrodinger est la limite non relativiste de ’équation de Klein-
Gordon. Notons au passage la limite non relativiste du terme d’interaction
quartique

c/d%%gf‘ = c/dtdgx%(w)Q(w)Q. (1.241)
Ce terme n’a pas d’interprétation en terme de mécanique quantique d’une
particule de masse m. On verra dans le prochain chapitre qu’il a une in-
terprétation simple pour une assemblée de particules identiques en nombre
quelconque.

Enfin, montrons que la loi de transformation assez compliquée (1.139)
de la fonction d’onde sous les changements de référentiel galiléens peut étre
déduite de la loi de transformation tres simple (1.192) du champ scalaire
sous les transformations de Poincaré. Considérons dans la théorie invariante
relativiste un “boost” de Lorentz de vitesse v le long de 'axe Oz. La loi de
transformation des coordonnées d’espace-temps s’écrit

o' =y(ct+22) St =9t + §2) =t + 5z + 3t + O0(%)

2 =r(z+0vt) = z—i—vt—i—O(Z—z), (1.242)
ot I'on a utilisé la notation ¥ = —2—. On voit que dans la limite ot la
-z

vitesse de la lumiere ¢ tend vers l'infini, cette transformation devient un
changement de référentiel galiléen de vitesse v le long de Oz. Il nous faut
cependant garder pour I'instant les termes d’ordre C% dans le développement
de t’. On se place désormais dans la limite non relativiste, et on utilise donc
I'expression (1.236) du champ scalaire en terme de la fonction d’onde, avant
et apres transformation

O (a) = e FmEU Y (¢ F) 4 erm PP (H | ),
e—imeHt _ o=k (mePt+Fmothmuz+0(L)) (1.243)
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On en déduit la loi de transformation non relativiste

(10/('77/> ( ) — w ( / —»/) _ eﬁ( mv2t+mvz)w<t’i}). (1244>

Formalisme hamiltonien : On considere a nouveau l’action (1.195). La
densité de moment conjugué du champ scalaire s’écrit

oL
(7)) = =———— = Jpp(). 1.245
3 = Gpeormy = e (1.245)
Le Hamiltonien et le crochet de Poisson sont alors donnés par
Hlge, ] = [ & (3(m(@)? + (Vo @)* + m2(@(@)?) + Sal@)")
{sot(w), (@)} = 07— 2). (1.246)

L’énergie et I'impulsion totales P, du champ peuvent s’écrire comme des
fonctionnelles sur I'espace des phases sous la forme
Po[%, 7Tt] = fd?’ffToo = H[%, 7Tt]
Py, m] = [ dPxTy = [ dPam()0ip:(Z). (1.247)

On calcule également les charges totales M*” associées a 'invariance de Lo-
rentz

M‘”[wt,m — [ BrMO = [ @Bz(TO% — TO0) (1.248)
= J @ (3 + (Fo)? + m? (@) + & (00)*) 2 — mdipin®)
M J[sot,wt = [ d3a MO = [ @Bz(T%I — TYz) (1.249)

= [ BPam (270" — 207 ).

Remarquons que les charges conservées M associées aux “boosts” de Lo-
rentz dépendent explicitement du temps. On vérifie que les charges conservées
engendrent les transformations infinitésimales du groupe de Poincaré

{aﬂpu + %W#VM/LW Spt( )} - _aoﬂt( ) —a azgpt( )
—w% ' (T) — (W2 4 w'oa®)Dipi(T). (1.250)

On vérifie non sans peine que 'algebre des charges conservées s’écrit

{Pu Py =0, {Mu, P}t = —nupPu+ 0y, P,
{ My, Myo} = pMpuo — upMoo — Moo Mpup + Mo M. (1.251)
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On se limite maintenant au cas libre, ¢ = 0. On va faire un changement de
variables dans I’espace des phases donné par la formule (1.222). A un instant
donné, par exemple ¢t = 0, on pose

a(p) =i [ Bre P (m_o(T) — ip°p1—0()),
a(p) = —i [ d*xe (m—o(Z) + ip°pi—o(T)). (1.252)

On peut prendre les fonctions a(p), a(p) pour toute valeur de p comme co-
ordonnées sur ’espace des phases. Comme on sait que ces mémes fonctions
déterminent une solution des équations du mouvement, on en déduit que,
comme toujours, 'espace des phases est identique a 1’espace des solutions
des équations du mouvement. Le crochet de Poisson des nouvelles variables
se calcule en utilisant 1'équation (1.246)

{a(p),a(p)} =0, {a(p),a(p)} =
{a(p),a(p)} = —i(27)°2w(p)0*(F — ). (1.253)

Le Hamiltonien prend une forme tres simple

Hla,a) = / dpw(7)a(p)a(p). (1.254)

Plus généralement, le quadrivecteur énergie-impulsion s’écrit

P.la,a) = / dpp,a(P)alp). (1.255)
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