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On présente ici la construction du complexe des poids de Gillet-Soulé, dans la
catégorie des motifs purs en caractéristique 0. Ce complexe de motifs purs se relève
en un complexe de motifs de Chow.

On �xe un corps k de caractéristique 0. Tous les schémas sont des k-schémas de
type �ni.

Par convention, tous les schémas simpliciaux sont des objets simpliciaux dont les
morphismes de transitions sont propres.
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1. Enveloppes

Remarquons le lemme évident suivant :

Lemma 1.1. � Soit f : Y → X un morphisme de schémas. Les conditions suiv-

antes sont équivalentes :

(i) Pour tout corps L, le morphisme induit Y (L)→ X(L) est surjectif.

(ii) Pour tout fermé Z ⊂ X, il existe un fermé T ⊂ Y tel que f(T ) ⊂ Z et le

morphisme f |ZT est birationnel.

De�nition 1.2. � Un morphisme f : Y → X est appelé une enveloppe(1) si il est
propre et satisfait l'une des conditions équivalentes du lemme précédent.

Les enveloppes sont stables par composition et changement de base � c'est évident
en considérant la propriété (i) du lemme précédent. Remarquons aussi que pour des

morphismes de schémas Z
g−→ Y

f−→ X, si g ◦ f est une enveloppe, alors f est une
enveloppe.

(1)On dit encore suggestivement que Y est une enveloppe de X.
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1.3. � Les enveloppes forment donc les recouvrements d'une topologie de Grothendieck
tenv sur la catégorie Sch. On appelle hyper-enveloppe tout hyper-recouvrement pour
cette topologie.

Plus précisément, rappelons les dé�nitions suivantes :
Soit ∆ la catégorie simplicale standard et ∆n la sous-catégorie pleine dont les objets
sont les entiers plus petit que n. Un schéma simplicial (resp. schéma simplicial
n-tronqué) est un foncteur X : ∆op → Sch (resp. X : ∆op

n → Sch).
On note sqn : Sch∆op → Sch∆op

n le foncteur de restriction canonique, appelé n-
squelette, et cosqn son adjoint à droite, appelé n-cosquelette.

Si X est un schéma simplicial, on note cosqXn le foncteur adjoint à droite du foncteur

Sch∆op

/X → Sch∆op
n / sqn(X )

induit par sqn. Rappelons que pour tout Y dans Sch∆op
n / sqn(X ),

cosqXn (Y) = cosqn(Y)×cosqn sqn(X ) X .

De�nition 1.4. � On dit qu'un morphisme f : Y → X est une hyperenveloppe si
pour tout entier n ≥ 0, fn est propre et le morphisme canonique

Yn+1 →
(
cosqXn sqn(Y)

)
n+1

est une enveloppe.

Nous aurons besoin de la construction classique suivante :

Lemma 1.5. � Soit f : Y → X un morphisme de schémas simpliciaux.

Alors, il existe un diagramme commutatif

Ỹ
f̃ //

q ��
X̃
p��

Y
f // X

tel que p et q sont des hyperenveloppes et pour tout entier n ≥ 0, Ỹn et X̃n sont lisses.

Démonstration. � Premier cas : X est constant de valeur un schéma X et f = 1X .
On démontre par induction noethérienne sur X qu'il existe une enveloppe Y → X tel
que Y est lisse.

D'après le théorème d'Hironaka de résolution des singularités, il existe un mor-
phisme f : X ′ → X propre birationnel tel que X ′ est lisse. Soit U l'ouvert de
X au-dessus duquel f est un isomorphisme, et V une enveloppe lisse de U . Alors,
X ′ t V est une enveloppe lisse de X.
Deuxième cas : Y = X , f = 1X .

On construit par récurrence sur n le terme X̃n du schéma simplicial X̃ et le mor-
phisme fn : X̃n → Xn tel que sqn(f) : sqn(X̃ )→ sqn(X ) qui est une hyperenveloppe
n-tronquée.
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Si la construction est e�ectuée pour n− 1, on considère grâce au premier cas une
enveloppe π : Zn →

(
cosqXn−1 sqn−1(X̃ )

)
n
tel que Zn est lisse et on pose :

X̃n = Zn t
n−1⊔
i=0

X̃n−1.

Pour tout entier i ∈ [0, n−1], on dé�nit le morphisme de dégénérescence si : X̃n−1 →
X̃n comme l'inclusion canonique correspondant au i-ème facteur dans la somme ci-
dessus.

Pour tout entier i ∈ [0, n], on dé�nit le morphisme face di : X̃n → X̃n−1 de manière
unique tel qu'il soit égal à π sur le facteur Zn et qu'il véri�e les relations simpliciales

disj =


s′j−1d

′
i si i < j

1Yn si i = j, j + 1
s′jd
′
i−1 si i > j

le prime indiquant un morphisme du schéma simplicial X̃ déjà construit.
On construit en�n le morphisme fn : X̃n → Xn. Sur Zn, il est égal au composé

Zn
π−→
(

cosqXn−1 sqn−1(X̃ )
)
n
→ Xn

où le morphisme de droite est le morphisme évident. Ceci garantit que sqn(f) est une
hyperenveloppe. Sur le i-ème facteur dans la somme ci-dessus, il est égal à sifn−1.

Cas général : On commence par choisir une hyperenveloppe lisse X̃ de X . Puis on

choisit une hyperenveloppe lisse Ỹ de Y ×X X̃ . Les �èches évidentes conviennent.

Remark 1.6. � Dans le deuxième cas, la construction est très formelle. Intuitive-
ment, l'étape d'induction se fait en recollant la n-cellule Zn au schéma simplicial
X (n−1) (engendré par les n− 1 premières cellules) le long du morphisme π.

2. Complexe de Gersten

2.0.1. Dé�nition. � Si E est un corps, on considère la K-théorie de Milnor de E,

KM
∗ (E) = T (E×)/{x⊗ (1− x), x 6= 0, 1}.

On considèrera la fonctorialité suivante :

1. Pour ϕ : L→ E une extension de corps, un morphisme ϕ∗ : KM
n (L)→ KM

n (E)
(évident).

2. Pour ϕ : K → L une extension �nie, ϕ∗ : KM
n (E) → KM

n (L) qui en degré
n = 1 coincide avec la norme de L/E. Ce morphisme est le point le plus
di�cile de la théorie, résolu uniquement dans la thèse de Kato. Remarquons
que sans l'existence de ce morphisme, on ne peut pas montrer que KM

n (E) =
Hn(E,Z(n)).

3. Pour (E, v) un corps valué de cors résiduel k, v étant discrète, un morphisme
∂v : KM

n (E)→ Kn−1(k) qui en degré n = 1 est égal à v.

On introduit les notations suivantes :

De�nition 2.1. � Soit X un schéma.
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1. Pour tout x ∈ X, on pose KM
∗ (x) = KM

∗ (κ(x)).
2. Supposons que X est normal connexe. Soit η son point generique et z ∈ X

de codimension 1. Alors, z correspond à une valuation discrète vz sur le corps
des fonctions de X, κ(η). Grâce au point 3 ci-dessus, on lui associe donc un
morphisme :

∂Xz = ∂vz : KM
∗ (η)→ KM

∗ (z).

3. Soit x, y ∈ X. On note Z l'adhérence réduite de x dans X, et Z̃ la normalisation
de Z ; le morphisme canonique f : Z̃ → Z est �ni.

Supposons que y ∈ Z(1). Soit Z̃y la �bre de f au-dessus de y. Alors, tout

point z ∈ Z̃y est de codimension 1 dans Z̃. Pour un tel point z, on note
ϕz : κ(y)→ κ(z) le morphisme �ni induit par f .

On pose dans tous les cas :

∂xy =


∑
z∈Z̃y

ϕ∗z ◦ ∂Z̃z si y ∈ Z(1)

0 sinon

 : KM
∗ (x)→ KM

∗ (y).

2.2. � Considérons X un schéma de type �ni X.
Pour tout entier p ≥ 0, on pose :

Cp(X;KM
∗ ) =

⊕
x∈X(p)

KM
∗ (x).

On dispose de la proposition classique suivante :

Proposition 2.3. � Soit p ∈ N un entier.

Avec les notations introduites ci-dessus, le morphisme

dpX =
∑

(x,y)∈X(p)×X(p−1)

∂xy : Cp(X;KM
∗ )→ Cp+1(X;KM

∗ ).

est bien dé�nit.

De plus, dXp−1 ◦ dXp = 0.

Le premier à avoir démontré cela est K. Kato, en utilisant la loi de réciprocité
généralisée pour les courbes (cf [Kat86]). On obtient une autre démonstration en
identi�ant les di�érentielles de la suite spectrale du coniveau en cohomologie mo-
tivique avec les di�érentielles introduites ici. Il faut pour cela plonger X dans un
schéma lisse Ω (ce que l'on peut faire car l'assertion est locale en X).

Ainsi, on obtient un complexe C∗(X;KM
∗ ) de groupes abéliens gradués. On note

Ap(X;KM
∗ ) son p-ième groupe d'homologie � suivant la notation de Rost.

Example 2.4. � En degré 0, on obtient Cp(X;KM
∗ )0 = Zp(X) groupe des cycles

dont le support est de dimension p dans X. Si X est de dimension pure p, par
dé�nition, l'image de dXp )0 est égale aux cycles associés à des diviseurs principaux,

soit les diviseurs rationellement équivalents à 0. Ainsi, Ap(X;KM
∗ )0 est le groupe de

Chow des cycles p-dimensionnels.
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2.0.2. Fonctorialité. �

2.5. � Soit f : Y → X un morphisme plat, de dimension relative n.
On dé�nit un morphisme

f∗ : Cp(X;KM
∗ )→ Cp+n(Y ;KM

∗ ).

Soit x un point de X de dimension p d'adhérence Z dans X. Pour tout point y ∈
f−1(x), on considère le morphisme ϕyx : κ(x) → κ(y) induit par f . On dé�nit f∗)yx :
K∗M(x) → KM

∗ (y) en posant f∗)yx = n.(ϕyx)∗ où n est la longueur de l'anneau local
OZ×XY,y.

On démontre facilement que f∗ est compatible aux di�érentielles dX et dY . De
plus, sa fonctorialité résulte de la démonstration classique pour les cycles.

2.6. � Soit f : Y → X un morphisme propre.
On dé�nit un morphisme

f∗ : Cp(Y ;KM
∗ )→ Cp(X;KM

∗ ).

Soit y un point de Y de dimension p, x = f(y). Si ϕyx : κ(x)→ κ(x) est �nie, on pose
f∗)yx = ϕyx)∗. Les autres composantes sont nulles.

Le fait que f∗ est fonctoriel est immédiat. Le fait qu'il forme un morphisme de
complexes est le point di�cile de cette théorie. Il repose sur la loi de réciprocité
(généralisée) pour les courbes, qui en est un cas particulier :

Theorem 2.7 (Kato). � Soit C/k une courbe propre de morphisme structurel p et

de corps des fonctions E. Alors la suite

KM
∗ (E)

dC
0−−→

⊕
x∈X(0)

KM
∗ (κ(x))

p∗−→ KM
∗ (k)

est un complexe.

Remark 2.8. � Ce théorème est évidemment une généralisation de la loi de ré-
ciprocité classique qui concerne la partie graduée E× → Z0(C) → Z. Comme k est
parfait, on peut obtenir une démonstration de ce théorème à partir de l'invariance
par homotopie de la cohomologie motivique grâce à un calcul dû à Rost.

Signalons pour terminer que l'on obtient suivant la même démonstration que pour
les cycles une formule de changement de base entre pushouts propres et pullback plats.

2.9. � Soit X un schéma et Z ⊂ X un fermé. On pose U = X − Z et on note
i : Z → X, j : U → X les immersions évidentes. Remarquons que formellement,

Cp(X;KM
∗ ) = Cp(U ;KM

∗ )⊕ Cp(Z;KM
∗ ).

De plus, on obtient une suite exacte courte de complexes

0→ C∗(Z;KM
∗ ) i∗−→ C∗(X;KM

∗ )
j∗−→ C∗(U ;KM

∗ )→ 0.

On peut remarquer suivant Rost que dans la suite longue d'homologie associée, le
bord est induit par le morphisme de complexes

∂UZ : Cp(U ;KM
∗ )→ Cp−1(Z;KM

∗ )
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qui est égal à la somme des ∂xz , dé�nit dans 2.1 pour X, où (x, z) ∈ U × Z.

2.10. � Soit X un schéma, Z, T ⊂ X des parties fermées telles que X = Z ∪ T .
Considérons les immersions fermées évidentes :

Z i
,,YYYYYYYYY

Z ∩ T
k 22eeeeeeeee

l
,,YYYYYYYYY X.
T j

22eeeeeeeee

On obtient formellement une suite exacte courte de complexes

0→ C∗(Z ∩ T ;KM
∗ ) k∗−l∗−−−−→ C∗(Z;KM

∗ )⊕ C∗(T ;KM
∗ )

i∗+j∗−−−−→ C∗(X;KM
∗ )→ 0

qui induit donc une suite exacte longue en homologie, "suite de Mayer-Vietoris" as-
sociée au recouvrement fermé X = Z ∪ T .
2.0.3. Descente par rapport aux enveloppes. �

2.11. � Soit X un schéma simplicial (dont les faces sont des morphismes propres).
On en déduit un bicomplexe

. . .→ C∗(Xn+1;KM
∗ )

∑
i(−1)iδi∗−−−−−−−→ C∗(Xn;KM

∗ ) . . .→ C∗(X0;KM
∗ ).

Pour abréger, on notera C∗(X ;KM
∗ ) le complexe total associé à ce bicomplexe.

Le résultat suivant est essentiellement dû à Gillet (cf [Gil84, th. 4.3]) � bien que
celui-ci l'ai démontré pour la K-théorie à la place de la K-théorie de Milnor.

Theorem 2.12. � Soient X et Y des schémas simpliciaux et π : Y → X une hyper-

enveloppe.

Alors, le morphisme induit

C∗(Y;KM
∗ ) π∗−→ C∗(X ;KM

∗ )

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. � Premier cas : On considère une enveloppe p : Y → X et on
suppose que Y = cosqX0 (Y ), X = X et π = cosq0(p).

Commençons par rappeler le lemme suivant, obtenu grâce à un petit calcul bien
connu :

Lemma 2.13. � Supposons que le morphisme p : Y → X admet une section s :
X → Y . Posons σ = cosqX0 (s) : X → Y.

Alors, le morphisme

π∗ : C∗(Y;KM
∗ )→ C∗(X;KM

∗ )

est une équivalence d'homotopie avec quasi-inverse

σ∗ : C∗(X;KM
∗ )→ C∗(Y;KM

∗ ).

Remarquons déjà que π ◦ σ = 1. Le calcul bien connu mentionné ci-dessus donne
une équivalence d'homotopie entre σ ◦ π est l'identité. La remarque est que l'on peut
étendre cette équivalence d'homotopie aux complexes totaux associés au bicomplexe
C∗(Y;KM

∗ ) � en faisant attention aux signes.
On peut alors démontrer notre premier cas par induction noethérienne sur X.
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Lorsque X est réduit à un point, le morphisme p admet une section puisque c'est
une enveloppe. Le lemme précédent permet de conclure.

Supposons que X est non réduit à un point. Si X n'est pas irréductible, on peut
l'écrire X = Z ∪ T . Le résultat est vrai pour YT → T , YZ → Z et YZ∩T → Z ∩ T . La
suite exacte de complexes

0→ C∗(Z ∩ T ;KM
∗ )→ C∗(Z;KM

∗ )⊕ C∗(T ;KM
∗ )→ C∗(X;KM

∗ )→ 0

nous permet donc de conclure puisqu'elle est compatible aux pushouts propres.
On est donc ramené au cas où X est irréductible. On peut le supposer réduit, donc

intègre, par dé�nition du complexe de Gersten. Il existe alors un ouvert dense U de
X tel que le morphisme p′ : V = p−1(U) → U induit par p admet une section. Le
lemme précédent montre que le résultat est vrai pour p′. Par induction noethérienne,
il est vrai pour YZ → Z. La suite exacte de complexes

0→ C∗(Z;KM
∗ ) i∗−→ C∗(X;KM

∗ )
j∗−→ C∗(U ;KM

∗ )→ 0

permet à nouveau de conclure puisqu'elle est compatible aux pushouts propres.
Cas général : Posons Y[i] = cosqXi sqi(Y) pour i ≥ 0 de manière à obtenir une tour

Y → . . .Y[i] τi−→ Y[i− 1]→ . . .Y[0] τ0−→ X

de factorisations de π.
D'après le premier cas, le morphisme

τ0∗ : Ap(Y[0];KM
∗ )→ Ap(X ;KM

∗ )

est un isomorphisme pour tout p ≥ 0.
Par ailleurs, pour tout j ≥ i, (Y[i])j = Yj . De la suite spectrale d'un complexe

double (convergente car le complexe de Gersten est borné par la dimension de X), on
déduit que le morphisme canonique

Ap(Y;KM
∗ )→ Ap(Y[i];KM

∗ )

est un isomorphisme si p < i. Il su�t donc de démontrer que pour tout i > 0, et pour
tout p ≥ 0,

τi∗ : Ap(Y[i];KM
∗ )→ Ap(Y[i− 1];KM

∗ )
est un isomorphisme. Pour conclure, on applique le lemme suivant qui est l'annalogue
du lemme 3.3.3.2 de [SGA4, Vbis] :

Lemma 2.14. � Considérons un entier n ≥ 0. Soit f : Y ′ → Y un morphisme de

schémas simpliciaux sur X tel que :

(i) Le morphisme Y → cosqXn sqn Y est un isomorphisme.

(ii) Le morphisme Y ′ → cosqXn sqn Y ′ est un isomorphisme.

(iii) Pour tout entier i ≤ n, fi : Y ′i → Yi est un isomorphisme.

(iv) Le morphisme fn+1 est une enveloppe.

Alors, le morphisme induit

f∗ : A∗(Y ′;KM
∗ )→ A∗(Y;KM

∗ )

est un isomorphisme.
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On commence par montrer que pour tout p > n + 1, fp est une enveloppe (no-
tamment grâce à (i) et (ii)). On en déduit qu'il su�t de montrer le résultat après le
changement de base suivant (Y ′/Y)p → Y où (Y ′/Y)p désigne le produit �bré p-uple
de Y ′ sur Y. Dans ce cas, le morphisme fn+1 admet une section et on peut conclure
par le même genre de calcul que celui évoqué dans le lemme 2.13.

3. Théorème principal: descente motivique

Soit V la catégorie des schémas propres et lisses (ou projectifs lisses). Soit C′ la
catégorie des schémas propres et lisses avec pour morphismes les correspondances
modulo équivalence rationelle :

HomC(X,Y ) = CHdY (X × Y )

pour Y connexe de dimension dY . Notons qu'on utilise ici des conventions ho-
mologiques. On dispose donc du foncteur covariant γ : V → C′ qui à un morphisme
f : X → Y associe son graphe vu comme un cycle modulo équivalence rationelle.
Rappelons le lemme évident suivant :

Lemma 3.1. � Soit f : X → Y et α ∈ CHdX (Z ×X) une correspondance.

Alors f ◦ α = (1Z × f)∗(α).

En�n, si X est un schéma simplicial X de V, on notera γ(X ) le complexe de C′

associé à l'objet simplicial évident. Le résultat de [GS96] le plus intéressant � qui
pré�gure ceux de Voevodsky � est le théorème suivant :

Theorem 3.2. � Soit X un objet simplicial de V.

Supposons que pour tout V ∈ V, C∗(V ×X ;KM
∗ ) est acyclique.

Alors, le complexe γ(X ) est contractile.

Démonstration. � Notons dn : Xn → Xn−1 les di�érentielles du complexe γ(X ).
On procède par induction sur l'entier n ≥ 0 pour construire des correspondances (de
degré homologique 0)

hn : Xn → Xn+1

telles que hn−1dn + dn+1hn = 1Xn .

4. Appendice: Filtration par coniveau

De�nition 4.1. � Soit X un schéma. Un drapeau sur X est une suite décroissante
(Zp)p∈N de fermés de X tels que pour tout entier p, Zp est de codimension supérieure
à p dans X. On note DX l'ensemble des drapeaux de X, ordonné par inclusion termes
à termes.

Il est immédiat que DX est �ltrant.
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De�nition 4.2. � Soit X un schéma lisse. On dé�nit une �ltration croissante de
M(X) dans la catégorie des pro-objets de DMgm(k) dont le p-ième cran est

M (p)(X) = ˜lim←−
p∈N

M(X − Zp).

4.3. � Dans DMgm(k), si U est un ouvert d'un schéma lisse, on note M(X/U) le
cone du morphisme canonique M(U)→M(X).

Considérons un schéma lisse X est lisse. On pose :

M (p+1/p)(X) = ˜lim←−
p∈N

M(X − Zp+1/X − Zp).

On en déduit des pro-triangles distingués :

M(F pX)
αp // M(F p+1X)

βp // M (p+1/p)(X)
γp //

δp

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXX M(F pX)[1]

M(F p−1X) // M(F pX)[1] // M (p/p−1)(X)

Si l'on considère les pro-motifs bigradués D et E tels que :

Dp,q = M (p)(X)[−p− q]

Ep,q = M (p+1/p)(X)[−p− q]

on déduit des triangles distingués ci-dessus un couple exact (conventions "homologiques")

D
α

(1,−1)
// D

β

(−1,1)
// E

γ

(0,−1)
// D

Le bord associé à ce couple exact est le morphisme d = β ◦ γ de bidegré (−1, 0). On
associe à ce couple exact un complexe de la catégorie additive pro−DMgm(k) :

. . . Ep,q
dp,q−−→ Ep−1,q . . .

4.4. � Soit E/k une extension de corps, de degré de transceandance �ni. Le motif
générique associé à E est le pro-objet de DMgm(k) suivant:

M(E) = ˜lim←−
A⊂E

M(Spec(A))

où A parcout l'ensemble ordonné �ltrant des sous-k-algèbres de E telle que Spec(A)
est lisse.

Le point clé concernant la �ltration par coniveau est le réseultat suivant, qui ne
repose que sur le théorème de pureté et un raisonnement facile sur la lissité générique :

Lemma 4.5. � Pour tout schéma lisse X,

M (p+1/p)(X) =
∏̃

x∈X(p)

M(κ(x))(p)[2p]

où X(p) désigne l'ensemble des points de codimension p de X, et κ(x) le corps résiduel

de x.
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Appliquant le foncteur HomDMgm(k)(.,Z(n)) à ce couple exact, on en déduit donc
une suite spectrale

Ep,q1 =
⊕

x∈X(p)

Hq−p(κ(x),Z(n− p))⇒ Hp+q(X,Z(n)).

Si l'on regarde la ligne q = n du terme E1, on obtient donc un complexe dont le
p-ième terme est

⊕
x∈X(p) KM

n−p(κ(x)). C'est le complexe de Gersten (en notations
cohomologiques) à coe�cients dans la K-théorie de Milnor.
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